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摘  要 

为了解决风险喜爱随机优化问题，给风险喜爱投资者的投资行为提供帮助，基于信息理论中的熵提出了

Extropy风险度量(ExRMc)，并对其性质从理论和应用两个方面进行了研究。理论研究表明Extropy风险

度量是一个具有一致性且风险偏好的度量，而且关于参数c具有连续性、可微性与鲁棒性。投资组合选取

问题的应用研究表明：ExRMc考虑了风险收益平衡，且与随机比较中的3阶递增凸序相一致，是一个合理

的风险度量。最后把ExRMc风险度量应用于解决风险喜爱随机优化问题，得到了一个全有或全无的决策。

这些主要结果表明Extropy风险度量补充了传统期望效用理论中风险度量的不足，合理地解释了银行对

于信贷与现金持有之间的典型商业决策时，要么不发放任何贷款要么全部选择信贷的行为。 
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Abstract 
To solve the risk-loving stochastic optimization problems and provide assistance for risk-loving 
investors’ investment behavior, Extropy risk measure is proposed based on entropy in informa-
tion theory and its important properties are studied respectively from theory and application. 
Theoretical research shows that it is a measure with consistency and risk-loving preference, and is 
continuous, differentiable, and robust on parameter c. The research on application of portfolio 
selection problem shows that it is a reasonable risk measure with balance between risk and re-
turn and is consistent with the 3rd order increasing convex order in random comparison. Finally, 
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it is applied into solving out risk-loving stochastic optimization problem, which yields an all or 
nothing decision. These results illustrate that Extropy risk measure can be an efficient supplement 
of risk measure in the traditional expected utility theory and can formally explain the banks’ be-
havior of either not issuing any loans or choosing credit for all when they make typical commer-
cial decisions between credit and cash holdings. 
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1. 引言 

风险度量是将风险分配给一个数值的泛函。传统的风险度量方法有方差法、标准差法以及灵敏度分

析等。1952 年 Markowitz [1]使用均值衡量收益，引入方差度量风险，解决了传统的投资组合优化问题。

近年来，随着新的金融产品的不断涌现和基于行为金融学随机优化问题研究的不断深入，发现传统的投

资优化理论已不能有效的指导新型金融市场中投资者的投资行为[2] [3]。具有投资偏好的随机优化问题已

成为现代投资理论研究的一个重点，而如何发展风险度量理论，使其能精准地度量当今有效市场模型中

纷繁复杂的金融风险，指导具有风险偏好的投资者有效地规避各种金融风险[4]，是解决这一问题的核心。 
众所周知，最优的风险度量是不存在的。对于具体的研究问题，Rachev [5]提出具有理想性质的风险

度量是存在的。AVaR (Average Value-at-Risk)是当今风险厌恶投资优化问题研究中最为流行的一个风险

度量。Föllmer 和 Schied [6]对 AVaR 风险度量的性质进行了系统的研究，发现它具有良好的性质，是金

融数学研究领域中的一个有效工具。Wei [7]研究了在期望效用理论的标准框架下，以 AVaR 为风险度量

的动态投资组合优化问题。Wang 和 Zitikis [8]发现 AVaR 鼓励投资组合多样化，这使得 AVaR 成为当前

金融监管框架下较好的风险度量。Artzner [9]等认为一个好的风险度量要满足一致性，但 AVaR 风险度量

不是一个一致性风险度量，且在考虑风险和收益的权衡时也存在着一些缺陷。最近，Ahmadi-Javid [10] [11]
提出了一个一致性风险度量——EVaR (Entropic Value-at-Risk)。基于切尔诺夫不等式，发现它是 AVaR
风险度量的紧上界。Delbaen 等[12]使用它通过最大化期末净财富的期望指数效用解决了对冲一个未定权

益的问题。EVaR 风险度量跟期望效用理论中的扭曲风险度量之间有密切的联系。基于它的随机优化模型

能较好的描述金融市场中风险厌恶投资者的投资行为。事实上，投资者的风险偏好除了风险厌恶以外，

还有风险喜好。发展风险度量，解决风险喜爱随机优化问题是本文的主要动机。 
EVaR 风险度量的构建基于信息熵理论中的香农熵(Shannon Entropy)。而基于熵定义风险度量以研究

风险厌恶投资优化问题也成为了行为金融数学研究的一个方向[13] [14]。香农熵是信息理论中的一个重要

概念，是 1948 年香农提出的[15]，用以度量概率分布的不确定性。但是，近期越来越多的学者认为香农

熵不是一个完美的不确定性度量，他们认为香农熵度量一个一个事件的信息量，只考虑了这一事件发生

时所提供的信息，而没有考虑它不发生时提供的信息。为此，Lad 等[16]在香农熵定义的基础上，引入

Extropy 熵概念用以描述一个事件不发生时，它所包含的信息量。Extropy 熵在数学形式上与香农熵互补

对偶，是香农熵的一个很好的补充。为了解决已有的 EVaR 风险度量无法精确度量风险喜爱投资者面临

的投资风险的问题，本文在香农熵风险度量的基础上，用 Extropy 熵构建新的风险度量，探索 Extropy 风
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险度量与风险喜爱期望效用理论之间的关系，以说明 Extropy 风险度量是具有风险喜爱的风险度量，并

把它应用于风险偏好的随机优化问题中，解决经典的期望效用理论无法解释“当银行面临关于信用风险

承担与现金持有之间的典型商业决策时，银行要么不发放任何新贷款，要么全部选择信贷的行为”的投

资行为。 

2. Extropy 风险度量 

2.1. 风险度量 

设 ( ), , PΩ  为一个概率空间，其中Ω是所有基本事件的集合， 是Ω子集的σ -代数，P 是 上的

概率测度。定义 是概率空间 ( ), , PΩ  上的实值随机变量所构成的向量空间，满足 2E X  < ∞  。在投资

随机优化模型中，随机变量 X ∈ 的正值(负值)表示资产组合在未来某个时刻的收益(损失)，X 也常称为

金融寸头。 
给定风险度量 :ρ → R ，对任意的 X ∈ ，在金融数学中 ( )Xρ 表示为了使 X 成为可接受的金融寸

头所需的最小资本额。一个好的风险度量一般具有以下性质[17]：对于 ,X Y ∈ ，有 
a) 单调性：如果 X Y≤ ，则 ( ) ( )X Yρ ρ≤ ； 
b) 现金可加性：对任意的m∈R ， ( ) ( )X m X mρ ρ+ = + ； 
c) 凸性：对任意的 [ ]0,1λ∈ ， ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1X Y X Yρ λ λ λρ λ ρ+ − ≤ + − ； 
d) 正齐次性：对任意的 0α > ， ( ) ( )X Xρ α αρ= ； 
e) 次可加性： ( ) ( ) ( )X Y X Yρ ρ ρ+ ≤ + ； 
f) 分布不变性：对任意 ,X Y ∈ ，X 和 Y 有相同的概率分布， ( ) ( )X Yρ ρ= 。 
在金融数学中，满足性质 a)和 b)的风险度量称为货币风险度量[6]；满足性质 c)的货币风险度量称为

凸风险度量[18]；满足性质 d)和 e)的货币风险度量称为一致性风险度量[9]，AVaR 不是一致性风险度量，

而 EVaR 则是一致性风险度量。 

2.2. Extropy 风险度量及其表示 

首先回顾 Lad 等[16]定义的 Extropy 熵。 
定义 1 对任意的 X ∈ ，定义概率密度函数为 f，Extropy 熵定义为： 

( ) ( )21 d
2

J X f x x= − ∫                                   (1) 

在实际应用中，Extropy 熵常用来度量随机变量 X 概率分布的不确定性。为衡量不同概率分布之间的

差异，Lad 等[16]引入了相对 Extropy 的概念：对于 ( ),Ω  上任意两个概率测度 P 和 Q，称对任意的 0ε > ，

存在 ( ) 0δ ε > ，只要 ( ) ( )A δ ε<P ， A∈ ， ( )A ε<Q ，就有 Q 对于 P 是绝对连续的，记作Q P� ，显

然 d 0d ≥Q P 且 [ ]E 1d d =P Q P 。因此 d dQ P 也常被称为密度随机变量。此外，对任意给定的概率测度 ，

令 

( ){ }: ,Ω= Q Q Q P� 上的 测概率 度且是 . 

定义 2 [16]对于 ( ),Ω  上任意两个概率测度 P 和 Q，相对 Extropy 的定义为： 

( )
2d d 1,| :

,
dJ

   −  =   
+∞

∫ �
Q P Q PQ P P

其它

                           (2) 

其中假设期望是有限的。 
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很明显 ( )| 0J ≥Q P 。如果 P 与 Q 有相同的概率分布，那么 ( )| 0J =Q P 。 
定义 3 设 X ∈ ，对于任意的 0c ≥ ，Extropy 风险度量定义为： 

( )
( ): |

ExRM s
d

up E d
c

J c
X X

∈ ≤

  =     
P

Q Q P

Q
P

                            (3) 

性质：ExRMc(X)是一个具有分布不变性的一致性风险度量。 
证明：根据 ExRMc(X)的定义，显然 a)、b)、f)成立。下面证明 ExRMc(X)满足 d)、e)。对任意 X ∈ ，

任意的 0α > ， 

( )
( )

( )

( )

: |

: |

dExRM sup E
d

dsup E
d

ExRM .

c
J c

J c

c

X X

X

X

α α

α

α

∈ ≤

∈ ≤

  =     
  =     

=

P
Q Q P

P
Q Q P

Q
P

Q
P




 

并且，对任意的 ,X Y ∈ ， 

( )
( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

: |

: |

: | : |

dExRM sup E
d

d dsup E E
d d

d dsup E sup E
d d

ExRM ExRM .

c
J c

J c

J c J c

c c

X Y X Y

X Y

X Y

X Y

∈ ≤

∈ ≤

∈ ≤ ∈ ≤

  + = +    
       = +              

      ≤ +            
= +

P
Q Q P

P P
Q Q P

P P
Q Q P Q Q P

Q
P

Q Q
P P

Q Q
P P





 

 

证毕。 
Dentcheva 等[19]首先对风险度量的对偶表示进行了研究。Zou 等[20]得到了 EVaR 的对偶表示，该表

示说明 EVaR 风险度量能很好的描述风险厌恶投资者对投资风险的态度。接下来将探究 ExRMc(X)的对偶

表示，以探索 Extropy 风险度量与期望效用理论中不同效用函数类之间的关系，识别这一风险度量是否

能描述风险喜爱投资者对投资风险的态度。 
定理 4 设 X ∈ 且 0 c< < ∞，Extropy 风险度量的对偶表示形式如下： 

( ) ( ) ( )
1
2c 2

ExRM inf 1X c X
η

η η
+∈

 = + + − 
 R

                        (4) 

其中 ( )1 22

2 EX X= 。 

证明：证明过程类似于 Pichler 和 Schlotter [21]中定理 12 的证明。 
基于 Extropy 风险度量的对偶表示，很容易得到：对于任意 X ∈ ，都有 

[ ] ( ) ( )1 2

2E ExRM 1 .cX X c X≤ ≤ +  

很明显，对于参数 0c > ，式(4)右边的最优解η∗满足 

( )( ) ( )( )2Var
E

X
X

c

η
η

∗

+ ∗

+

−
 = −                              (5) 

当 * ess-sup Xη < ，结合式(4)与(5)，ExRMc(X)风险度量定义中的最优密度随机变量 d d∗Q P 可表示为： 
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( )
( )

*

*

d
d E

X

X

η

η

∗
+

+

−
=

−
Q
P

                                 (6) 

当 * ess-sup Xη = ，最优密度随机变量 * *
ess-supd d X X p==Q P I ，其中 ( )* P ess-su: pp X X= = 。 

行为金融学理论认为投资者的决策行为受其风险偏好的影响。在经典的期望效用理论中，投资者的

风险的偏好用效用函数来描述：喜爱财富并风险厌恶的偏好对用于单调增的凹效用函数；喜爱财富并风

险喜爱的偏好对用于单调增的凸效用函数。对任意的η∈R ，令 ( ) ( )2u x xη η
+

= − ， ( )u xη 是一个单调递增

且凸的函数，基于公式(4)，ExRMc(X)可以表示为： 

( ) ( ) ( ){ }1 21 2ExRM inf 1 E .c X c u Xηη
η

∈
 = + +  R

 

则对任意的 X ∈ ，期望效用函数值 ( ) ( )2E Eu X Xη η
+

   = −   可以用来描述风险喜爱投资者的投资

行为。因此基于 Extropy 风险度量的对偶表示可以很好地度量风险喜爱投资者在未来某一时刻投资金融

产品 X 的预期收益。 
Haezendonck 和 Goovaerts [22]基于 Orlicz 保费原理提出了 Haezendonck-Goovaerts 风险度量，它是流

行的尾部风险度量 TVAR 的一个非线性推广，被广泛应用在保险和精算研究领域。Bellini 等[23]把
Haezendonck-Goovaerts 风险度量的表达式定义为： 

( ) ( )( ){ }inf .c cX H X
η

ρ η η
+∈

= + −
R

 

Hc是 Orlicz 范数。从定理 4 可以看出，风险度量 ExRMc是 Haezendonck-Goovaerts 风险度量的特殊

情况，Hc是 L2范数。 
在风险度量的公理化体系中，Kusuoka 表示对于分布不变性风险度量是非常重要的一个结果。

Kusuoka [24]基于对偶性建立了一致性风险度量的 Kusuoka 表示；Frittelli 和 Gianin [25]、Dentcheva 等[19]
将 Kusuoka 表示法推广到凸风险度量。Zou 等[20]探索了 Rényi 熵风险度量的 Kusuoka 表示法。下面将给

出 ExRMc(X)的 Kusuoka 表示法，发现它可以表示为混合 AVaR 风险度量的最大值。首先，回忆一下 AVaR 
[20]的定义。对于给定的置信水平 [ ]0,1α ∈ ， 

( ) ( )11AVaR VaR
1

ds X sXα αα
=

− ∫                           (7) 

其中 ( ) ( ){ }VaR inf :X x P X xα α= ≤ ≥ 。 
定理 5 (Kusuoka 表示形式) 设 X ∈ ，对任意的 0 c≤ < ∞，ExRMc的 Kusuoka 表示形式如下： 

( ) ( ) ( )1

0
ExRM sup AVaR d

c
c vX X v

µ
µ

∈
= ∫


                        (8) 

其中 

[ ]( ) ( )
2

0

10,1 : E 1 ,
1

d
U

c v c
v

µ µ
   = ∈ ≤ +  −   

∫ 
 

[ ]( )0,1 是空间 [ ] [ ]( )( )0,1 , 0,1 上定义的概率测度集。 
证明 令 d dZ = Q P 表示密度随机变量，满足 0Z ≥ 且 [ ]E 1Z =P 。根据式(3)，ExRMc的表达式重写为： 

( ) [ ]{ }2ExRM sup E : 0,E 1,E 1c X Z Z cXZ Z = > = ≤ +                  (9) 

令 F 和 H 分别表示随机变量 X 和密度随机变量 Z 的概率分布函数。那么，存在一个在 [ ]0,1 上均匀

分布的随机变量 U，使得 ( )1X F U−= 几乎处处成立。类似于 Zou 等[20]定理 2.3 的证明，让 1F − 表示 F
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的右逆， 1H − 表示 H 的右逆，即 ( ) ( ){ }1 sup :F u x F x u− = ≤ ， ( ) ( ){ }1 sup :H u x H x u− = ≤ ， [ ]0,1u∈ 。根据

Föllmer 和 Schied [18]的引理 4.60，有 

[ ] ( ) ( )1 1

~
sup E E
Z H

XZ F U H U− − =                                 (10) 

因此，在空间 [ ] [ ]( )( )0,1 , 0,1 上定义一个正的局部有限测度 v，使得 ( ) ( )10 0v H −= 。因为 0Z ≥ ，所

以 ( )1 0 0H − ≥ 。对 0 1s t≤ < ≤ ，有 ( ]( ) ( ) ( )1 1,v s t H t H s− −= − ，特别地，对于 0 1t< ≤ ， 

( ]( ) ( ) ( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 10, 0 , 0, , d d .v t H t H v t H t v t H t− − − −= − = =  

在空间 [ ] [ ]( )( )0,1 , 0,1 上定义一个新的度量 µ 如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ]10 0 0 , d 1 d , 0,1 .v H t t v t tµ µ−= = = − ∈  

那么， 

[ ]( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1

0
1 1
0

11 1
0

0

1

1

1 1

0,1 1 0

1 0

0 0

d

d

d

.d

t v t

t H t H

H H t t H

H t t

µ µ

−

− − −

−

−

= − +

= − +

 = − + +  

=

∫

∫

∫

∫

 

这意味着 

( ) ( ) [ ]1 1 1
0

E E 1.dH t t H U Z− −  == =∫  

因此， µ 是在 [ ]0,1 上的概率测度。那么，对于 [ ]0,1t∈ ，显然有 

( ) ( )1
0

1 d .
1

t
H t v

v
µ− =

−∫  

这意味着， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

1 11 1 1 1 1
0 0 0

1 1 11
0 0

d d d

d d

1E
1

1 AVaR ,
1

d

t

vv

F U H U F t H t t F t v t
v

F t t v X v
v

µ

µ µ

− − − − −

−

   = =    − 

= =
−

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

再根据密度随机变量 d dZ = Q P ，可得 

( ) ( )( )

( )

22 1

2

0

| E 1 E

d

1

1E 1.
1

U

J Z H U

v
v
µ

−  = − = −    
  = −  −   
∫

Q P

 

证毕。 

3. ExRMc 的一些重要性质 

对给定的随机变量 X，为了研究风险度量 ExRMc(X)随参数 c 的变化规律，构建了 ExRMc作为参数 c
的函数 

( )ExRM .cc X�  
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很明显，对于任意的 X ∈ ，ExRMc在 0c > 上单调递增。 
在下面的性质中，将证明 ExRMc(X)在 [ )0,c∈ ∞ 上连续，在 ( )0,c∈ ∞ 上可微。首先，对于给定的 X ∈ ，

定义函数 

( ) ( )
2

, 1 , 0 , ,ch X c X cη η η η
+

= + + − < < ∞ ∈R  

和 

( ){ }arg inf , ,0 .c ch X c
η

η η
∈

= < < ∞
R

 

引理 6 对于每一个非退化的 X ∈ ， cη 在 ( )0,c∈ ∞ 上是递增且连续的。 
证明 由 Ogryczak 和 Ruszczyński [26]中的性质 6 可知： ( )

2
X η

+
− 在 ess-sup Xη < 上连续可微，其

导函数为 

( ) ( )
( )

( )2 1

2

, ;
d

d

X X
X

X

η η
ϕ η

η η
+ +

+

− −
= −

−
�

 

( )
2

X η
+

− 在η∈R 上是单调递减且凸的。因此，对于单调递增且非退化的 X，当 ess-sup Xη < ， 

( ) ( )
( )2

d

d
,

1 1 1 1 , .c
Xh X

c c X
ηη

ϕ η
η η

+
−∂

= + + = + +
∂  

则 ess-supc Xη < 。由于 ( ),Xϕ η 在 ess-sup Xη ≤ 上单调递增且连续， cη 满足下列等式 

( ) 1,
1cX

c
ϕ η = −

+
                                  (11) 

因此，根据式(11)可知 cη 在 c 上单调递增且连续。 
证毕。 
性质 7 对于给定的 X ∈ ，ExRMc(X)在 [ )0,c∈ ∞ 上是连续的。 
证明 假设 X 是非退化的，首先证明 ExRMc(X)在 ( )0,c∈ ∞ 上是连续的。对于 3 1 20 1c c c< ≤ ≤ < ，由于

ExRMc(X)在 [ )0,c∈ ∞ 上是单调递增的，所以有 ( ) ( )
1 2

ExRM ExRMc cX X≤ 。因此， 

 
( ) ( )

( ) ( )
2 1 2 1 1 1

11
2

2

ExRM ExRM , ,

1 1 .

c c c c c c

c

h X h X

c c X

η η

η
+

− ≤ −

= + − + ⋅ −
 

显然这个不等式的右边部分在 c1 处是连续的，这就表明了 ExRMc(X)在 c1 处右连续的。此外，对于

1 3 120 c cc< < < ，从引理 6 中推出
3 1 2c cη η≥ 。因此， 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 3 1 3

1

3 3

31 3
2

3 21
2

ExRM ExRM ,

1 1

.

,

1 1

c c c c c c

c

c

h X h X

c c X

c c X

η η

η

η

+

+

− ≤ −

= + − + ⋅ −

≤ + − + ⋅ −

 

这意味着 ExRMc(X)在 c1处是左连续的。因此，ExRMc(X)在 ( )0,c∈ ∞ 上是连续的。

 

下面证明 ExRMc(X)在 { }0c∈ 点处是连续的。显然， 

( ) ( ){ } ( ){ } ( )00 0 0
lim ExRM inf inf , inf inf , ExRM .c c cc c c

X h X h X X
η η

η η
↓ > ∈ ∈ >

= = =
R R

 

证毕。 
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性质 8 对于给定的 X ∈ ，ExRMc(X)在 ( )0,c∈ ∞ 上是可微的，并且 

( ) ( )
2

ExRM 1
1d 2

d c
c

X
X

c c
η

+
= −

+
                           (12) 

证明 当 0c∆ > ，有 

( ) ( ) ( )
2

ExRM ExRM 1 ,1c c c
c

X X c c c X
c c

η+∆
+

− + + ∆ − +
≤ −

∆ ∆
 

和 

( ) ( ) ( )
2
,

ExRM ExRM 1 1c c c
c c

X X c c c X
c c

η+∆
+∆ +

− + + ∆ − +
≥ −

∆ ∆
 

根据引理 6，当 0c∆ ↓ ，有 

( ) ( ) ( )
20

ExRM ExRM 1lim
2 1

.c c c
cc

X X
X

c c
η+∆

+∆ ↓

−
= −

∆ +
 

类似地，可以得到 

( ) ( ) ( )
20

ExRM ExRM 1lim
2 1

.c c c
cc

X X
X

c c
η+∆

+∆ ↑

−
= −

∆ +
 

证毕。

 Pflug 和 Wozabal [27]通过使用 Wasserstein 距离给出了 AVaR 的鲁棒性。由此，下面证明基于

Wasserstein距离的ExRMc(X)的鲁棒性。首先回顾Wasserstein距离 ( ),d X Y ：对任意的 ,X Y ∈ ，有累积

分布函数 ( )F x 和 ( )G x ，定义 X 和 Y 之间的 Wasserstein 距离 ( ),d X Y  

( ) ( ) ( ){ }2, inf : ~ , ~ .d X Y X Y X F x Y G x= −                        (13) 

对于这个距离，有很多有效的等价描述，其中最为常用的等价描述如下
： 

( ) ( ) ( )( )1 221 1 1
0

d,d X Y F u G u u− −= −∫                            (14) 

其中 1F − 和 1G− 分别是 X 和 Y 的分位数函数。Krätschmer 等[28]证明了 Wasserstein 距离的收敛比分布的收

敛要强，更准确地说， 

( ), 0nd X X → 当且仅当
2 2, E E

d

n nX X X X→→                     (15) 

其中
d

nX X→ 表示 nX 在分布上收敛于 X。 

性质 9 设 ,X Y ∈ ， ( )0,c∈ ∞ ，则有 

( ) ( ) ( )ExRM ExRM 1 d ,c cX Y c X Y− ≤ +                       (16) 

证明 假设 ( ) ( )ExRM ExRMc cX Y≤ ，则 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )( )
( )

2 2

2 2

2

ExRM ExRM 1 1

1

1 inf : ~ , ~

1 d ,

1 d , .

c c c c c c

c c

c c

c c

Y X c Y c X

c Y X

c Y X X F x Y G x

c Y X

c X Y

η η η η

η η

η η

η η

+ +

+ +

+ +

+ +

− ≤ + + − − + + −

= + − − −

≤ + − − −

= + − −

≤ +

� � � �  
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其中第二个不等式来自范数 2⋅ 的三角不等式，而最后一个不等式是由于对所有的 ,x y∈R ， 

( ) ( ) .x a y a x y
+ +

− − − ≤ −  

证毕。 
风险度量 ExRMc(X)具有鲁棒性，因此它具备准确且稳定地量化风险的能力，能有效地受市场波动等

背景风险影响的投资产品，为决策者提供可靠的风险评估结果，以支持其做出恰当决策。 

4. ExRMc 在投资优化问题中的应用 

4.1. ExRMc 的收益风险平衡性 

在投资组合理论中，投资者在追求高收益的同时，同时又希望可以尽可能地降低风险，所以投资随

机优化的最大化或者最小化目标函数应同时包含收益和风险这两部分。ExRMc(X)风险度量考虑了风险与

收益的权衡。若 X 是投资资产在未来某时刻的损失，根据 ExRMc(X)的现金可加性，有 

( ) [ ] [ ]( )ExRM E ExRM Ec cX X X X= − − + −                        (17) 

因此，在投资随机优化问题中，最小化“整体”ExRMc(X)的同时代表着最大化收益 [ ]E X− 和最小化

“纯” [ ]( )ExRM Ec X X− 。在投资优化问题中，指数分布是一种较为常见的分布，下面将给出一个跟指

数分布有关的例子以说明 ExRMc(X)考虑了风险与收益的权衡。 
例 10 假设随机变量 X 服从参数为 λ 的指数分布。对给定的 [ )0,c∈ ∞ ，令 

( ]
( ){ }1 2,0

arg min 1 ,c X
η

η η η
+

∈ −∞
= + + −  

和 

[ )
( ){ }2 20,

arg min 1 ,c X
η

η η η
+

∈ +∞
= + + −  

则 

( ) ( ) ( ){ }1 1 2 22 2
ExRM min 1 , 1 .c X c X c Xη η η η

+ +
= + + − + + −  

当 0η ≤ ，为计算 1η 值与对应的 ( )1 1 2
1 c Xη η

+
+ + − 值，令 

( ) ( )

( )
2

2 2
0

2

2

2

1

1 2

, 1

1 2

2 ,21

de

1

c

x

h X c X

c x x x

c

λ

η η η

η η η λ

η η η
λλ

+

+∞ −

= + + −

 = + + − +  

 = + + − + 
 

∫  

求导得

 

( )
2

1 2
2d , 2 1 12

d
1 1 .ch X

c
η

η η η
η λ λλ

−
   = + + − + −   
   

 

因此，当 1c > 时，有 1 0η = 和 ( ) ( )1 1 2
1 2 1c X cη η λ

+
+ + − = + ；当 0 1c≤ ≤ 时，有 ( )1 1 1 cη λ= −

和 ( )1 1 2
1 1c X cη η λ λ

+
+ + − = + 。 

类似地，考虑当 0η ≥ ，当 0 1c≤ ≤ 时，有 2 0η = 和 ( ) ( )( )2 2 2
1 2 1c X cη η λ

+
+ + − = + ；当 1c > 时，
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有 ( )( )2 ln 1 2cη λ= + 和 ( ) ( )( )2 2 2
1 1 ln 1 2 1c X cη η λ λ λ

+
 + + − = + + + 。 

因此， 

( )
( )( )

1 , 0 1,
ExRM

1 ln 1 2 1 , 1.c

c c
X

c c

λ λ

λ λ λ

 + ≤ ≤=   + + + >  
 

4.2. ExRMc在随机比较中的应用 

在行为金融数学中，除了期望效用理论常用来研究金融市场市场中投资者的投资行为外，随机占优

也经常用来比较两个投资决策进而做出选择，是一种具有经济学含义的风险比较工具。 
本节涉及到了用于描述投资组合问题中递增风险模型的 n 阶递增凸序(icx)的概念。Shaked 和

Shanthikumar [29]给出了 icxn − 序的定义：对 ,X Y ∈ ，任意的 x∈R ，若满足 

( ) ( )
1 1

,
n n

X x Y x
+ +− −

− ≤ −                                (18) 

则称 X 依 icxn − 序小于 Y，记为 icxnX Y−≤ 。 
当然， icxnX Y−≤ 可以由期望效用理论来刻画，即 icxnX Y−≤ 当且仅当对于每个递增效用函数 ( )u x 且

满足 ( ) ( ) 0nu x ≥ ，有 

( ) ( )E E .u X u Y   ≤     

Menezes 等[30]将 3 icxX Y−≤ 解释为 X 的右侧风险要比 Y 的小，这意味着 X 的收益分布相对于 Y 来说

更加稳定，也就是说 X 的极端不利情况出现的可能性较小。 
性质 11 设 ,X Y ∈ ，对任意的 [ )0,c∈ ∞ ， 3 icxX Y−≤ 成立当且仅当 ( ) ( )ExRM ExRMc cX Y≤ 。 
证明 必要性：假设 3 icxX Y−≤ ，从式(18)可知，对于任意的η∈R ，都有 ( ) ( )

2 2
X Yη η

+ +
− ≤ − ，因

此 

( ) ( )
2 2

.1 1c X c Yη η η η
+ +

+ + − ≤ + + −  

这意味着 

( ) ( ){ } ( ){ } ( )
2 2

ExRM inf 1 inf 1 ExRM .c cX c X c Y Y
η η

η η η η
+ +∈ ∈

= + + − ≤ + + − =
R R

 

充分性：假设对任意的 0c ≥ ， ( ) ( )ExRM ExRMc cX Y≤ 。这只要证明对任意的η∈R ，有 

( ) ( )
2 2

X Yη η
+ +

− ≤ − 。 

假设 X 是非退化的(对另一种情况，证明过程是显然的)。由引理 6 和式(6)可知， cη 是 c 的递增连续

函数，其中 

0
lim , lim ess-sup ,c cc c

Xη η
↓ ↑∞

= −∞ =  

因此，对于任意的 ( ),ess-sup Xη∈ −∞ ，存在 cη ，使得 

( ) ( )
2

ExRM 1 ,c X c X
η ηη η

+
= + + −  

因此 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

ExRM 1 Ex .RM 1c cX c X Y c Y
η ηη ηη η η η

+ +
= + + − ≤ ≤ + + −  

这意味着对任意的 ( ),ess-sup Xη∈ −∞ ，都有 ( ) ( )
2 2

X Yη η
+ +

− ≤ − ；同时对于任意的 ess-sup Xη ≥ ，
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都有 ( ) ( )
2 2

0 X Yη η
+ +

= − ≤ − 。因此，对于任意的η∈R ，都有 ( ) ( )
2 2

X Yη η
+ +

− ≤ − 。 

证毕。 

4.3. ExRMc 在投资组合问题中的应用 

Arrow [31]和 Pratt [32]在研究风险厌恶的随机优化问题时提出了一个标准的投资组合。给定 0ω 为投

资者的确定性初始财富；z 和 0z ω− 分别表示投资于风险资产和无风险资产的数量，其中 [ ]00,z ω∈ ；风险

资产和无风险资产的资产收益分别记为 1R − 和 1r − ，其中 R∈ ；投资者的最终财富为

( ) ( )0W z w z r z R= − ⋅ + ⋅ 。我们将对于此投资组合，利用 ExRMc风险度量，寻找它的最优投资组合，即： 

[ ]
( )( )

0

*
00,

arg max ExRMcw
z w z r z R= − ⋅ + ⋅                           (19) 

性质 12 上述投资组合问题的最优投资 *z 为： 

( ) ( )
[ ] ( ) ( )

( ) ( )

0
*

0

, ExRM ExRM
0, , ExRM ExRM

0, ExRM ExRM

c c

c c

c c

R r r
z R r r

R r r

ω
ω

= > =
∈ = =
= < =

                        (20) 

并且有以下结论： 
如果风险溢价为正，即 ( )E 0R r− > ，那么风险资产的最优投资 * 0z > ； 
风险资产的最优投资 *z 关于参数 c 是递增的，即对于 A Bc c≤ ， ( ) ( )* *

A Bz c z c≤ 。 
证明 根据 ExRMc的平移不变性和正齐次性， 

( )( ) ( )( )
( ) ( )

0

0

ExRM ExRM

ExRM ,
c c

c

W z z R z r

z R z r

ω

ω

= ⋅ + −

= + −
 

相应的导数为 

( )( ) ( )
d

dExRM
ExRM .c

c

W z
R r

z
= −  

不包括决策变量 z，因此得出式(20)中给出的投资组合决策。 
因为 

( )
( )

[ ]
: |

ExRM sup E ,dE
dc

J c
X X X

∈ ≤

  = ≥    
P

Q Q P

Q
P

 

结论 a)成立。

 另外，因为 ExRMc关于参数 c 单调递增，所以对于 A Bc c≤ ，有 ( ) ( )* *
A Bz c z c≤ ，则结论 b)成立。 

证毕。 
从性质 12 可知，对于上述随机优化问题，当风险溢价 ( )E 0R r− > 时，全部投资风险资产是最优的。

最大化 ExRMc 产生一个全有或全无的决策：要么投资者完全进行无风险投资，要么完全投资风险资产。

而在 ( )ExRMc R r= 的特殊情况中，投资者对于任意投资组合 [ ]00,z w∈ 都是可接受的。然而，在传统期

望效用理论下，Brandtner 等[33]研究表明在熵风险度量下的投资决策是多样化的。产生这两种结果差异

的原因是因为传统的期望理论是在假设投资者是风险厌恶的背景下进行的，而 ExRMc与风险喜爱的效用

函数有关，二者针对的决策者的风险偏好不同，ExRMc 能够弥补目前期望效用理论下风险度量无法有效

刻画风险喜爱投资者行为的不足。 
事实上，在当今金融市场中，既存在着投资多样性的个体行为，也存在着投资非多样性的投资行为，
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研究 ExRMc 能够使得现有风险度量体系更完整地描述市场中的投资行为。关于性质 12 中的投资非多样

性性质在现实的决策背景下也有着重要意义，即投资者在积极决定最佳投资策略时，可以在无风险资产

(或现金持有)和风险资产之间进行选择，只要该资产的组成结构不会因交易而改变。 
此外，对于监管机构而言，他们通过监管测试敦促银行真正将风险评估用于内部风险管理的目的。

当银行面临关于信用风险承担与现金持有之间的典型商业决策时，受 ExRMc调控的银行要么不发放任何

新贷款，要么全部选择信贷。这种决策具有重要的现实意义：当银行认为当前的市场环境或经济状况存

在较大的不确定性或风险，选择不发放任何新贷款来避免潜在的损失；当银行认为市场或经济状况相对

稳定，并且对借款人的信用风险有较高的信心，选择发放全部信贷以获取更多的收益。总之，监管机构

通过监管测试来确保银行真正将风险评估用于内部风险管理的目的，而 ExRMc 作为一种风险度量方法，

可以帮助银行在面临信用风险承担与现金持有之间的典型商业决策时做出合理的决策。 

5. 结语 

传统的期望效用理论仅对风险厌恶投资者的投资行为做了量化解释，但是在真实的金融市中，许多

投资者的风险偏好是风险喜爱的。为了解决决策理论中的风险喜爱随机优化问题，本文在熵风险度量的

基础上，提出了性质良好的 Extropy 风险度量，通过对它的对偶表示形式与 Kusuoka 表示形式的研究，

证实了它是一个能为风险喜爱投资者提供合理量化风险工具的风险度量。最后，将 Extropy 风险度量及

其一些主要结果应用于风险喜爱的随机优化问题，发现它不仅考虑了风险与收益的权衡，与随机比较中

的 3 阶递增凸序一致，而且能很好地解释金融市场中部分投资者非多样性的决策行为，弥补传统期望效

用中的风险度量不能有效地指导风险喜爱投资者投资行为的不足。 
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