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摘  要 

本文研究了一类最优再保险–投资问题，其中保险公司的盈余过程遵循带漂移的布朗运动。本文所研究

的模型允许保险公司通过购买比例再保险来分担公司风险，并将财富投资于金融市场。金融市场由一种

无风险资产和一种有风险资产组成，其中风险的市场价格由马尔可夫仿射平方根模型描述。文章应用随

机最优控制理论得到了幂效用下最优再保险–投资策略的显示解，并给出数值算例分析了主要模型参数

对最优再保险–投资策略的影响。 
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Abstract 
This paper studies an optimal reinsurance-investment problem in which the insurance company’s 
surplus process follows Brownian motion with drift. The model studied in this paper allows in-
surance companies to share corporate risks by purchasing proportional reinsurance and invest 
their wealth in financial markets. The financial market consists of a risk-free asset and a risky as-
set, in which the market price of the risk is described by the Markov affine-form square root mod-
el. In this paper, the explicit solution of optimal reinsurance and investment strategy under power 
utility is obtained by using stochastic optimal control theory, and numerical examples are given to 
analyze the influence of main model parameters on optimal reinsurance and investment strategy. 
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1. 引言 

随着金融市场的迅速发展，作为金融市场重要组成部分的保险公司最优投资再保险问题也得到了广

泛的关注。保险公司一方面会在金融市场上投资资金以增加收益，另一方面，面对索赔与风险会选择购

买再保险业务来降低分险；金融市场迅速发展的背后也意味着风险日趋复杂。保险公司承担风险业务和

投资资金业务的完善将会使得其在同行中竞争力上升，这一问题的研究也将对金融行业的发展有一定的

影响作用。近年来，许多学者对投资再保险问题进行了深入研究并且取得了很多研究成果。例如：Browne 
[1]应用带漂移的布朗运动描述保险公司的盈余，假设风险资产价格服从几何布朗(GBM)模型，在期望效

用最大化和破产概率最小化两种目标函数下对指数效用准则下最优投资问题进行了研究，得到了最优投

资策略的显示解，为保险基金的投资活动奠定了理论基础。在此基础上，Schmidli [2]研究了扩散模型下

的最优比例再保险策略问题，得到了破产概率最小化的最优再保险–投资问题。Bai 和 Guo [3]研究了扩

散风险模型下，保险公司投资多种风险资产的最优投资策略和比例再保险的问题。 
在以往的投资组合的最优化问题中，大都假设风险资产价格服从 GBM 模型，其随机波动率为一个

常数。然而在实际投资环境中，由于宏观经济环境的改变及国民经济体制改革等诸多复杂外部因素对实

际市场价格的影响，因此许多学者认为随机波动率模型下的投资策略更符合实际的投资环境。李艳芳和

林祥[4]假设保险公司的盈余过程服从跳–扩散模型，以最大化指数效用函数为目标，研究了 Heston 随机

波动模型下的投资再保险问题，得到了最优投资再保险策略的显式解。Gu [5]假设保险公司的盈余过程近

似为带有漂移的布朗运动，以终端财富的期望指数效用最大化为目标，对 CEV 模型下的最优投资及超额

损失再保险进行了研究。Li [6]假设保险公司的盈余过程服从扩散模型，对 Heston 随机波动率模型下的最

优时间一致性投资与再保险问题进行了研究. 更多保险投资再保险研究可参考[7]-[15]。 
这些随机波动模型的研究中，主要采用 CEV 模型或 Heston 模型。但很少有文章考虑更为一般的随

机波动率模型，因此，本文以保险公司为研究对象，将较为一般的随机波动率模型引入到保险公司投资

策略的研究，该模型框架将 CEV 模型、GBM 模型和 Heston 模型作为特例，这反映了本文建模框架的通

用性。文中假设保险公司可将资产投资于金融市场，金融市场包含一种无风险资产和一种风险资产，其

中风险的市场价格服从马尔可夫仿射形式的平方根随机模型，同时购买比例再保险以减少潜在的保险风

险，应用带漂移的布朗运动来刻画保险公司的盈余，以最大化终端财富的幂效用为目标，通过使用动态

规划原理得到了最优再保险–投资策略的显示解，最后给出数值实例，分析了主要模型参数对投资和再

保险策略的影响。 
本文的主要结构如下。在第二部分中，讲述了保险公司在随机波动率模型下投资再保险模型的构建，

并给出了对应问题的 HJB 方程。第三部分通过动态规划原理得到了最优再保险–投资策略的显示解，并

且分析了该模型在 CEV 模型、几何布朗运动模型和 Heston 模型等经典模型上的运用。第四部分，进行
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数值模拟与参数分析。 

2. 模型与优化问题 

设 { }( ), , 0, ,t t T PΩ ≤ ≤  是一个完备的概率空间。本文所有随机过程都假定为 

{ }( ), , 0, ,t t T PΩ ≤ ≤  中的适应过程。为满足{ }0,t t T≤ ≤ 一般条件的σ -域流，表示到 t 时刻为止所获

得的决策信息流， 0T > 为有限时间节点。假定金融市场是连续开放的、无交易成本的。 
类似 Promislow 和 Young [16]，本文假设保险公司的索赔过程 ( )C t 满足下面的微分方程： 

( ) ( )1d d dC t a t b W t= +                                   (1) 

其中 0a > 表示索赔率， 0b > 为索赔过程的波动率， ( ){ }1 0t
W t

≥
是一维标准布朗运动。假设保费以常数利

率 ( )1 1s aξ= + 连续支付， 0ξ > 为安全负荷，则盈余过程 ( )0R t 可表示如下： 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 0 0d d d d d , 0 ,R t s t C t a t b W t R Rξ= − = + =                      (2) 

其中 0R 为初始盈余。 
假设保险公司通过购买比例再保险来分散风险，对任意 [ ]0,t T∈ ，设再保险比例为 ( )( )1 q t− ，

( ) [ ]0,1q t ∈ ， ( )q t 称为风险暴露，则每份保额由保险公司承担 ( )100 %q t ，剩余的 ( )( )100 1 %q t− 由再保

险公司承担。保险公司向再保险公司以费率 ( ) ( )( )2 1 1s q t aη= + − 支付再保险费用，其中 0η ξ≥ > 表示为 

再保险公司的安全负荷。因此，保险公司的盈余过程近似扩散过程，可表示为： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 1d d d d d d ,R t s t q t C t s t q t a t bq t W tλ η= − − = + +                (3) 

其中 λ ξ η= − 。 
除了购买比例再保险以外，我们假设保险公司还将其财富投资于金融市场，不失一般性，假设保险

公司拥有以下两种资产： 
第一种资产是无风险资产，比如银行账户。定义t时刻无风险资产的价格为 ( )B t ， [ ]0,t T∈ ，且 ( )B t

满足下面的微分方程 

( ) ( ) ( ) ( )d d , 0 1B t r t B t t B= =                              (4) 

其中 ( ) 0r t > 为t时刻的利率， ( ) [ ]: 0,r T +⋅ →  是一个确定性的一致有界函数。 

第二种资产是风险资产，比如股票。定义t时刻风险资产的价格为 ( )S t ， [ ]0,t T∈ ，其满足下面的随

机微分方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0d d d , 0 0S t S t t t t W t S Sω σ= + = >                      (5) 

其中 ( )tω 为t时刻风险资产的漂移率， ( ) 0tσ > 为t时刻风险资产的波动率。 ( ){ }2 0t
W t

≥
是一维标准布朗运

动，两个布朗运动 ( ){ }1 0t
W t

≥
和 ( ){ }2 0t

W t
≥
被假设是相互独立的。这里我们假设 ( ){ } [ ]0,t T

tω
∈

和 ( ){ } [ ]0,t T
tσ

∈
是

关于 t 适应可测的过程。 

类似于Shen和Zeng [17]，本文将风险的市场价格表示为 

( ) ( ) ( )
( ) [ ], 0, ,

t r t
t t T

t
ω

σ
−

Ψ = ∀ ∈                            (6) 

并且假设风险的市场价格过程 ( ){ } [ ]0,t T
t

∈
Ψ 与随机因子过程 ( ){ } [ ]0,t T

tα
∈

有如下关系 
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( ) ( ) [ ] { }0, 0, , : \ 0 ,t t t Tθ α θΨ = ∀ ∈ ∈ =                          (7) 

其中随机因子过程 ( ){ } [ ]0,t T
tα

∈
满足以下马尔可夫仿射平方根随机模型 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 0

2 1 3

d d d , 0 0,

d d d

t k k t t t W t

W t W t W t

α α α α α

ρ ρ

= − + = ≥

= +
                    (8) 

其中 1 2,k k +∈ ，且满足条件 1 22 1k k ≥ ，于是对 [ ]0,t T∀ ∈ ，恒有 ( ) 0tα > 。在仿射平方根模型(8)中，参

数 1k 表示风险资产中随机因子回复到均值的速度， 2k 表示风险资产中随机因子的均值回复水平；

( ){ }2 0t
W t

≥
与 ( ){ }3 0t

W t
≥
是两个一维标准布朗运动， ( ){ }2 0t

W t
≥
和 ( ){ } 0t

W t
≥
的相关系数为 ρ ， ( ){ }3 0t

W t
≥
和

( ){ } 0t
W t

≥
的相关系数为 1ρ ，且 [ ]1, 1,1ρ ρ ∈ − 。 ( ){ } 0t

W t
≥
， ( ){ }2 0t

W t
≥
， ( ){ }3 0t

W t
≥
是三个相互独立的标准 

布朗运动。 
由于(6)和(7)式相等，则随机因子过程 ( ){ } [ ]0,t T

tα
∈

和过程 ( ){ } [ ]0,t T
tω

∈
的函数关系为 

( ) ( ) ( ) ( ).t t t r tω θσ α= +                                 (9) 

定义 ( )X t 是 [ ]0,t T∈ 时刻保险公司的财富值，设 ( )s tπ 是保险公司投资于风险资产的盈余所占比，

剩下的比例 ( )1 s tπ− 投资于无风险资产。记 ( ) ( ) ( )( ),st t q tπ π= ，当保险公司选择策略 ( )tπ 时，其财富过 

程可由下面的随机微分过程表示 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
d d

d 1 ds s

B t S t
X t t X t R t t X t

B t S t
π π ππ π= − + +                  (10) 

将(4)和(5)代入式(10)，则保险公司的财富过程可演化为下式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )2 1

d d d

d d

s

s

X t X t r t t t r t t a a q t t

t t r t
X t W t bq t W t

t

π π

π

π ω λ η

π ω

θ α

 = + − + + 
−

+ +
                (11) 

其中初始时刻财富为 ( ) 00X x= ，显然，再保险比例 ( )q t 与投资比例 ( )s tπ 构成了保险公司的再保险–投

资策略 ( ) ( )( ), sq t tπ 。 

定义 1  策略 ( ) ( )( ), sq t tπ π= 称为可容许策略，如果 ( )tπ 满足以下条件： 

① ( ) ( )( ) [ ]0,
, s t T

q t tπ π
∈

= 是 t 可测的。 

② ( ) ( ) ( )( ){ }2 2 2 2
0

d
T

E X t t q t tσ σ+ < ∞∫ 。 

③ 方程(11)存在唯一解。 
所有可容许的投资–再保险策略π 的集合记为 Γ。 
对于任意允许策略π ∈Γ，我们定义从初始时刻 t 和初始状态 ( ),x α 出发的值函数为 

( ) ( )( ) ( ) ( ), , | ,H t x E U X T X t x tπ π πα α α = = =   

其中 ( ) [ ], 0,X t t Tπ ∈ 为在策略π 下保险公司的财富过程， ( )U ⋅ 为效用函数，并假设 ( )U ⋅ 是递增的凹函数。 

假设保险公司的目标是最大化终端财富，即 T 时刻财富值的期望效用最大，因此定义最优值函数为 

( ) ( ), , sup , , ,H t x H t xπ

π
α α

∈Γ
=                               (12) 
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由于效用函数为 ( )U ⋅ 是递增的凹函数，则有 0, 0U U′ ′′> < ，根据效用函数的性质可知存在唯一的最

优再保险和最优投资策略 ( )* * *, sqπ π= 使期望效用值达到最大。 

假设由式(12)定义的值函数 ( ), ,H t xα 关于 t 是连续可微，关于 x 和α 是二次连续可微的，即 

( ) [ ]( )1,2,2, , 0, ,H t x C Tα + +∈ × ×   

根据随机最优控制原理， ( ), ,H t xα 可看做下列 HJB 方程的一个连续解： 

[ ]
[ ]

( ){ }
0,1
0,1

sup , , 0,

s

q
H t xπ

π

α
∈
∈

=                                 (13) 

其中 

( ) ( ) ( )

( )

2
2 2 2 2

2

1 2

1, ,
2

1 ,
2

t s x s xx

s x

r
H t x H xr x r a a q H x b q H

rk k H H x H

π

α αα α

ω
α π ω λ η π

θ α

ωα α ρπ
θ

 −
= + + − + + + +    

  
−

+ − + +


 

边界条件为 

( ) ( ), , .H T x U xα =                                   (14) 

3. 最优再保险–投资策略 

本文假设效用函数为： 

( ) , 0 1,xU x
β

β
β

= < <                                 (15) 

即常相对风险厌恶(CRRA)效用函数，也称幂效用函数。其中 β 是风险厌恶因子，1 β− 为相对风险

厌恶系数。 
假设 HJB 方程有一个解，满足条件 0, 0x xxH H> < ，则由式(13)可直接得到最优再保险–投资策略为 

*
2 ,x

xx

a H
q

b H
η

= −                                    (16) 

( )
2

* .x x
s

xx

H H
x r H

αθ α ρθα
π

ω
+

= −
−

                              (17) 

将式(16)和式(17)代入式(13)中，得到关于 ( ), ,H t xα 的偏微分方程： 

( ) ( )
2 22 2

2 2
1 2 2

1 1 1 0,
2 2 2

x x x x
t x

xx xx xx

H H H HaH xr a H k k H H
H H Hb

α α
α αα

ηλ α α θ α ρθα ρ α
 

+ + + − + − + − − = 
 

  (18) 

即 HJB 方程(13)变成了式(18)的形式。 
可以猜想 ( ), ,H t xα 具有如下形式： 

( )
( )( ) ( ), , , 0,

x v t
H t x f t

β

α α
β

−
= >                           (19) 

且满足边界条件 ( ), 1f T α = ， ( ) 0v T = ，由式(19)可得如下偏导数： 
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( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1 1

2

1

1

, ,

, ,

, ,

t
t t x

xx

x

f
H x v t v f x v t H x v t f

f
H x v t H x v t f

f
H x v t H x v t f

β β

β βα
α

β βαα
αα α α

β

β
β

β

− −

−

−

 
= − − − = − 
 

= − = − −

= − = −

                 (20) 

其中 ( ),f f t α= ，f 关于α 的二阶偏导数为 fαα ，f 关于 t 和α 的一阶偏导数分别为 tf 与 fα 。 

将式(20)中的各阶偏导数代入式(18)中，整理得： 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )

2 2 2

1 2 2

1 1
2 2 1 2 1

0.

t

t

f f a fx v t r t f f k k f f
f b

r t v t v a f

α
α αα

α θ ρ ηα α
β β β

λ

 +  − + + − + + +  − −   
+ − + =

         (21) 

因为式(21)对所有的 , ,t xα 都成立，所以可以将其分解为两个微分方程： 

( ) ( ) ( )0, 0,tv r t v t a v Tλ− − = =                              (22) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
2 2 2

1 2 2

1 1 0, , 1.
2 2 1 2 1t

f f a fr t f f k k f f f T
f b

α
α αα

α θ ρ ηα α α
β β β

+ + + − + + + = =  − − 
      (23) 

首先，求解一阶线性微分方程(22)得 

( ) ( ) ( )exp d d exp d .
T T

t t

T
v t a r s s r

τ
λ τ τ τ = − −  ∫ ∫ ∫                       (24) 

特别地，当 ( )r t r= 时，可得 ( )
( )( )1 e r T ta

v t
r

λ − −−
= − 。 

其次，对微分方程(23)的求解如下： 
引理 1  假设偏微分方程(23)解的结构为 ( ) ( ) ( )( ), expf f t g t h tα α= = + ，且满足边界条件 ( ) 0g T = ，

( ) 0h T = ，则有 

( ) ( ) ( )2

2 1
,

1
h t h t

β
β βρ
−

=
− +

                                (25) 

( ) ( ) ( )
( )

( )
2 2

1 2 2d d ,
2 1

T

t t

T ag t k k h s s r s s T t
b
β ηβ

β
= + + −

−∫ ∫                    (26) 

其中 

( )

( )( )( )
( )( )( )

( )
( )

( )

1 2 2 1 1 2

2 2 1 1

2
3

3

2
3

3

exp
, 0,

exp

, 0,
1

4 , 0,
cot

2 2

n n n n T t n n
n n n T t n

n T t
n T th t

n

T t
n

 − − −
∆ >

− − −


− ∆ = − += 
 ∆

−
 ∆ <
 − −∆−∆

+

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( ) ( )
( )2 2 2

12
1 1

214 ,
1 2 1 2 2 1 1

k
k k

βθ ρ θβθρ βθ βρ
β β β β

  + 
∆ = − − ⋅ + = −  − − − −    

 

1 1 2 1 3 1
1 1 1, , .
2 1 2 1 2 1

n k n k n kβθρ βθρ βθρ
β β β

     
= − + ∆ = − − ∆ = −     − − −     

 

特别地，若 ( )r t r= ，则 ( ) ( )
( )

( )
2 2

1 2 2d
2 1

T

t

ag t k k h s s r T t
b

ηβ
β

 
= − + + −  − 

∫ 。 

证明  已知 ( ) ( ) ( )( ), expf f t g t h tα α= = + ，且满足边界条件条件 ( ) 0g T = ， ( ) 0h T = ，则容易得到 

如下偏导数表达式 

( ) ( )( ) ,tf g t h t fα′ ′= +  

( ) ,f h t fα =  

( )2 ,f h t fαα =  

将上述偏导代入式(23)整理得 

( ) ( )1 2 0,L t L tα + =  

其中 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( )

2

2
1 1

1 ,
2 2 1

h t
L t h t k h t h t

β θ ρ
β

+
′= − + +

−
 

( ) ( )
( )

( ) ( )
2 2

2 1 22 .
2 1

aL t r t g t k k h t
b
β ηβ

β
′= + + +

−
 

要使 ( ) ( )1 2 0L t L tα + = 恒成立，只需令该式中α 的系数及常数项为零，即 ( ) ( )1 2,L t L t 恒等于零，化

简得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2
1

1 0,
2 2 1 1 2 1

h t h t k h tβρ βθρ βθ
β β β

   ′ + + + − + =   − − −    
                 (27) 

( ) ( ) ( )
( )
2 2

1 2 2 0.
2 1

ag t k k h t r t
b

ηβ
β

 
′ + + + =  − 

                        (28) 

为了表述方便，我们把式(27)记为 

( ) ( ) ( )2
0 1 2 ,h t q q h t q h t′ = + +  

其中
( )

2

0 2 1
q βθ

β
= −

−
， 1 11

q kβθρ
β

 
= − − − 

，
( )

2

2
1
2 2 1

q βρ
β

 
= − + 

−  
。由于式(27)是一般的 Riccati 方程(求解详 

细过程见附录)，则有 
(i) 当 0∆ > 时，解得 

( ) ( ) ( )( )( )
( )( )( )

1 2 1 2 1 2
2

2 1 2 1

exp2 1
,

1 exp
n n n n T t n n

h t
n n n T t n

β
β βρ

− − −−
=

− + − − −
 

(ii) 当 0∆ = 时，解得 
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( ) ( ) ( )
( )

2
3

2
3

2 1
,

11
n T t

h t
n T t

β
β βρ
− −

=
− +− +

 

(iii) 当 0∆ < 时，解得 

( ) ( )
( )

2
3

2

3

2 1 4 .
1

cot
2 2

n
h t

T t
n

β
β βρ

∆
−−

=
− + − −∆−∆

+

 

综上可解得 ( )h t 的解析式为式(25)，将式(25)代入式(28)可得 ( )g t 的表达式为式(26)。证毕。 
根据式(20)和引理 1 有 

( ) ( ) ( )( )
, .

1 1
x x

xx xx

h t x v tx v tH H
H H

α

β β
−−

= =
− −

 

将上式代入式(16)和式(17)，可得优化问题(12)的最优再保险–投资策略。 
基于以上有讨论可得如下定理： 

定理 2  在效用函数 ( ) xU x
β

β
= 下，优化问题(12)的最优再保险–投资策略为 

( )( )
( )

*
2 ,

1
a x v t

q
b
η

β

−
=

−
                                  (29) 

( )( ) ( )
( )( )

( )* 1
1s

x v t t h t
t x

θ α ρ
π

σ β θ
−  

= − + 
−  

                          (30) 

或 

( ) ( )( )
( )( )

( )*
2

( )
1 ,

1s

t r t x v t h t
t x

ω ρ
π

θσ β

− −    = − + 
−  

                        (31) 

其中 ( ) ( ) ( ), ,v t h t g t 分别由式(24)~(26)给出。 
值得一提的是，我们的模型框架包括了一些典型的模型，如 CEV 模型、几何布朗运动模型和 Heston

模型。 
注 1 (CEV 模型)若 ( ) ( ) ( ) ( ), ,t t S t r t rγω ω σ σ= = = 其中 0, 0, 0, ,r rω σ γ µ> > > ∈ > ，此时风险资产

的过程由 CEV 模型给出： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0d d d , 0 0S t S t t S t W t S Sγω σ = + = >   

其中 γ 为风险资产的弹性参数。应用伊藤公式，得 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2
2

1d 2 d 2 d .
2

S t S t t S t W tγ γ γσγω γ γσ
ω

− − −  = + − −  
  

 

若设 ( ) ( )2t S tγα −= ，则有
2

1 2 1
12 , , 2 , 0,
2

rk k σ ωγω γ ρ γσ ρ θ
ω σ

− = = + = − = = 
 

，风险的市场价格 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

t r t rt
t S tγ

ω ω
σ σ
− −

Ψ = = 。这里我们把最优值函数定义为 

( ) ( )( ) ( ) ( ), , max | ,H t x s E U X T X t x S t sπ π

π∈Γ
 = = =   
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其中效用函数同前文，解得相应的最优策略为 

( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( )( )

2
11* *

2 2 2

2
,

1 1s

r h t x v ta x v t
q

b S t xγ

ω γση
π

β σ β

− − −−
= = −

− −
 

其中 ( )
( )( )

1

1 e r T ta
v t

r

λ − −−
= − ，且 ( )h t 由式(25)出。 

注 2 (GBM 模型)在结论 1 的前提下，若 0γ = ，CEV 模型就退化为 GBM 模型，这时最优策略为 

( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

1 1* *
2 2, .

1 1s

a x v t r x v t
q

b x
η ω

π
β σ β

− − −
= = −

− −
 

注 3 (Heston 模型)若 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
0 1 0, , , , 1r t r t r t t tω θα σ α ρ σ ρ ρ σ ρ′ ′= = + = = = − ，其中 

( )00, 0, 1,1r σ ρ′> > ∈ − 及 { }0 : \ 0θ ∈ =  ，此时风险资产的价格过程由 Heston 模型给出： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 0d d d , 0 0S t S t r t t t W t S Sθα α = + + = >   

且有微分方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 0 2 3 0d d d 1 d , 0 0.t k k t t t W t W tα α σ α ρ ρ α α ′ ′= − + + − = ≥     

 

这里的方差过程 ( ){ } [ ]0,t T
tα

∈
是随机因子过程， 1 0k > 表示均值回复速度， 2 0k > 表示均值回复水平，

0σ 是方差 ( )tα 的波动率，ρ′是风险资产的价格和方差 ( )tα 之间的相关系数。此时， 1 2
2
02k k σ≥ ，而且任

意 [ ]0,t T∈ ，有 ( ) 0tα > 。特别地，在 Heston 模型中，风险的市场价格表示为 ( ) ( )t tθ αΨ = 。因此， 

我们解得优化问题(12)的最优策略为 

( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

1 0 1* *
2 , .

11 s

a x v t h t x v t
q

xb
η θ σ ρ

π
ββ

′− + −
= = −

−−
 

4. 数值分析 

本节将给出数值算例，并在此基础上对模型参数进行分析，研究主要参数对最优再保险–投资策略

的影响。假设 0.03; 0.2; 0.4; 0.2; 0.21; 0.1; 0.2; 1; 0.5; 0; 20r a b x t Tθ σ ξ η β= = = = = = = = = = = 。 

4.1. 最优再保险策略的灵敏度分析 

下面给出参数 , ,a b ξ 和 β 对最优再保险策略的灵敏度分析。 
由图 1 可以看出，随着 t 的增大，最优再保险策略随之增大。 
由图 1(a)可知最优再保险策略是 a 的增函数，这意味着 a 越大，保险公司的自留额水平越高。因为 a

越大，保险公司的保费率 ( )1 aξ+ 越大，此时保险公司为了获取更多收益，将会增加自留额。 
由式(29)和图 1(b)可以看出最优再保险策略是参数 b 的减函数。从经济含义角度分析，当参数 b 的值

增大将会导致赔付风险的增大，为了降低赔付风险，保险公司将会增加购买再保险比例，相反，当参数

b 的值减少时，保险公司的赔付风险减少，为了获取更多的经济效益，将会增加自留额。 
由图 1(c)可知最优再保险策略是ξ 的增函数，随着ξ 的增大，最优再保险策略随之增大，即如果保

险费用增加，保险公司的自留额增加，购买再保险的资产减少，这也符合对应的经济效益。 
从图 1(d)可知最优再保险策略是 β 的增函数，即 β 越大，相对风险系数1 β− 越小，保险公司对风险
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的厌恶程度降低，表示保险公式应对风险的能力较强，保险公司更愿意承担风险，这种情况下，为获取

更多的经济利益，保险公司会增加自留额，减少再保险比。 
 

 
Figure 1. Effects of , ,a b ξ  and β  on the optimal reinsurance strategy ( )*q t  

图 1. , ,a b ξ 和 β 对最优再保险策略 ( )*q t 的影响 

4.2. 最优投资策略的灵敏度分析 

下面给出参数 , , ,a β θ σ 和α 对最优投资策略的灵敏度分析。 
如图 2 所示，投资策略 ( )*

s tπ 随着 ( )tα 的增大而增大，这表明市场状态向良性发展，投资者会加大

对风险资产的投资。 
从图 2(a)可以看出，随着 a 的增大，保险公司投资于无风险资产的比例增加，投资于风险资产的比

例减少。从 a 所表示的经济含义可以看出，当 a 增大时，意味着保险公司的索赔额增加，保险公司的自

留额将减少，那么用于投资的资金将减少，由于保险公司是讨厌风险的，所以为了减少自身承受的风险

更倾向于将资金投资于无风险资产中。这是与实际相符的。 
从图 2(b)可以看出最优投资策略是 β 的增函数，即 β 越大，相对风险系数1 β− 的越小，保险公司对

风险的厌恶程度降低，此时保险公司更愿意承担风险，故将增加投资于风险资产的资金数量以提高收益。

这是与实际相符的。 
从图 2(c)可以看出，投资策略 ( )*

s tπ 随着θ 的增大而增大，由(5)和(9)式可知，当参数θ 越大时，风

险资产的期望收益越大，意味着投资者倾向将更多的资金投资于风险资产以获取更多收益。这是与实际

相符的。 
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从图 2(d)可以看出，投资策略随着σ 的增大而减少，由σ 所表示的经济含义可知，当参数σ 增大时，

由于风险资产的波动率引起风险资产的风险增大，投资者会更加谨慎，将减少投资在风险资产上的财富

比例，以此来减少保险公司所承担的风险.这是与实际相符的。 
 

 
Figure 2. The influence of , , ,a β θ σ  and α  on the optimal investment strategy ( )*

s tπ  

图 2. , , ,a β θ σ 和α 对最优投资策略 ( )*
s tπ 的影响 

5. 结论 

本文研究了一类最优再保险–投资策略问题。其中，假定保险公司盈余过程类似一个扩散过程，即

遵循带漂移的布朗运动，并假定保险公司可以在无摩擦的金融市场上进行投资。金融市场是由一种无风

险资产和一种市场价格由服从仿射平方根模型的随机因子过程描述的风险资产构成，在此基础上以保险

公司终值财富期望效用最大为目标，建立了模型。利用动态规划方法和求解相应的 HJB 方程，得到了幂

效用函数下最优再保险–投资策略的显式解表达式。并给出数值例子对最优再保险–投资策略中主要模

型参数进行灵敏度分析。主要发现如下：参数 , ,a b ξ 和 β 对最优再保险的影响随着时间的增加呈现出相

同趋势的影响；随机因子 ( )tα 对最优投资策略产生积极的影响。其影响程度与索赔率 a、风险波动率σ 、

参数θ 和风险厌恶因子 β 有关；风险厌恶因子 β 的越大，即相对风险系数1 β− 的越小，保险公司对风险

厌恶程度越低，喜好风险，保险公司会通过减少购买再保险和增加投资风险资产的比例来获取更多收益。

这也是与实际相符的。这些结论可以为保险公司对冲风险，实现资产的保值增值，有效的管理和控制风

险提供理论的依据。 
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附  录 

为了表述方便，我们把式(27)记为 

( ) ( ) ( )2
0 1 2h t q q h t q h t′ = + +                               (32) 

其中
( )

2

0 2 1
q βθ

β
= −

−
， 1 11

q kβθρ
β

 
= − − − 

，
( )

2

2
1
2 2 1

q βρ
β

 
= − + 

−  
。 

对于式(32)先同乘 2q ，使得 
2 2

2 0 2 1 2 2 ,q h q q q q h q h′ = + +  

再以 2u hq= 代入上式得 
2

0 2 1 ,u q q q u u′ = + +  

再以
yu
y
′

= − 代入上式 

2
2 ,y y y yu u

y y y y

′′ ′′ ′ ′′   ′ = − = − + = − +   
   

  

则 

2
0 2 1 .y yu u q q q

y y
′′ ′

′= − = − +  

因此有 

1 0 2 0,y q y q q y′′ ′− + =                                   (33) 

最终得 

2

.yh
q y
′

= −  

由以上讨论可知，求解 y 即可得 h。 
由于式(33)是二阶常系数齐次微分方程，其特征方程为 

2
1 0 2 0.n q n q q− + =  

(a) 当 0∆ > 时，特征方程有两个不相等的实根 1n 和 2n ，微分方程(33)的通解为 
1 2

1 2e en t n ty c c= + ， 1 2,c c 为任意常数。 

因为
2

1 yh
q y

′
= − ，又 1 2

1 1 2 2e en t n ty c n c n′ = + ， ( ) 0h T = ，则有 ( ) 0y T′ = ，得 

2

1

2 2
1

1

e
,

e

n T

n T

c nc
n

= −  

将上式代入
2

1 yh
q y

′
= − ，解得 

( ) ( ) ( )( )( )
( )( )( )

1 2 2 1 1 2
2

2 2 1 1

exp2 1
.

1 exp
n n n n T t n n

h t
n n n T t n

β
β βρ

− − −−
=

− + − − −
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(b) 当 0∆ = 时，特征方程有一个二重实根 3n ，微分方程(33)的通解为 

( ) 3
1 2 en ty c c t= + ， 1 2,c c 为任意常数 

因为
2

1 yh
q y

′
= − ，又 ( )3 3

2 1 2 3e en t n ty c c c t n′ = + + ， ( ) 0h T = ，则有 ( ) 0y T′ = ，得 

2
1 2

3

,
cc c T
n

= − −  

将上式代入
2

1 yh
q y

′
= − ，解得 

( ) ( ) ( )
( )

2
3

2
3

2 1
.

11
n T t

h t
n T t

β
β βρ
− −

=
− +− +

  

(c) 当 0∆ < 时，特征方程有一对共轭复根 3 2
n i−∆
± ，微分方程(33)的通解为 

3
1 2e cos sin ,

2 2
n ty c t c t
 −∆ −∆

= +  
 

  

因为 

2

1 ,yh
q y

′
= −  

又 

( )3 3
3 1 2 1 2e cos sin e sin cos , 0,

2 2 2 2 2 2
n t n ty n c t c t c t c t h T
   −∆ −∆ −∆ −∆ −∆ −∆′ = + + − + =      
   

 

则有 ( ) 0y T′ = ，得 

2 3

1

3

sin cos
2 2 2

,
cos sin

2 2 2

c n T T
c

n t T

 −∆ −∆ −∆
+  

 = −
−∆ −∆ −∆

−
  

将上式代入
2

1 yh
q y

′
= − ，解得 

( ) ( )
( )

2
3

2

3

2 1 4
1

cot
2 2

n
h t

T t
n

β
β βρ

∆
−−

=
− + − −∆−∆

+

 

其中 

( ) ( ) ( )
( )2 2 2

2 12
1 0 2 1 1

214 4 ,
1 2 1 2 2 1 1

k
q q q k k

βθ ρ θβθρ βθ βρ
β β β β

  + 
∆ = − − = − − ⋅ + = −  − − − −    

  

1 1 2 1 3 1
1 1 1, , .
2 1 2 1 2 1

n k n k n kβθρ βθρ βθρ
β β β

     
= − + ∆ = − − ∆ = −     − − −     
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