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摘  要 

本文研究虚拟元方法求解线弹性双孔板问题，该方法可以有效解决孔边缘出现的应力集中现象，能够克

服线弹性问题的非物理上的压力震荡现象，而且具有剖分过程简单、网格适应性强、可以借助悬点优化

边界问题、基函数不需要显式表达、借助特殊的投影算子及自由度求出刚度矩阵的优势，进而奠定了虚

拟元方法在处理同类问题的地位。最后通过误差分析和数值实验，证明了虚拟元方法求解线弹性双孔板

问题的有效性与可行性，因此，该方法可以为检验耦合杂交混合元、Galerkin法和有限元方法等其它近

似方法提供参考。 
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Abstract 
In this paper, the virtual element method is used to study the linear elastic porous plate problem, 
it can effectively solve the phenomenon of stress concentration at the edge of the hole and over-
come the non-physical pressure shock phenomenon of linear elastic problem. Moreover, this me-
thod has the advantages of simple subdivision process, strong grid adaptability, optimized boun-
dary problem with suspension points, no explicit expression of basis function, and stiffness matrix 
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obtained with special projection operators and degrees of freedom, thus establishing the position 
of virtual element method in dealing with similar problems. Finally, through error analysis and 
numerical experiments, the validity and feasibility of the virtual element method for the problem 
of linear elastic porous plate are proved. Therefore, the method can provide a reference for testing 
other approximate methods such as a coupled of hybrid element, Galerkin method and finite ele-
ment method. 
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1. 引言 

随着科技的迅猛发展，偏微分方程的应用逐渐广泛，在现代学科中发挥着愈发重要的作用，例如材

料科学、工程力学及生物科学等方面，而线弹性带孔模型是偏微分方程中非常重要的方程。与材料科学

中的新材料制备、工程力学中的合金铸造和生物科学中的图形处理都密不可分。而带孔板是线弹性力学

中的经典问题，在车辆、土木、机械、以及航空航天等各类工程结构物中较为常见，具有一定的工程应

用价值。在工程实际中由于某种用途，不可避免地需要对板结构开孔，而由于这些孔的存在，使得带孔

板在孔口附近的受荷载作用下的应力局部增高，远大于无孔时的应力，从而产生了应力集中现象[1]。对

于孔来说，由于孔的边缘处应力较大，那么在带孔板受到外界较小的荷载时，孔的边缘出现应力集中现

象的区域会发生塑性形变，因此，应力集中区域的应力在结构强度分析中十分关键，所以，获取精确、

稳定、可靠的解至关重要。但是由于线弹性带孔板方程耦合复杂的特性，而且开孔区域的几何构型是较

为复杂的，将导致存在形态较差的单元，使得分析线弹性带孔板问题的数值解变得比较困难，这也引起

了众多中外学者的关注。起初，人们只将位移和压力看作唯一的未知量，使用线性有限元方法处理这种

简化的线弹性带孔方程，学者 W. H. Yuan 提出 SPFEM 方法[2]以及 J. Kou 提出的 DG 方法[3]也都被广泛

应用，但这些方法都无法得到良好的计算精度；后来，有更多的学者开始在原有的两个量的基础上增加

流体通量这一未知量，变为三场线弹性带孔模型。这时，使用传统的有限元方法求解这类问题是不够稳

定的，会出现闭锁现象，也就是在数值上出现非物理上的压力震荡现象，也就是说在误差估计时得到的

常数 0C = ，一般情况下，出现这种现象的前提是线弹性带孔介质的孔隙率 0 0c = ，而 C 又与物理参数 0c
有关，从而误差会变得非常大，所以数值求解结果将与实际结果相脱离。因此，研究线弹性带孔问题的

关键就是克服闭锁现象，也就是要消除这种非物理的压力震荡，继而众多学者提出一些稳定化方法，Hu
等人提出 Biot 模型的非协调有限元方法[4]、Yi 等人提出耦合非协调有限元方法[5]、Niu 等人提出基于

Galerkin 有限元方法和耦合杂交混合元方法[6]、交错网格有限差分方法求解稳态多孔模型[7]等，但是所

面对的是剖分困难，而且基函数的求解起来较为繁琐，因此找到一种有效的数值求解方法至关重要。 
本文选用虚拟元方法[8] [9]处理线弹性双孔方程，首先，对于计算域的分解可以采用虚拟元方法中非

常一般且有效的方法来完成，即凸多边形。其次，构造局部虚拟元空间以及全局虚拟元空间，选择合适

的自由度，并做出相应的投影算子，将原空间投影到可计算的空间上，进而求解局部刚度矩阵以及质量

矩阵，从而在不需要计算剖分单元的内部基函数的前提下求得数值解。最后，通过二维线弹性双孔板方
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程的数值计算，证明了理论分析结果的正确性。 
本文在第 2 节给出了虚拟元方法对于二维线弹性双孔模型的理论分析。第 3 节给出二维线弹性双孔

板方程，通过数值实验验证理论分析结果的正确性。第 4 节对本文进行了总结和展望。 

2. 线弹性双孔板的虚拟元方法 

2.1. 问题模型 

在本文中，我们将遵循通常的 Sobolev 空间和范数的常用符号。假设Ω是二维或三维空间中的一个

任意开集，并且它的边界是分段光滑的，即满足 Lipschitz 连续，那么任取Ω上的函数 ( )u x ,定义 ( )u x 的

勒贝格积分为 ( )du x x
Ω∫ ；用 ,s Ω

⋅ 和 ,s Ω
⋅ 分别表示 Sobolev 空间 ( )sH Ω 的范数和半范数，用 ( ) ,, s Ω

⋅ ⋅ 表示

空间 ( )sH Ω 的相应的内积，则对于任意的 q，定义范数 ,s Ω
⋅ 为 

( )
1

, ,
0

s qq

s i
i

u u x
Ω Ω

=

 =  
 
∑  

定义半范数 ,s Ω
⋅ 为 

( )
1

, d
qq

su u xα

α
Ω Ω

 = ∂ Ω 
 
∑∫  

其中 ( )1 2, , , nα α α α=  ， 1 2 nα α α α= + + + ，
1

i
n

i

αα

=

∂ = ∂∏ 。特别地，当 0s = 时， ( )0H Ω 空间就是 ( )2L Ω

空间，该空间上的范数、半范数和内积分别定义为
Ω

⋅ 、
Ω
⋅ 和 ( ),

Ω
⋅ ⋅ 。 

特别地，在给定边界条件下，考虑线弹性在体积荷载作用下的变形问题，设 λ 和 µ 为 Lamé 系数，

( )( )22L∈ Ωf 为向量值函数， Γ为区域的边界，为简单起见，本文考虑最基础的 Dirichlet 边界条件。定

义线弹性双孔方程： 
( )

( ) ( )
0
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c p k p g u
p f u

k p u
u

α
λ µ µ α
+ ∇ ⋅ −∇ ⋅ ∇ = ∈Ω

− + ∇ ∇⋅ − ∇ + ∇ = ∈Ω

− ∇ ⋅ = ∈∂Ω
 = ∈∂Ω

u
u u

n
u

                      (1) 

其中 f 为体积力荷载， n为边界上的单位外法线向量。接下来定义容许位移空间， 
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定义双线性形式如下， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), : 2 : d div div d 2 , ,a a aµ λµ ε ε λ µ λ
Ω Ω

= + ≡ +∫ ∫u v u v x u v x u v u v  

其中表示对称梯度算子，
( )( )1 1 2

Eνλ
ν ν

=
+ −

，
( )2 1

Eµ
ν

=
+

，E 叫做弹性模量，ν 是泊松比。 

定义椭圆算子 ,Aλ µ ， 
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显然，通过 Korn 不等式，双线性形式有如下限制， 

( )2 2, .a Mα ≤ ≤ ∀ ∈v v v v vV V V  

其中 0M > ， 0α > ，是两个只与Ω， λ 和 µ 有关的常数。 
对于 ′∈f V ，定义对偶积为 ,f v ，它是传统的 ( )22L 内积，因此(1)式的双线性形式变为 

( ), , .a = ∀ ∈u v f v v V                                  (2) 

由 Lax-Milgram 定义可知，问题(2)的解存在且唯一。 
定义 W 为容许变化空间， ( )( )20C⊆ ΩW ，所以问题(2)等价于 

, ,
0 .

Aλ µ = ∈∈Ω
 = ∈Γ

u f u
u u

 

综上，连续问题(1)已转化为相应的变分形式，正因为良好的近似性是虚拟元方法的优势之一，即在

区域中任意离散剖分单元上建立完整的求解过程，进而通过加权求和的方式求得原问题的近似解，所以，

本文接下来将考虑单元上问题的离散形式。 

2.2. 离散问题 

定义虚拟元空间：对于区域Ω的剖分集 h 中的每一个剖分单元 K，当 1k ≥ 时，有 

( ){ }1 : , , ,K
h h k hE KV H V K K∂= ∈ ∈ ∈ ∂ ∈v v v   

其中 K
hV 是剖分单元 K 上的局部虚拟元空间，定义如下 

( ) ( ){ }1 0: :K
h KV H K C K∂= ∈ ∈ ∂v v . 

为了得到问题(2)的近似解，将区域Ω剖分为多边形单元 K 的集合 ( )h h
 ，对 h 做如下的正则性条件

假设。 
• 剖分 h 是由有限数量的简单多边形构成的，这些多边形可以是凸或非凸的； 

• 剖分单元 E 是相对于半径不小于 Erh 的圆的每一点都是星形的； 
• 剖分单元 E 的最短边 sh 与最大直径 Eh 之比大于 r，即 s Eh rh≥ ； 

定义离散范数和离散的双线性形式如下， 

( ) ( )

2 2
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K
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∈
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紧接着，给出单元 K 上的局部离散的双线性形式， 

( ) ( ), , , .
h

K
h h h h h h h h h

K
a a

∈

= ∀ ∈∑u v u v u v


V  

显然，双线性形式满足如下一致性和稳定性条件： 

• 一致性： h hV∀ ∈v ， ( )kp K∀ ∈ ，有 

( ) ( ), ,K
h h h ha p a p=v v . 

• 稳定性：存在两个正的常数 *α 和
*α ，它们独立于 h 和 K， K

h hv V∀ ∈ 使得 

( ) ( ) ( )*
* , , , .K K K

h h h h h h ha a aα α≤ ≤v v v v v v  
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上述一致性的要求是为了满足工程问题中常用的预设配置测试(patch test)，证明了当解是一个关于网

格的分段线性多项式时，该方法是精确的。另一方面，从证明中可以发现，稳定性保证了离散双线性形

式继承了原变分形式的连续性。 
首先，对于每一个单元 K 上的函数 hv 的值，需要借助单元 K 上的自由度，如下 

1
2

,
1 Gauss-Lobatto 1 ,

2 , , 1, , .

h

h

h h kE

v E
v e k k

v E k E v m nα α−
−

•
• + −
• ∆ − = ∫ 

值

即

单 每个顶点处 数
条边 个 积点 个内

在 元 的 的函 值
在每 上 求 的 点 数的函

在 阶矩单元 上是

 

所以，对于 ( )2
K∈p  ， K

h h∈v V ，有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ), : d d d .K
h h h hK K K

aµ ε ε ε ε
∂

= = − ⋅ + ⋅ ⋅∫ ∫ ∫p v p v p v p vx div x n s              (3) 

其中， ( )( ) ( )2
2kε −∈pdiv  ，有 

( )( ) ( )( ) 2d d .K
h k hK K

ε ε −⋅ = ⋅Π∫ ∫p v p vdiv x div x  

其中， 2
K
k−Π 是 hV 上的投影算子， 2

K
k h−Π v 的值根据自由度计算的，所以(3)式的第一项是可以计算的，第

二项中，由于 hv 在边 K∂ 上的值是可知的，因此，式(3)是可计算的。同样的， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ), div div d d d .K
h h h hK K K

aλ ∂
= = − ∇ ⋅ + ⋅ ⋅∫ ∫ ∫p v p v p v p vx div x div n s  

知道 hv 在边 K∂ 上的值，以及根据自由度可知 2
K
k h−Π v 的值，上式同样是可计算的。 

为了离散右端项，定义 2L 投影算子， ( ) ( ):K
k Kk V E EΠ →  ， 

{ }, max 2,0 .K
h kf f k k= Π = −  

当 2k ≥ ，右端项的局部离散形式为， 

2 2, d d d
h h h

K K
h h h h k h k hK K K

K K K
− −

∈ ∈ ∈

= ⋅ ≡ Π ⋅ = ⋅Π∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫f v f v f v f v
  

x x x  

所以，本文要解决的离散问题可以写成： E
h hV∀ ∈v ，找到 h hV∈u ，满足 

( ), , .h h h h ha =u v f v                                   (4) 

2.3. 误差分析 

定理 1 [10]对于任意凸区域Ω，且 2k ≥ ，对于 u的每一个分段逼近 πu ， ( )2
kπ ∈u  ，有 

( )2
0, , 0, ,k

h h hhCh hπ
−

Ω Ω
− ≤ − + − + −u u u u u u f fV V  

其中，常数 C 仅与Ω， λ ， µ ， *α 有关。 
定理 2 对于任意凸区域Ω，u 是问题(1)的真解，u 是问题(4)的近似解，有 

1
1,0, ,k

h kCh +
+ ΩΩ

− ≤u u u  

证明：当 1k = 时，假定右端项的积分次数至少是一阶的，结合定理 1，那么 
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在 u是足够正定时，最后一项的估计是成立的。 
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当 2k = 时，我们希望 2L 范数的收敛误差能达到 ( )1kh +Ο ，所以，对于任意 h h∈v V ， hK ∈ ，定义

局部函数的平均值， 

d d
, ,h hK K

h hK K

∇
= ∇ =∫ ∫v v

v v
x x

 

上式可以利用 hV 的自由度结合分部积分精确计算。 
因此，定义剖分单元 K 中的重心坐标表示为 Bx ，定义 
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所以，有 

( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

1

1 1

1 0 1

1 0 1 0,0, 0,

2
2

2

1

1
3

, ,

, d

d

d

.

h

h

h

h

h

K
h h h hK

K

K K
h h hK

K

K K K
h h h hK

K

K K K
h h KK KK

hK K
K

C

Ch

∈

∈

∈

∈

∈

− = Π ⋅ − ⋅

= Π ⋅ − + Π − ⋅

= Π −Π ⋅ − + Π − ⋅ −

≤ Π −Π + Π − −

 
≤  

 

∑ ∫

∑ ∫

∑ ∫

∑

∑

f f v f v f v

f v v f f v

f f v v f f v v

f f f f v v

f v





 













x

x

x  

3. 数值实验 

本文考虑线弹性双孔元件模型，考虑长方形区域 [ ] [ ]18,18 13,13Ω = − × − ，假定系数分别为： 1k = ， 1λ = ，

1µ = ， 73 10E = × ， 0.3ν = ，取两个半径长度不同的孔，双孔中的左侧孔半径为 4leftr = ，右侧孔半径为

5rightr = ，这样做的目的是为了后面进一步验证本方法的鲁棒性。取真解函数 u，p 分别为 

( )( )
( )( )

cos ,

1 1
.

1 1

p y

xy x y
xy x y

=


 − −  =   − − 

π


u

 

接下来，对区域进行剖分，图 1 给出区域Ω的四种不同数量的网格剖分，其中网格剖分数 N 分别为

64、256、1024、4096。 
 

    
(a) 8 8N = ×             (b) 16 16N = ×              (c) 32 32N = ×            (d) 64 64N = ×  

Figure 1. Grid division diagram 
图 1. 网格剖分图
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图 2 给出四种不同网格下，应用虚拟元方法所得的位移与应力的数值解。 
 

 
Figure 2. Numerical solution of displacement and stress corresponding to different mesh numbers 
图 2. 不同网格数对应的位移与应力的数值解 

 
对应的误差及收敛阶见表 1。从表中可以看出，利用虚拟元方法所求的误差结果与理论分析中的收

敛性分析是一致的，均可达到最优收敛阶。 
 

Table 1. Error and error order corresponding to different mesh numbers 
表 1. 不同网格数对应的误差及误差阶 

N 11 11, 0hσ σ−  收敛阶 1 1, 0h−u u  收敛阶 2 2, 0h−u u  收敛阶 

4 × 4 5.29 × 10−2 — 3.36 × 10−2 — 8.34 × 10−2 — 

8 × 8 2.86 × 10−2 0.77 1.70 × 10−2 0.89 4.26 × 10−2 0.87 

16 × 16 1.46 × 10−2 0.89 8.49 × 10−3 0.97 2.19 × 10−2 0.97 

32 × 32 7.42 × 10−3 0.96 4.24 × 10−3 0.99 1.03 × 10−2 0.99 

64 × 64 3.81 × 10−3 0.99 9.06 × 10−4 0.99 5.45 × 10−3 0.99 
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4. 总结与展望 

在本文的工作中，我们提出虚拟元方法求解线弹性双孔体模型，在文章的第一部分中介绍了该问题

模型的研究背景、意义、前人所做工作以及所遇到的困难，进而确定选用虚拟元方法研究该问题的优势

以及意义。在第二部分中，我们详细阐述了对于线弹性双孔问题的连续问题转化为离散问题，明确解的

存在唯一性，强调全局双线形式与局部双线性形式的一致性和稳定性，给出虚拟元方法处理该问题的误

差分析并详细证明。在第三部分中，我们通过数值实验验证了数值近似结果与理论分析相一致，通过改

变剖分单元数量，计算出数值结果并绘制出数值解图，通过误差表可知，在使用虚拟元方法解决该问题

具有较强的鲁棒性，对孔距之间的距离变化并不敏感，且误差收敛速度达到最优阶，进而说明理论分析

的正确性以及有效性。对于线弹性孔板问题的虚拟元方法仍存在许多问题有待解决，例如非协调线弹性

多孔板问题、带时间项的线弹性多孔板问题等，未来将成为我们主要研究的方向。 
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