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摘  要 

本文对具有捕获的一种产毒浮游植物与两种浮游动物相互作用模型进行了动力学研究。分析了模型平衡

点的存在性和局部及全局稳定性。研究表明，由于毒素本身的特征，系统的稳定性不是不可逆的。 
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Abstract 
A mathematical model with harvest is proposed and investigated in this paper. Stability criterion 
of the model is analyzed both from local and global point of view. Our results indicate that the sta-
bility of the system will not be irreversibly changed by the toxin intrinsic characteristics. 
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1. 引言 

浮游生物是指能在海洋和其他水体中自由漂浮的微小生物，其中分有浮游植物和浮游动物。作为海

洋食物链中的第一营养级，浮游植物通过吸收周围环境中的二氧化碳，将能量、无机化学物质转化为碳

水化合物，浮游动物则以浮游植物为食。由于浮游生物的数量很难监测，所以有必要建立数学模型来研

究浮游生物数量的变化。 
近几年，许多学者对浮游生物系统进行了研究，在文献[1] [2]中，作者建立了不同的浮游动植物模型。

在文献[1]中，作者研究了在浮游植物繁盛的水体下，具有营养的浮游动植物系统，在文献[2]中作者研究

了季节性和周期性对浮游生物系统的影响。众所周知，有害海藻水华族[3]会造成大量的水生生物死亡或

中毒，这不仅会影响人类身体健康，还会造成巨大的社会危害。所以毒素在浮游动植物数量的增长中扮

演着重要的角色。在文献[4] [5]中，作者建立了有毒浮游植物与浮游动物相互作用的模型。文献[4]表明，

毒素既可以抑制浮游植物与浮游动物数量的增长，还可以抑制它们的营养水平。 
随着社会的发展，一方面人类对食物和能源有了更多的需求，在过去的半个世纪里，鱼类的数量已

经大大减少；而另一方面，保护生态系统又是全球关注的问题。由于两者的矛盾，可持续发展受到越来

越多的重视，在文献[6] [7]中，作者也做了研究。众所周知，最佳的捕获和可持续发展有直接的关系，在

文献[8]中，作者建立了具有捕获的浮游生物系统，结论表明，过度的开采会导致物种的灭绝，而适度的

捕获会确保物种的可持续性。所以捕获因素对于浮游动植物的研究也非常重要。文献[9]描述了一个包含

猎物避难所的猎物–捕食者渔业模型，反映了在存在捕食者和适当税收的情况下，净经济收入与用于捕

获猎物的捕捞之间的动力学模型。 
在文献[10] [11]中，作者还考虑了同一物种为了生存，而产生的竞争因素。 
基于文献[5]中，作者建立的有毒浮游植物与浮游动物相互作用的模型： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

1

1

1 1
1

1 1

d
1 ,

d

d
.

d

p t p t p t z t
rp t

t K p t

z t p t z t p t z t
d z t

t p t p t

  
= − −  

+  

 = − − + +

µ
α

β ρ
α α

                          (1) 

变量 ( )p t 和 ( )z t 分别代表在时刻 t，浮游植物和浮游动物的数量。参数 r 和 K 分别是浮游植物的内

禀增长率和环境容纳量。 ( )1 0µ > 是浮游动物对浮游植物的最大捕食率； ( )1 0β > 是浮游动物对浮游植物

的转换率，满足 1 10 β µ< < 。 ( )1 0d > 代表浮游动物的自然死亡率。 ( )1 0ρ > 代表每单位浮游植物的毒素释

放率，满足 1 1ρ β< 。 1

1

pz
p

µ
α +

表示浮游植物被浮游动物捕食的功能反映函数， 1

1

pz
p

ρ
α +

表示毒素释放使得浮

游动物死亡。本文建立了具有捕获的一种产毒浮游植物与两种浮游动物相互作用的模型，模型如下： 
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β ρ
α α
β ρ
α α

  = − − − −   + + 


= − − − − + +


= − − − −
+ +

                        (2) 

常数 1 2, ,c c c 表示三种物种的可捕获率，E 表示对物种的捕获，此模型还考虑了浮游动物为了生存而

相互竞争的因素， 1 2,g g 表示两种浮游动物的竞争系数。 
若 0i i i id c Eβ ρ− − − < ，则 0iz′ < ，因此，我们假设 0i i i id c Eβ ρ− − − > ， ( )1,2i = 。而且从生物意义

的角度考虑，我们仅研究模型(2)在 3R+ 上的动力学行为。 
文章的组织结构如下，在第 2 部分，研究模型(2)平衡点的存在性；在第 3 部分研究平衡点的局部及

全局稳定性；第 4 部分对文章做简要的总结。 

2. 平衡点的存在性 

这一部分，我们研究系统(2)平衡点的存在性。 
系统(2)可能存在五个非负平衡点，分别为灭绝平衡点 ( )0 0,0,0E ，浮游动物灭绝平衡点 ( )0 *,0,0E p ，

第二种浮游动物灭绝平衡点 ( )* *
1 1 1, ,0E p z ，第一种浮游动物灭绝平衡点 ( )* *

2 2 2,0,E p z 和共存平衡点

( )* * * *
1 2, ,E p z z 。若浮游动物灭绝平衡点 ( )0 *,0,0E p 存在，则

( )*
0

K r cE
p

r
−

= ，且 0r cE− > 。若第二种浮

游动物灭绝平衡点 ( )* *
1 1 1, ,0E p z 和第一种浮游动物灭绝平衡点 ( )* *

2 2 2,0,E p z 存在，则 * *,i ip z 满足下面的等

式： 

( ) ( )
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                            (3) 

1,2i = 。假设
( ) ( )i i i

i i i i

d c E K r cE
d c E r

α
β ρ

+ −
<

− − −
，则由(3)式可得

( ) ( )*i i i
i

i i i i

d c E K r cE
p
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α

β ρ
+ −

< <
− − −

，其中 *
ip

满足以下方程： 
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因为
( )

0i

K r cE
h
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 −

< 
 

，
( )

0i i i
i

i i i i

d c E
h

d c E
α

β ρ
 +

> 
− − − 

且 ( )0 0ih > ，所以当 

( ) ( )
,i i i

i i i i

d c E K r cE
p

d c E r
α

β ρ
 + −

∈ 
− − − 

时，方程 ( ) 0ih p = 至少有一个或至多有三个第一种浮游动物灭绝平衡
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点或第二种浮游动物灭绝平衡点。由方程(4)，我们定义 ( )1iz l p= ， ( )2iz l p= ， ( ) ( )* *
1 2i il p l p′ ′< 则若，系

统(2)有唯一的平衡点 iE 。 

若共存平衡点 ( )* * * *
1 2, ,E p z z 存在，则 * * *

1 2, ,p z z 满足如下方程： 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1 1 2 2

1 2

1 1 1 1 1 1 1
1

1 1

2 2 2 2 2 2 2
2

2 2

1 ,

,

.

z zpr cE
K p p

d c E p d c E
z

g p

d c E p d c E
z

g p
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α α

β ρ α
α

β ρ α
α

 − = + +  + + 
− − − − +

=
+

− − − − +
=

+

                          (4) 

由方程(4)的第一个等式可知 *p K< ，由第二及第三个等式可知，当 

( ) ( )1 1 1 2 2 2 *
0

1 1 1 1 2 2 2 2

max ,
d c E d c E

p p K
d c E d c E

α α
β ρ β ρ

 + + = < < 
− − − − − −  

 

时，平衡点 * *
1 2,z z 都为正，将 1 2,z z 的表达式代入方程组(5)的第一个方程得 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( )

2 2
3 1 2

21
1 1 1 1 1 1 1 2

1
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2 2 2 2 2 2 2 1
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− − − − − + +

=

 

容易计算出 ( )3 0h K < ， ( )*
3 1 0h p < ， ( )*

3 2 0h p < ，且 ( )3 0 0h > 。因此，当 ( )*
0 1,p p p∈ 时，方程 ( )3 0h p =

至少有一个根 *p ，其中 { }* *
1 1 2min ,p p p= 。因此，当 ( )0 1,p p p∈ 时，若函数 ( )3h p 的导数总是小于零，则

系统(2)存在唯一的共存平衡点 *E 。由以上对各个平衡点的讨论，我们给出下面的定理。 

定理 2.2 若 ( ) ( )i i i

i i i i

d c E K r cE
d c E r

α
β ρ

+ −
<

− − −
，则系统(2)存在唯一的第二种浮游动物灭绝平衡点和第一种

浮游动物灭绝平衡点 iE ，其中
( ) ( ) ( )* , 1,2i i i

i
i i i i

d c E K r cE
p i

d c E r
α

β ρ
 + −

∈ = 
− − − 

；若 ( )*
0 1,p p p∈ ，则系统(2)存

在唯一的共存平衡点 ( )* * * *
1 2, ,E p z z ，其中

( ) ( )1 1 1 2 2 2
0

1 1 1 1 2 2 2 2

max ,
d c E d c E

p
d c E d c E

α α
β ρ β ρ

 + + =  
− − − − − −  

， 

{ }* *
1 1 2min ,p p p= 。 

3. 平衡点的稳定性分析 

这一部分，我们将分析系统(2)的不同平衡点的稳定性。 
定理 3.1 以下叙述成立： 

若
rE
c

> ，则灭绝平衡点 ( )0 0,0,0E 局部渐近稳定，若
rE
c

< ，则 ( )0 0,0,0E 不稳定； 

1) 若
( ) ( )1 1 1 2 2 2*

0
1 1 1 1 2 2 2 2

min ,
d c E d c E

p
d c E d c E

α α
β ρ β ρ

 + + <  
− − − − − −  

，则浮游动物灭绝平衡点 ( )0 *,0,0E p 局部渐近稳

定； 
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2) 若 ( )2 2 2*
1

2 2 2 2

d c E
p

d c E
α

β ρ
+

<
− − −

，
( )2*

1 1*
1

1

r p
z

K

α

µ

+
< ，则第二种浮游动物灭绝平衡点 ( )* *

1 1 1, ,0E p z 局部渐近

稳定； 

3) 若 ( )1 1 1*
2

1 1 1 1

d c E
p

d c E
α

β ρ
+

<
− − −

，
( )2*

2 2*
2

2

r p
z

K

α

µ

+
< ，则第一种浮游动物灭绝平衡点 ( )* *

2 2 2,0,E p z 局部渐近

稳定； 

4) 假设共存平衡点 ( )* * * *
1 2, ,E p z z 存在，若

( ) ( )
* *

1 1 2 2
2 2* *

1 2

z zr
K p p

µ µ

α α
> +

+ +
，则共存平衡点 ( )* * * *

1 2, ,E p z z

局部渐近稳定。 
证明 在平衡点 ( )0 0,0,0E 处的特征方程为 

( )( )( )( )1 1 2 2 0r cE d c E d c Eλ λ λ− − + + + + =                         (5) 

特征方程(5)的根为 1 r cEλ = − ， 2 1 1 0d c Eλ = − − < ， 3 2 2 0d c Eλ = − − < 。若
rE
c

> ，则 1 0r cEλ = − < ，

根据 Routh-Hurwitz 定理，灭绝平衡点 ( )0 0,0,0E 是局部渐近稳定的，若
rE
c

< ，则灭绝平衡点 ( )0 0,0,0E

是不稳定的。 
在平衡点 ( )0 *

0 ,0,0E p 处的特征方程为 

( )( ) ( ) ( )* *
1 1 0 2 2 0

1 1 2 2* *
1 0 2 0

0
p p

r cE d c E d c E
p p

β ρ β ρ
λ λ λ

α α

     − −
− − + − − − − − − =          + +     

         (6) 

显然，方程有负根 1 0r cEλ = − + < 。若 

( ) ( )1 1 1 2 2 2*
0

1 1 1 1 2 2 2 2

min ,
d c E d c E

p
d c E d c E

α α
β ρ β ρ

 + + <  
− − − − − −  

， 

则 

( ) ( )*
1 1 1 1 0 1 1 1

2 *
1 0

0
d c E p d c E

p
β ρ α

λ
α

− − − − +
= <

+
， 

( ) ( )*
2 2 2 2 0 2 2 2

3 *
2 0

0
d c E p d c E

p
β ρ α

λ
α

− − − − +
= <

+
. 

因此根据 Routh-Hurwitz 定理，若
( ) ( )1 1 1 2 2 2*

0
1 1 1 1 2 2 2 2

min ,
d c E d c E

p
d c E d c E

α α
β ρ β ρ

 + + <  − − − − − −  
，则浮游动物灭绝平

衡点 ( )0 *,0,0E p 局部渐近稳定。 

在平衡点 ( )* *
1 1 1, ,0E p z 处的特征方程为 

( )
( )

( )
( )
( )

* * * *
2 2 1 2 *1 1 1 1

2 2 1 1* 2*
2 1 1 1

* ** * *
1 1 1 1 1 1*1 1 1 1

1 12 3* *
1 1 1 1

0

p z p rpd c E g z
Kp p

z pz p rp g z
Kp p

β ρ µ
λ λ λ

α α

µ β ρ αµ

α α

   −   − + + − − −     +  +    
   −   + − − + =    + +   
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若
( )2 2 2*

1
2 2 2 2

d c E
p

d c E
α

β ρ
+

<
− − −

，则特征值
( ) *

2 2 1
1 2 2*

2 1

0
p

d c E
p

β ρ
λ

α
−

= − − <
+

，设 2λ 和 3λ 是方程 

( ) ( )
( )
( )

* ** * * * * *
1 1 1 1 1 12 * *1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 12 2 3* * *
1 1 1 1 1 1

0
z pz p rp z p rpg z g z

K Kp p p

µ β ρ αµ µ
λ λ

α α α

     −    − − − + − − + =        + + +    

 

的两个根，则若
( )2*

1 1*
1

1

r p
z

K
α

µ

+
< ，有 

( )
* * *

*1 1 1 1
2 3 1 12*

1 1

0z p rp g z
Kp

µ
λ λ

α
+ = − − <

+
， 

( )
( )
( )

* ** * *
1 1 1 1 1 1*1 1 1 1

2 3 1 12 3* *
1 1 1 1

0
z pz p rp g z

Kp p

µ β ρ αµ
λ λ

α α

  − = − − + >  + + 

， 

这表明 2 0λ < ， 3 0λ < 。所以，根据 Routh-Hurwitz 定理，若
( )2 2 2*

1
2 2 2 2

d c E
p

d c E
α

β ρ
+

<
− − −

，
( )2*

1 1*
1

1

r p
z

K

α

µ

+
< ，

则第二种浮游动物灭绝平衡点 ( )* *
1 1 1, ,0E p z 局部渐近稳定。 

同理，若
( )1 1 1*

2
1 1 1 1

d c E
p

d c E
α

β ρ
+

<
− − −

，
( )2*

2 2*
2

2

r p
z

K

α

µ

+
< ，则第一种浮游动物灭绝平衡点 ( )* *

2 2 2,0,E p z 局部

渐近稳定。 
在平衡点 ( )* * * *

1 2, ,E p z z 处的特征方程为 

3 2 0A B Cλ λ λ+ + + =                                   (7) 

其中 

( ) ( )

( ) ( )
( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

* * * *
* * *1 1 2 2

1 1 2 22 2* *
1 2

* ** * * *
2 2 2 2 2* * *1 1 2 2

1 1 2 22 2 3* * *
1 2 2

* * * * * *
1 1 1 1 1 * *1 1 2 2

1 13 2 2* * *
1 1 2

2 2

,

,

p z p zrA p g z g z
K p p

p zp z p zrB p g z g z
K p p p

p z p z p zr p g z
Kp p p

C

µ µ

α α

µ β ρ αµ µ

α α α

µ β ρ α µ µ

α α α

µ β

= − − + +
+ +

  − = − − + +  + + + 

 −  + + − −  + + + 

−
=

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

* * * * * *
2 2 1 1 2 1 1 1 1 2 1 2

3 3* *
2 1

* * * *
* * *1 1 2 2

1 2 1 22 2* *
1 2

.

g p z z g p z z

p p

p z p zr p g g z z
K p p

ρ α µ β ρ α

α α

µ µ

α α

−
+

+ +

 
 + − −  + + 

 

若
( ) ( )

* *
1 1 2 2

2 2* *
1 2

z zr
K p p

µ µ

α α
> +

+ +
，则 0A > ， 0B > ， 0C > ，进一步可得 
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( ) ( )
( )

( ) ( )
( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

2
* * * *

* * *1 1 2 2
1 1 2 22 2* *

1 2

* ** * * *
2 2 2 2 2* 1 1 2 2

2 2 3* * *
1 2 2

* * * *
21 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2* *

1 1 2 23 3* *
1 2

1 1 1 1

p z p zrAB C p g z g z
K p p

p zp z p zr p
K p p p

p z g p z
g z g z

p p

g

 
 − = − − +  + + 
  − + − −  + + + 

− −+ + + ++ +
−

+

µ µ

α α

µ β ρ αµ µ

α α α

µ β ρ α µ β ρ α

α α

µ β ρ α

( )
* *

1 1
3*

1

0
p z

p
>

+α

 

因此，方程(7)的所有根都有负实部，由 Routh-Hurwitz 定理可知共存平衡点 ( )* * * *
1 2, ,E p z z 是局部渐

近稳定的。 
下面，我们分析各个平衡点的全局稳定性。 

定理 3.2 若 1 1 2 2

1 1 2 2

min ,d dr rK
r cE r cE

α α
β ρ β ρ

 
<  − − − − 

，则浮游动物灭绝平衡点 ( )0 *,0,0E p 是全局渐近

稳定的。 
证明 定义如下正定函数： 

* * 1 1 2 2
0 0 0 *

1 1 2 20

ln .z zpV p p p p
p

µ µ
β ρ β ρ

 
= − − + +  − − 

 

沿着系统(2)对 ( )0V t 求导可得 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

2

1
0 1 11

1 1 1

22 1
2 2 1 1 1 1

2 2 2 1 1

22
2 2 2 2

2 2
2

1
1 1

1 1 1

2 1
2 2

2 2 2

1

1

1

1

K r cE K r cE drV t p z
K r r p

K r cE dz g z c Ez
r p

g z c Ez

K r cE K r cE dr p z
K r r

K r cE dz
r

µ
α β ρ

µ
µ

α β ρ β ρ

µ
β ρ

µ
α β ρ

µ
µ

α β ρ

   − −
′ = − − + −   

+ −   
 −

+ − − + 
+ − − 

− +
−

   − −
≤ − − + −   

−   
 −

+ − − 
− 

( )

( )

2
1 1 1 1

1 1

22
2 2 2 2

2 2

.

g z c Ez

g z c Ez

β ρ

µ
β ρ

+
−

− +
−

 

由于 ( ) ( ) ( )1 2, ,p t z t z t 都是正的，则若 1 1 2 2

1 1 2 2

min ,d dr rK
r cE r cE

α α
β ρ β ρ

 
<  − − − − 

成立， ( )0 1
0V ′ ≤ 。 ( )0 1

0V ′ =

当且仅当 ( ) ( ) ( )( ) ( )*
1 2 0, , ,0,0p t z t z t p= 。因此由 Lyapunov-LaSalle 原理可得平衡点 ( )0 *,0,0E p 是全局渐近

稳定的。 

定理 3.3 若 * 2 2
1 1

2 2

dK p α
α

β ρ
− < <

−
，则第二种浮游动物灭绝平衡点 ( )* *

1 1 1, ,0E p z 是全局渐近稳定的。 
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证明 定义如下正定函数： 

( )
( )

*
1 1 1* * * * 1 2 2

1 1 1 1 1 1* *
1 1 1 2 21 1

ln ln .
p z zpV p p p z z z

p z

µ α µ
α β ρ β ρ

+   
= − − + − − +   − −   

 

沿着系统(2)对 ( )1V t 求导可得 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( )
( ) ( )

* 1 1 2 2
1 11

1 2

*
1 1 1 1 1*

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1

2 2 2 22
2 2 2 2 2 2

2 2 2

**2 21 1 1 1* *1 1
1 1 1*

1 1 11 1 1

1 z zpV t p p r cE
K p p

p p
z z d g z c E

p

pz
d z g z c Ez

p

g pzrp p z z
K p

µ µ
α α

µ α β ρ
α β ρ α

β ρµ
β ρ α

µ αµ
α β ρα α

  ′ = − − − − −   + +  

+  −
+ − − − − 

− + 
 −

+ − − − 
− + 

  +
 ≤ − − + − −
  −+ 

+ ( )
*
1 2 2 2

2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

.p d zz g z c Eµ
µ

α β ρ β ρ
 

− − + − − 

 

若 * 2 2
1 1

2 2

dK p α
α

β ρ
− < <

−
，则 ( )1 1 0V ′ ≤ 。 ( )1 1 0V ′ = 当且仅当 ( ) ( ) ( )( ) ( )* *

1 2 1 1, , , ,0p t z t z t p z= 。因此由

Lyapunov-LaSalle 原理可得平衡点 ( )* *
1 1 1, ,0E p z 是全局渐近稳定的。 

与定理 3.3 的证明方法类似，我们可以得到第一种浮游动物灭绝平衡点 ( )* *
2 2 2,0,E p z 是全局渐近稳

定的。 

定理 3.4 若 * 1 1
2 2

1 1

dK p α
α

β ρ
− < <

−
，则第一种浮游动物灭绝平衡点 ( )* *

2 2 2,0,E p z 是全局渐近稳定的。 

定理 3.5 假设共存平衡点 ( )* * * *
1 2, ,E p z z 存在，则若

( ) ( )
* *

1 1 2 2
* *

1 1 2 2

0z zr
K p p

µ µ
α α α α

− + + <
+ +

，则共存平衡

点 ( )* * * *
1 2, ,E p z z 是全局渐近稳定的。 

证明 定义如下正定函数： 

( )
( )

( )
( )

*
1 1* * * * 1

2 1 1 1* *
1 1 1 1

*
2 2 * * 2

2 2 2 *
2 2 2 2

ln ln

ln .

p zpV p p p z z z
p z

p zz z z
z

µ α

α β ρ

µ α

α β ρ

+   
= − − + − −   −   

+  
+ − − −  

 

沿着系统(2)对 ( )2V t 求导可得 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

* 1 1 2 2
2 11

1 2

*
1 1 1 1*

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1

*
2 2 2 2*

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

1 z zpV t p p r cE
K p p

p p
z z d g z c E

p

p p
z z d g z c E

p

µ µ
α α

µ α β ρ
α β ρ α

µ α β ρ
α β ρ α

  ′ = − − − − −   + +  

+ − 
+ − − − − − + 

+ − 
+ − − − − − + 
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( ) ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

* *2* 1 1 2 2
* *

1 1 2 2

* *
2 21 1 1 2 2 2* *

1 1 2 2
1 1 1 2 2 2

.

z zrp p
K p p

g p g p
z z z z

µ µ
α α α α

µ α µ α

α β ρ α β ρ

 
 ≤ − − + +
 + + 

+ +
− − − −

− −

 

若
( ) ( )

* *
1 1 2 2

* *
1 1 2 2

0z zr
K p p

µ µ
α α α α

− + + <
+ +

，则 ( )2 1 0V ′ ≤ 。 ( )2 1 0V ′ = 当且仅当 ( ) ( ) ( )( ) ( )* * *
1 2 1 2, , , ,p t z t z t p z z= 。

因此由 Lyapunov-LaSalle 原理可得共存平衡点 ( )* * * *
1 2, ,E p z z 是全局渐近稳定的。 

4. 总结 

本文研究了具有捕获的一种产毒浮游植物和两种浮游动物相互作用的模型。首先讨论了模型平衡点

的存在性，模型可能存在五个平衡点。接下来，文章分别讨论了模型平衡点的局部和全局稳定性(见定理

3.1~3.5)。文章所得到的结论可能对研究生物系统的可持续性起到一定的作用，但是影响浮游动植物系统

的因素可能并不止这些，这将是我们以后研究的方向。 
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