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摘  要 

二次型理论是高等代数中的一个重要分支，其在多元函数极值和条件极值中具有重要的地位。由于二次
型理论涉及到代数学、分析学等方面的知识，因此，对学生而言学习难度较大。实际上，运用矩阵的正

定性来判断多元函数的极值和条件极值，是一种极为便捷的方法，但其适用范围存在一定的限制。因为

驻点处对应的矩阵的正定、负定仅是该点成为极值点的充分条件。鉴于此，本文首先探讨了多元函数的

极值与矩阵特征值之间的相互联系，其次深入研究二次型理论在多元函数极值、最值问题中的应用。同

时还讨论了二次型理论在多元函数条件极值中的应用及其存在的不足。当判别法失效时，通常需要在驻

点处判断Lagrange函数的二阶微分的符号。通过这几方面的介绍，旨在加深学生对该理论的理解和应用。 
 
关键词 

二次型，多元函数，极值，条件极值，特征值 

 
 

Analysis of the Application of Quadratic  
Form Theory in Extremum and  
Conditional Extremum of  
Multivariate Function 

Ruiling Jia, Mingjuan Sun, Yibing Han 
Information Engineering University, Zhengzhou Henan 

 
Received: May 9th, 2023; accepted: Jun. 12th, 2023; published: Jun. 20th, 2023 

 
 

 
Abstract 
Quadratic theory is an important branch of advanced algebra, and it plays an important role in the 
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extreme value and conditional value of multivariate function. Because quadratic theory involves 
algebra and analytic knowledge, it is difficult for students to learn. In fact, it is an extremely con-
venient method to determine the extremum and conditional extremum of multivariate function by 
the positive properties of matrix, but its application scope is limited. Because the positive definite 
and negative definite of the matrix corresponding to the stagnation point are only sufficient con-
ditions for the point to become the extreme point. In view of this, this paper first discusses the 
correlation between the extreme value of multivariate function and the eigenvalue of matrix, and 
then studies the application of quadratic theory in the extreme value and optimal value of multi-
variate function. At the same time, the application of quadratic theory in conditional extreme val-
ue of multivariate function and its shortcomings are discussed. When the discriminant fails, it is 
usually necessary to judge the sign of the second derivative of Lagrange function at the stagnation 
point. Through the introduction of these aspects, the aim is to deepen students’ understanding and 
application of the theory. 
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1. 引言 

二次型作为一种重要的数学工具既能把二次函数、双曲线和椭圆这样的曲线表达成一般线性方程组，

又能把多项式方程和复变函数这样的非线性方程组表达成线性方程组的集合，在一定条件下也能把多项

式方程或复变函数这些线性方程组化为二次型问题来求解。所以二次型理论在多元函数极值与条件极值

问题中有重要地位与广泛应用。 
关于这方面的内容，目前已有很多学者进行了相关研究。早在 1997 年，米少田[1]就讨论了二次型理

论在判定多元函数极值中的应用以及存在的局限性。随后董丽华、梁伟秋等人[2] [3] [4]也分别研究过类

似问题。卢里举[5]从二次型多项式的正定性判别作为切入点，研讨得到极值判定的充分条件，并给出该

方法在多元线性回归中计算回归系数的应用。刘爱德[6]等人从矩阵角度出发阐述了多元函数在稳定点取

得极值的充分条件，并用代数方法解决了两类多元函数的极值问题。陈荣群和黄勇[7]着重研究用二次型

理论求两种特殊类型函数的条件极值，并讨论一般元二次式的极值和判别法。黄朝军[8]探讨了二次型矩

阵在多元函数的最值和条件极值中的应用。杨廷鸿等人[9]从 Lagrange 条件极值出发，讨论二项式条件极

值的 Lagrange 乘数法求解，并将其迁移到矩阵特征值问题，进一步拓展到 n 维空间。本文在前人研究的

基础上，全面阐述二次型理论、矩阵特征值在多元函数极值和条件极值中的应用并解析二次型理论在判

定条件极值时存在的不足。当判别法失效时，利用二次型与多元函数间的联系，求解多元函数极值时一

般要对驻点邻域内函数二阶微分的符号进行判断。但是限于多个变量等因素，计算函数的二阶微分时会

产生很大的计算量。 
安排如下：第二部分给出二次型理论、矩阵特征值和极值存在的充分条件，为后面内容提供理论支

撑。第三部分是本文的核心，主要介绍多元二次齐次函数的极值与矩阵特征值之间的关系、二次型理论

在多元函数极值和最值中的应用、二次型理论在多元函数条件极值中的应用及存在的局限性。第四部分

对全文内容进行总结和概括。 
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2. 准备知识 

有关二次型的概念、性质及相关定理以及极值存在的充分条件，详细内容可参看文献[10] [11]。 
定义 1 设 A 是 n 阶矩阵，若存在实数 λ 和非零向量 nX R∈ 满足 AX Xλ= ，则称 λ 为矩阵 A 的特征

值，X 为对应于 λ 的特征向量。 
定义 2 数域 P 上的一个 n 元二次型是系数在 P 中的含 n 个变量的二次齐次多项式，其一般形式是 

( ) 2
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2
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2
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� �

�
�  

简写成 ( )1 2
1 1

, , ,
n n

n ij i j
i j

f x x x a x x
= =
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，称 A 为

二次型 ( )1 2, , , nf x x x� 的矩阵，此时 ( ) T
1 2, , , nf x x x X AX=� 。 

定义 3 设实二次型 ( ) T
1 2, , , nf x x x X AX=� ， ( )T

1 2, , , n
nX x x x R= ∈� ， TA A= ，则 

1) 若对 0X∀ ≠ ，有 ( ) T
1 2, , , 0nf x x x X AX= >� ，则称 f 为正定二次型，A 为正定矩阵。 

2) 若对 0X∀ ≠ ，有 ( ) T
1 2, , , 0nf x x x X AX= <� ，则称 f 为负定二次型，A 为负定矩阵。 

3) 若对 0X∀ ≠ ，有 ( ) T
1 2, , , 0nf x x x X AX= ≥� ，则称 f 为半正定二次型，A 为半正定矩阵。 

4) 若对 0X∀ ≠ ，有 ( ) T
1 2, , , 0nf x x x X AX= ≤� ，则称 f 为半负定二次型，A 为半负定矩阵。 

5) 其余情形，则称 f 为不定二次型，A 为不定矩阵。 
定理 1 设实二次型 ( ) T

1 2, , , nf x x x X AX=� 是正定(负定)二次型，其中 ( )T
1 2, , , nX x x x= � ， ( )ij n n

A a
×

= ，

则 0iia > ( )0iia < ， 1,2, ,i n= � 。 
证明 这里以 f 是正定二次型为例给出证明，f 是负定二次型时，证明过程类似。 
根据正定二次型的定义，取 ( )T

1 1,0, ,0 0X = ≠� ，有 T
1 1 11 0f X AX a= = > 。取 ( )T

2 0,1, ,0 0X = ≠� ，有
T
2 2 22 0f X AX a= = > 。依次下去，取 ( )T0,0, ,1 0nX = ≠� ，有 T 0n n nnf X AX a= = > 。综上，结论成立。 

定理 2 (极值的充分条件) 0p 是函数 ( )1 2, , , nf x x x� 的驻点， ( )1 2, , , nf x x x� 在 0p 附近具有二阶连续偏 

导数，记 ( )

2 2 2

2
1 2 11

2 2 2

2
1 2 2 1 22

2 2 2

2
1 2

, , ,

n
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n n n

f f f
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f f f
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f f f
x x x x x

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂∂ 
 ∂ ∂ ∂ 

= ∂ ∂ ∂ ∂∂ 
 
 
 ∂ ∂ ∂
  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

�

�
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� � � �

�

，则 

1) 当 ( )0H p 是正定矩阵时， 0p 是极小值点， ( )0f p 是极小值； 
2) 当 ( )0H p 是负定矩阵时， 0p 是极大值点， ( )0f p 是极大值； 
3) 当 ( )0H p 是不定矩阵时， 0p 不是极值点， ( )0f p 不是极值； 
4) 当 ( )0H p 是半正定或半负定时，无法判断 0p 是否为极值点； 
分析 将函数 ( )1 2, , , nf x x x� 在点 0p 处 Taylor 展开，结合矩阵与二次型之间的关系即可得到结论，详
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细证明过程可参看[3] [6]。 

注 1 i) 若函数 ( )1 2, , , nf x x x� 在点 0p 处满足

0

0
i p

f
x
∂

=
∂

，则 0p 是函数的驻点。 

ii) 矩阵 ( )0H p 是函数 ( )1 2, , , nf x x x� 在点 0p 处的 Hessian 矩阵。 
iii) 对于条件极值而言，当 ( )0H p 是正定(负定)矩阵时， 0p 是满足约束条件的极小(大)值点， ( )0f p

是满足约束条件的极小(大)值；当 ( )0H p 是不定矩阵时，无法判断 0p 是否为满足约束条件的极值点。反

例可参看本文的例 5、例 6。 

3. 经典解析 

3.1. 多元函数 ( ) ( )∑∑
n n

n ij i j ij ji
i j

f x x x a x x a a1 2
1 1

, , ,�
= =

= = 的极值与矩阵 ( )ij n n
A a

×
= 的特征值之间

的联系 

例 1 (北京交通大学 2022 年数学分析考研真题)证明：n 元实二次型 ( )
1 1

n n

ij i j ij ji
i j

a x x a a
= =

=∑∑ 在单位球面

2

1
1

n

i
i

x
=

=∑ 上的最大值、最小值恰为对称矩阵 ( )ij n n
A a

×
= 的最大、最小特征值。 

分析 即证多元函数 ( )1 2
1 1

, , ,
n n

n ij i j
i j

f x x x a x x
= =

= ∑∑� 在条件 2

1
1

n

i
i

x
=

=∑ 下的最大值、最小值分别是矩阵

( )ij n n
A a

×
= 的最大、最小特征值。 

解 首先求 ( )1 2
1 1

, , ,
n n

n ij i j
i j

f x x x a x x
= =

= ∑∑� 在条件 2

1
1

n

i
i

x
=

=∑ 下的最值，构造 Lagrange 函数 

2

1 1 1
1

n n n

ij i j i
i j i

L a x x xλ
= = =

 = − − 
 

∑∑ ∑ ， 

L 关于 1 2, , , ,nx x x λ� 求偏导，得 

1

2

1

2 2 0,   1, 2, ,

1 0.

i

n

x ij j i
j

n

i
i

L a x x i n

L xλ

λ
=

=

 = − = =

 = − =

∑

∑

�
                           (1) 

将前 n 个方程分别乘以 1 2, , , nx x x� 后相加，并结合 2

1
1

n

i
i

x
=

=∑ 可知 

( )2
1 2

1 1 1 1
0 2 2 2 , , , 2

i

n n n n

i x ij i j i n
i i j i

x L a x x x f x x xλ λ
= = = =

= = − = −∑ ∑∑ ∑ � 。 

即方程组(1)的解 ( )T
1 2, , , nX x x x= � 满足 

( )1 2, , , nf x x x λ=�                                      (2) 

其次，易知方程组(1)中的前 n 个线性方程组的系数矩阵为 A，且满足 AX Xλ= 。即 λ 为矩阵 A 的 

特征值，而 ( )T
1 2, , , nX x x x= � 为对应于 λ 的特征向量。由于 f 在有界闭区域 2

1
1

n

i
i

x
=

=∑ 上连续，从而存在最 

大值与最小值，所以由(2)式可知 f 的最大值与最小值分别为矩阵 A 的最大特征值与最小特征值。 
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3.2. 二次型理论在多元函数极值中的应用 

例 2 求函数 ( ) 4 4 2 2, 2f x y x y x xy y= + − − − 的极值。 
分析 先求可能的极值点，再进一步判断。 
解 第一：求可能的极值点。 

解方程
3

3

4 2 2 0

4 2 2 0
x

y

f x x y

f y x y

 = − − =


= − − =
求得驻点： ( )0 0,0p ， ( )1 1,1p ， ( )2 1, 1p − − ； 

第二：判断。求二阶偏导数， 212 2xxf x= − ， 212 2yyf y= − ， 2xyf = − 。 

( )1 1,1p 处，对应的 Hessian 矩阵 ( )

1

2 2

2

1 2 2

2

10 2
2 10

p

f f
x yx

H p
f f

y x x

 ∂ ∂
  −∂ ∂∂   = =    −∂ ∂    ∂ ∂ ∂ 

，各阶顺序主子式： 

1 10 0H = > ， 2 100 4 96 0H = − = > ， 

即 ( )1H p 是正定矩阵，故 ( )1 1,1p 是极小值点，极小值为 ( )1,1 2f = − 。 

( )2 1, 1p − − 处，对应的 Hessian 矩阵 ( )

2

2 2

2

2 2 2

2

10 2
2 10

p

f f
x yx

H p
f f

y x x

 ∂ ∂
  −∂ ∂∂   = =    −∂ ∂    ∂ ∂ ∂ 

，各阶顺序主子式： 1 0H > ，

2 0H > ，即 ( )2H p 是正定矩阵，故 ( )2 1, 1p − − 是极小值点，极小值为 ( )1, 1 2f − − = − 。 

( )0 0,0p 处，对应的Hessian矩阵 ( )

0

2 2

2

0 2 2

2

2 2
2 2

p

f f
x yx

H p
f f

y x x

 ∂ ∂
  − −∂ ∂∂   = =    − −∂ ∂    ∂ ∂ ∂ 

， 0H = 。但注意到 ( )0,0 0f = ，

且 

( ) ( ) ( )24 4, 0,0f f x y f x y x y∆ = − = + − + ， 

在曲线上 ( ), 0,1y x x= ∈ ， ( )2 22 2 0f x x∆ = − < ， 
在曲线上 ( ), 0,1y x x= − ∈ ， 42 0f x∆ = > ，故 ( )0,0 不是极值点； 
综上， ( )1 1,1p 、 ( )2 1, 1p − − 是极小值点，相应的极小值为 ( ) ( )1,1 1, 1 2f f= − − = − 。 

3.3. 二次型理论在多元函数最值中的应用 

例 3 (第十三届全国大学生数学竞赛)设 ( )2nB R n⊂ ≥ 是单位开球，函数 u，v 在 B 上连续，在 B 内二

阶连续可导，满足 

( )
( )

( ) ( )

2 2

2 2

1 0, ,

1 0,   ,

0,               ,

u u v u x B

v u v v x B

u x v x x B

−∆ − − − = ∈

−∆ − − − = ∈


= = ∈∂

                                (3) 

其中 ( )1 2, , , nx x x x= � ，
2 2 2

2 2 2
1 2 n

u u uu
x x x
∂ ∂ ∂

∆ = + + +
∂ ∂ ∂

� ， B∂ 表示 B 的边界，证明： ( ) ( ) ( )2 2 1u x v x x B+ ≤ ∀ ∈ 。 

https://doi.org/10.12677/pm.2023.136164


贾瑞玲 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.136164 1615 理论数学 
 

分析 方程组(3)中的前两个方程均含有 2 2u v+ 的形式，且要证明的结论是 2 2 1u v+ ≤ ，为便于讨论，

利用形式统一法将 2 2u v+ 视为一个整体进行分析与探究。 
证明 记 ( ) ( ) ( )2 2w x u x v x= + ，则 

2 2w u u v v∇ = ∇ + ∇ ， ( ) 2 2div 2 2 2 2w w u u u v v v∆ = ∇ = ∇ + ∆ + ∇ + ∆ 。 

即 w 满足以下方程 

( ) ( )
( )

2 22 1 2 ,  ,

0,                                              ,

w w w u v x B

w x x B

−∆ − − = − ∇ + ∇ ∈

 = ∈∂

                         (4) 

显然， ( ) ( ) ( )2w x C B C B∈ ∩ 。所以 ( )w x 必然在 B 上达到最大值，设最大值点为 0p 。 
若 0p B∈ ，即 0p 是函数 ( )w x 的内部极值点，则 ( )0 0w p∇ = 。记 ( )0H p 是函数 ( )w x 在点 0p 处的 

Hessian 矩阵，则 ( )0H p 是负定矩阵，由定理 1 知，
( )2

0
2 0
i

w p
x

∂
<

∂
， 1,2, ,i n= � 。从而 ( )0 0w p−∆ > 。于是 

由(4)得到，在 0p 处， 

( ) ( ) ( )2 20 2 1 2 2 1w w w u v w w< −∆ = − − ∇ + ∇ ≤ − ， 

而 ( )0 0w p ≥ ，故上式表明 ( )0 1w p ≤ 。 
若 0p B∈∂ ，则由(4)， ( )0 0w p = 。 
综上，恒有 ( )0 1w x≤ ≤ ， x B∈ ；即 ( ) ( ) ( )2 2 1u x v x x B+ ≤ ∀ ∈ 。 

3.4. 二次型理论在多元函数条件极值中的应用及其存在的局限性 

3.4.1. 二次型理论在多元函数条件极值中的应用 

例 4 求函数 ( ) ( )2
1 2

1
, , , 0, 1,2, ,

n

n i i i
i

f x x x a x a i n
=

= > =∑� � 在条件 ( )
1

0
n

i i
i

x c x
=

= >∑ 下的极值。 

解 第一：构造 Lagrange 函数 ( ) 2
1 2

1 1
, , , ,

n n

n i i i
i i

L x x x a x x cλ λ
= =

 = + − 
 

∑ ∑� 。 

第二：求 Lagrange 函数的驻点。解方程 

1

2

1 1

2 2

1

2 0

2 0

2 0

0

n

x

x

x n n

n

i
i

L a x

L a x

L a x

L x cλ

λ

λ

λ

=

= + =


= + =



= + =

 = − =


∑

�                                       (5) 

得

1

, 1,2, ,
2
2

1

i
i

n

i i

x i n
a
c

a

λ

λ

=

 = − =

 = −



∑

�

，记 0
1 2

, , ,
2 2 2 n

M
a a a
λ λ λ 

− − − 
 

� 。 

函数 L 在点 0M 处的 Hessian 矩阵 
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( )

1 1 1 2 1

2 2 2 1 2

1 00

1

2
0

2 0 0
0 2 0

0 0 2

n

n

n n n n n

x x x x x x

x x x x x x

nx x x x x x MM

L L L a
L L L a

H M

aL L L

   
   
   = =   
       

� �
� �

� � � �� � � �
��

， 

因 0, 1,2, ,ia i n> = � ，故 ( )0H M 是正定矩阵。即 ( )1 2, , , nf x x x� 有唯一的极小值 ( )
2

0

1

1n

i i

cf M

a=

=
∑

，并

且也是最小值。故 ( ) ( )2
1 2

1
, , , 0, 1,2, ,

n

n i i i
i

f x x x a x a i n
=

= > =∑� � 在条件 ( )
1

0
n

i i
i

x c x
=

= >∑ 下的极小值为
2

1

1n

i i

c

a=
∑

。 

注 2 由例 4，可得到如下结论 

函数 ( ) 2
1 2

1
, , ,

n

n i
i

f x x x x
=

= ∑� 在条件 ( )
1

0
n

i i
i

x c x
=

= >∑ 下的最小值为
2c

n
，即 

( )2
1 22 2 2

1 2
n

n

x x x
x x x

n
+ + +

+ + + ≥
�

� 。 

故利用 Lagrange 函数求多元函数的条件极值时，还可以用来证明不等式。 
例 5 求函数 ( ), , 2 2f x y z xy xz yz= + + 在条件 4xyz = 下的极值。 
解 方法 1 转化为无条件极值(略)； 
方法 2 Lagrange 乘数法 
第一：构造 Lagrange 函数 ( ) ( ), , , 2 2 4L x y z xy xz yz xyzλ λ= + + + − ； 
第二：求 Lagrange 函数的驻点，解方程 

2 0     
2 0     

2 2 0
4 0              

x

y

z

L y z yz
L x z xz

L x y xy
L xyzλ

λ
λ

λ

= + + =
 = + + =


= + + =
 = − =

                                (6) 

得 2x = ， 2y = ， 1z = ， 2λ = − ，记 ( )0 2,2,1M ；当
1z
λ

= − 时，将其代入(6)得， 0z =  (舍)。  

第三：判断。 
构造函数 ( ) ( ) ( )0 0, , , , , 2 2 4L x y z L x y z xy xz yz xyzλ λ= = + + + − ；计算函数 L 在点 0M 处的 Hessian 矩阵

( )

0

0

0 1 2
1 0 2
2 2 0

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz M

L L L
H M L L L

L L L

  − − 
   = = − −   

   − −  

，则 ( )0H M 的各阶顺序主子式： 

1 0H = ， 2

0 1
1 0

1 0
H

−
= = − <
−

， 3

0 1 2
1 0 2 8 0
2 2 0

H
− −

= − − = >
− −

， 

即 ( )0H M 是不定矩阵。此时无法判断 0M 是否为满足约束条件的极值点。 
接下来使用二阶微分法判断。 

( ) ( )0d , , d d 2 d 2 d 2 d 2 d d d dL x y z y x x y z x x z y z z y yz x xz y xy zλ= + + + + + + + + + ， 
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( ) ( ) ( ) ( )2
0 0 0d , , 2 2 d d 4 2 d d 4 2 d dL x y z z x y y x z x z yλ λ λ= + + + + + ； 

当 0 2λ = − 时，
0

2d 2d d 4d d 4d d
M

L x y x z y z= − − − ，此时无法判断
0

2d
M

L 的符号；结合条件 4xyz = ，等

式两边同时微分得， d d d 0yz x xz y xy z+ + = ，在点 ( )0 2,2,1M 处， ( )2d d dz x y= − + ，将其代入
0

2d
M

L 得， 

( )
0

2 2 2 2d dd 2d d 4 d d d d 4d 0
2M

x yL x y x y x y z+
= − − + ⋅ = + + >

−
， ( ) ( )d ,d ,d 0,0,0x y z ≠ ； 

故 ( )0 2,2,1M 是极小值点，极小值为 ( )2,2,1 12f = 。 
例 6 求函数 ( ) 2 2 2, ,f x y z x y z= − − 在条件 0y z+ = 下的极值。 
解 方法 1 转化为无条件极值(略)； 
方法 2 Lagrange 乘数法 
第一：构造 Lagrange 函数 ( ) ( )2 2 2, , ,L x y z x y z y zλ λ= − − + + ； 
第二：求 Lagrange 函数的驻点，解方程 

2 0
2 0

2 0
0

x

y

z

L x
L y

L z
L y zλ

λ

λ

= =
 = − + =


= − + =
 = + =

                                   (7) 

解得 0x y z λ= = = = ，记 ( )0 0,0,0M 。 

第三：判断。 
构造函数 ( ) ( ) 2 2 2

0, , , , ,L x y z L x y z x y zλ= = − − ；函数 L 在点 0M 处的 Hessian 矩阵 

( )

0

0

2 0 0
0 2 0
0 0 2

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz M

L L L
H M L L L

L L L

   
   = = −   

   −  

，显然 ( )0H M 是不定矩阵。但在约束条件 0y z+ = 下 

( ) 2 2 2 2 2, , 2f x y z x y z x y= − − = − ，取 1
3 1 1, ,

8 8 8
M

 
−  

 
， 2

1 1 1, ,
8 8 8

M  − 
 

，则 ( ) ( )1
1 0,0,0 0
64

f M f= > = ，

( ) ( )2
1 0,0,0 0
64

f M f= − < = ，可知 ( )0 0,0,0M 不是满足约束条件的极值点。 

3.4.2. 二次型理论在求解多元函数条件极值时所存在的局限性 
由例 4 可知，利用二次型的正定性来判断多元函数的条件极值是一个非常便捷的方法，但也存在一

定的局限性。因为二次型的正定、负定仅是 0M 成为满足约束条件极值点的充分条件而非必要条件。比如

例 5，很多学生会计算函数 L 在点 0M 处的 Hessian 矩阵，但此时判别法失效。这里通过二阶微分法有效

地判断出 0M 是条件极值的极小值点。对于例 6，判别法也失效，这里根据目标函数本身的结构特征进行

判断。 
虽然二次型理论在多元函数极值和条件极值的应用上存在一定的局限性，但有必要进一步的探讨和

研究。在判断多元函数的极值和条件极值时，为了克服这些不足，我们可根据具体问题情况选择恰当的

方法进行分析和求解。 
为巩固读者对二次型理论在多元函数极值和条件极值中应用的理解，提供以下题目供其练习。 
1) 设实二次型 ( ) T

1 2, , , nf x x x X AX=� 的矩阵 A 的最大特征值为 maxλ ，最小特征值为 minλ ，证明：

对于任意实数 1 2, , , nx x x� ，都有 T T T
min maxX X X AX X Xλ λ≤ ≤ 。 
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2) 求函数 ( ) 2 2, lnf x y x y x x= + 的极值。 

3) 证明 ( ), 0
2 2

nn nx y x y x y+ + ≥ ≥ 
 

。 

4) 求函数 ( ), , 2 2f x y z x y z= − + 在条件 2 2 2 1x y z+ + = 下的极值。 

4. 结束语 

二次型理论在多元函数极值和条件极值的计算及解析过程中有广泛的应用，是最基础也是最重要的

工具之一。掌握二次型理论，有助于深入理解相关领域的知识，提高分析和计算能力，达成对实际问题

的准确把握。 
但在实际应用中发现二次型理论也存在一些不足。例如，二次型理论没有给出多元函数极值和条件

极值的具体计算公式，这在多元函数极值和条件极值中是十分重要的。又如对于高阶甚至非二次的函数，

二次型理论就很难适用。因此，在处理复杂问题时需要借助更加高级的技巧或者通过计算机进行数值模

拟分析。另外二次型理论通常只能处理实域函数，在特定领域中无法完全满足处理比如虚函数等复杂问

题的需求。 
综上，虽然二次型理论在多元函数极值和条件极值中是一种非常有效的工具，但在实际运用时，有

必要将二次型理论应用到实际问题中去，同时还需根据特殊情况和需求来选择合适的数学模型和相应的

工具以达到更好的效果。 
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