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摘  要 

本文研究了一类具有变号势的Schrödinger-Maxwell方程无穷多能高能解的存在性问题 
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其中 >α 0， ( ) ( )V x C∈ 3R ,R ， ( )
x
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∈

> −∞
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inf 。在 f g, 满

足一定的假设条件下，且 ( )p 2,6∈ 时，运用变分法和临界点理论，得到了无穷多高能解的存在性。 
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Abstract 
In this paper, we consider the existence of infinitely many high energy solutions for a kind of 
Schrödinger-Maxwell equation with sign changing potentials  
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 where α > 0 , ( ) ( )V x C∈ 3R ,R , ( )
x

V x
∈
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inf . Under 

certain assumptions on f g,  and ( )p∈ 2,6 , we obtain the existence of infinitely many high 
energy solutions by using variational methods and critical point theory. 

 
Keywords 
Schrödinger-Maxwell Equations, High Energy Solution, Critical Point Theory, Variational Methods, 
Sign Changing Potential 

 
 

Copyright © 2023 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

研究以下具有变号势的 Schrödinger-Maxwell 方程无穷多高能解的存在性。 

( ) ( ) ( )
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2 , R .
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αφ
φ α

−∆ + + = ∈
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                         (1) 

这样的方程又被称为 Schrödinger-Maxwell 方程。对于系统(1)，国内外的许多学者已经进行了广泛的

研究并且得到了许多很好的结果。比如文献[1]讨论了 ( ) ( ), , 1,5pf x u u p= ∈ 的情形，利用 Pohozaev 和

Lagrange 数乘法得到解的存在性、不存在性和多重。 
文献[2]讨论了 ( ) ( ) ( ) ( )1 1, , 0,1 , 3,5p pf x u b x u t u u p qλ µ− −= + ∈ ∈ 的情形运用了喷泉定理和对偶的喷

泉定理得到了类似于系统(1)的正解和负解的存在性。在文献[3]的工作中，运用对称的山路定理证明了当

( ),f x u 满足某些增长条件时，系统(1)的径向对称解的存在性。文献[4]中作者运用喷泉定理和 Pohozaev
恒等式证明了当 ( ),f x u 是次线性增长和超线性增长时解的多重性的存在性。文献[5]考虑了当 ( )V x 为一

个正常数时，系统(1)的多个正解的存在性问题。受文献[2]和[5]的启发，本文通过弱化了位势函数 ( )V x 的

条件，不再要求 ( )V x 满足取值恒为正的情况，考虑系统(1)，利用变分法和喷泉定理，得到了系统(1)无
穷多高能解得存在性。 

G(1) ( ) ( )3R ,RV x C∈ ， ( )
3R

inf
x

V x
∈

> −∞，对 0M∀ > ， ( ){ }3meas R ,x V x M∈ ≤ < ∞，其中这里的测度

空间 3R 空间里的 Lebesgue 测度。 
G(2) ( )1 R,Rf C +∈ ，存在常数 0c > ， Ru∈ ，使得 ( ) ( )1f u c u≤ + 。 

G(3)对任意的 Ru∈ ，有 ( ) ( )1 0
2

F u f u u− ≥ 。 

G(4) ( )3R R,Rg C∈ × ， ( )2,6p∈ ，存在 1 2, 0c c > ，使得： 

( ) 1
1 2, pg x u c u c u −≤ +  

对 ( ) ( )3, R ,Rx u ∈ 几乎处处成立。 
G(5) 存在常数 4µ > 和 0 0r > ，当 0u r≥ 时，有： 
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( ) ( ) ( ) 31, : , , 0, R .F x u g x u u G x u x
µ

= − ≥ ∈  

且当 0u ≥ 时，有 ( ), 0g x u u ≥ 。 
G(6) 对 ( ) ( )3, R ,Rx u ∈ ，有 ( ) ( ), ,g x u g x u− = − 。 
对于系统(1)，主要的结果如下： 
定理 1.1 若 G(1)~G(6)条件成立，则系统(1)存在无穷多个高能解。 

2. 预备工作及相关引理 

记 ( ) ( ) ( )1 3 2 3 2 3R R : RH u L u L= ∈ ∇ ∈ ，其相应的内积和范数分别为 

( )31 R
, d .u v u v uv x= ∇ ⋅∇ +∫  

和 

1
2

1 1, .u u v=  

定义 ( ) ( ) ( ){ }1,2 3 2 3 2 3R R : RD u L u L
∗

= ∈ ∇ ∈ 相应的范数为 

( )1,2 3

1
2 2

R
d .Du u x= ∇∫  

定义 

( ) ( )( ){ }3

21 3
R

R : d ,E u H u V x u x= ∈ ∇ + < ∞∫  

则 E 是一个 Hilbert 空间，定义相应的内积和范数分别为 

( )( )3R
, d ,u v u v V x uv x= ∇ ⋅∇ +∫  

和 

1
2, .u u v=  

记 ⋅ 为 ( )3RsL 的范数， ( )2,6s∈ ，再记 

( ) ( )1,2 3 1 36
2R , 1 R , 1

inf , sup .
ss

u D u u H u
S u uγ

∈ = ∈ =

= ∇ =  

显然地，嵌入 ( )( )3R 2,2PE L p ∗ → ∀ ∈  是连续的。 
在定理 1.1 的假设条件下，我们有 ( ) ( ) ( )3, 0, , R ,RG x u x u≥ ∈ 。由 G(4)可得： 

( ) ( ) ( )2 31 2, , , R ,R ,
2

pc cG x u u u x u
p

≤ + ∈                            (2) 

故存在常数 ( )0 0 0a a r= > ，使得： 

( ) 2
0, ,F x u a u≤                                     (3) 
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其中 ( ) ( )3, R ,Rx u ∈ ， 0u r≤ 。更准确地说，对所有的 ( ) ( )3, R ,Rx u ∈ 当 0u r≤ 时，由式(2)，G(5)可得： 
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令 21 2
0 0

2
2

pc p ca r
p

µ µ
µ µ

−+ +
= + ，则式(3)式成立。 

在本文中，我们将用下列假设条件代替 G(1)： 

G(1') ( ) ( )3R ,RV x C∈ ， ( )
3 0

R
inf 1
x

V x a
∈

≥ + ，这里的常数 0a 与式(3)中的 0a 相同，且对每一个 0M > ，

( ){ }3meas R ,x V x M∈ ≤ < ∞。 

由文献[6]知，当 G(1')条件满足时，嵌入 ( ) )( )3R 2,2PE L p ∗→ ∀ ∈ 是紧的。 
根据 Euler-Lagrange 方程，系统(1)对应的泛函 ( )1,2 3: R RI E D× → 定义如下： 

( ) ( )( ) ( ) ( )3 3 3 3

2 22
R R R R

1 1, d d d , d .
2 2

I u u V x u x x F u x G x u xφ φ α φ= ∇ + − ∇ + −∫ ∫ ∫ ∫  

其中 ( ) ( )
0

d
u

F u f x x= ∫ ， ( ) ( )
0

, , d
u

G x u g x s s= ∫ 。 

根据 Lax-Milgram 定理(详见文献[7])， u E∀ ∈ ，存在唯一的 ( )1,2 3Ru Dφ ∈ ，使得 

( )2 .u F uφ α−∆ =  

易知， uφ 是 ( )2u F uφ α−∆ = 的一个弱解。特别地， uφ 的积分形式如下 

( )( )
3R

1 d .
4u

F u x
y

x y
φ

−π
= ∫  

易知， ( )3 3

2

R R
d 2 du ux F u xφ α φ∇ =∫ ∫ ，故泛函 : Ru EΦ →  

( ) ( ) ( ) ( )3 3

2

R R

1, d , d
2 2 uu I u u F u x G x u xαφ φΦ = = + −∫ ∫  

是定义良好的，且 ( ),Ru EΦ ∈ ，其导数如下： 

( ) ( ) ( )3 3R R
, , d , d .

2 uu v u v f u v x g x u v xα φΦ = + −∫ ∫  

引理 2.1 [8]由条件 G(2)，对任给的 ( )1 3Ru H∈ ，存在唯一的 1,2
u Dφ ∈ ，使得 

( )2 ,u F uφ α−∆ =  

并且有： 
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(i) ( )1,21 3

2

R
2 du uD F u xφ α φ= ∫ 。 

(ii) 0uφ ≥ 。 

(iii) ( )1,21
2

u D c u uφ α≤ + 。 

(iv) ( ) ( )3

2 4

R
duF u x c u uφ α≤ +∫ 。 

其中 c 仅与 12
5

, ,C S γ 有关。 
(v) 如果 v 是径向的，则 uφ 也是径向的。 
根据引理 2.1，容易得到 ( ) ( ) ( )1 3 1,2 3, R Ru H Dφ ∈ × 是系统(1)的弱解，仅当 ( )1 3Ru H∈ 是泛函Φ 的临

界点，其中 

( ) ( ) ( ) ( )3 3

2

R R

1, d , d .
2 2 uu I u u F u x G x u xαφ φΦ = = + −∫ ∫  

定理 2.2 [9]设 ( ),X ⋅ 为 Hilbert 空间， je 为其一组标准正交基。令 { }j jX span e= ， 0
k

k j jY X−= ⊕ ， 
---------------

0
k

k j jZ X−= ⊕ 。设泛函 ( )1 ,RC XΦ∈ 满足 ( ) ( )u uΦ − = Φ ，u X∈ 。如果存在 0k N∈ ，使得对每一个 0k k> ， 

存在 0k krρ > > 满足： 

(Φ1) ( )
,

: max 0
k k

k u Y u
a u

ρ∈ =
= Φ ≤ ； 

(Φ2) ( )
,

: inf ,
k k

k u Z u r
b u k

∈ =
= Φ →∞ →∞； 

(Φ3)对任意的 0c > ，Φ 满足 ( )cPS 条件。 
引理 2.3 [10]对任意的 2 2p ∗≤ < ，我们有： 

, 1
: sup 0, .p

k E

k L
u Z u

u kβ
∈ =

= → →∞  

引理 2.4 [1]设 X 是一个 Banach 空间， ( )1 ,RC XΦ∈ 满足 ( )c
PS 条件，如果任一{ }nu X∈ ， 

( ) ( ), 0,n nu c u′Φ → Φ →  

则Φ 有一收敛子列。 
引理 2.5 [11]在定理 2.2 的假设下，若Φ 满足 ( )c

PS 条件，则 c 是Φ 的一个临界值。 

3. 定理 1.1 的证明 

我们先证明 ( )uΦ 在 E 中满足 ( )c
PS 条件，再证明 ( )uΦ 满足喷泉定理其他条件，最后运用定理 2.2 即

可。在通篇文章中，常数 c 和 cλ 代表不同的常数，其中 λ 为正整数。 
引理 3.1 若 G(1')，G(2)~G(6)条件成立，则 ( )uΦ 满足 ( )c

PS 条件。 
证明：设任一序列{ }nu E∈ ，满足： 

( ) ( ), , , 0,n n n nn u Y u c u′→∞ ∈ Φ → Φ →  

当 n 充分大时，由 G(3)，G(5)得： 
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故{ }nu 在 E 中有界。因为{ }nu 有界，不妨假定在 E 中 nu 弱收敛于 u，则在 ( ) [ )( )3R 2,6sL s∈ 中，我

们有 nu u→ ，且： 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )

3

3

2

R

R

, d

, , d .
nn n n u n u n

n n

u u u u u u f u f u u u x

g x u g x u u u x
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显然： ( ) ( ) , 0n nu u u u′ ′Φ −Φ − → 。又因为 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )

3

3

6 32 2R 6

22 2R

d ,

, , d , , .

n nu n u n u u n n

n u n n n n

f u f u u u x f u f u u u

g x u g x u u u x g x u g x u u u

φ φ φ φ

φ

− − ≤ + −

− − ≤ + −

∫

∫
 

因此
2 0nu u− → ， n →∞。 

引理 3.2 若 G(1')，G(2)~G(6)条件成立，则： 

( )
,

: max 0.
k k

k u Y u
a u

ρ∈ =
= Φ ≤  

证明：由 G(4)可知，存在 0δ > ，当 3R ,0x t δ∈ < ≤ 时，我们有： 

( ) ( )
2

, ,
1,

g x t t g x t
tt

= ≤                                 (4) 

故存在 1 0M > ，满足 

( ) ( )1

12 2

1,
,

pc t tg x t t
M

t t

−+
≤ ≤                              (5) 

因此，当 00 t r≤ ≤ 时，由式(4)和式(5)得： 

( ) ( ) 2 3
1, 1 , R .g x t t M t x≥ − + ∈  

利用等式 ( ) ( )1

0
, , dG x t g x rt t r= ∫ ，我们有： 

( ) ( ) 2
1

1, 1 .
2

G x t M t≥ − +                                 (6) 
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令 ( )4 1 3
1 1
2

c M c= + + ，则由 G(5)，式(6)得： 

( ) 2
3 4, ,G x t c t c tµ≥ −  

所以有： 

( ) 2

2
2 4 2

3 4
1 .
2 2 L L

cu u u c u c uµ
µα

Φ ≤ + − +  

因为在有限维空间中所有范数等价， 4µ > ，所以对于 ku Y∈ ， 0kρ > 足够大时，有： 

( )
,

: max 0.
k k

k u Y u
a u

ρ∈ =
= Φ ≤  

引理 3.3 若 G(1')，G(2)~G(6)条件成立，则： 

( )
,

: inf , .
k k

k u Z u r
b u k

∈ =
= Φ →∞ →∞  

证明：由 G(4)可知，对任意的 Ku Z∈ ， 0ε > 足够小时，有： 

( ) ( ) ( )

( )

3 3

3

2

2

R R

2

R

2 2

2

1 d , d
2 2
1 , d
2
1
2 2
1 .
2

u

p
p

pp
k

u u F u x G x u x

u G x u x

c cu u u
p

cc u u
p

α φ

ε β

Φ = + −

≥ −

≥ − −

 ≥ − − 
 

∫ ∫

∫
 

由引理 2.3 可知
,

: sup 0
k k

k p
u Z u r

uβ
∈ =

= → ， k →∞。 

选定

1
21

22

p

k p
k

pr c
c

ε
β

−  = −  
  

，则： 

( )
,

2

,

2

inf

1inf
2

1 1 .
2 2

k k

k k

k u Z u r

pp
ku Z u r

k

b u

cc u u
p

c r

ε β

ε

∈ =

∈ =

= Φ

 ≥ − − 
 

 ≥ − 
 

 

由
,

: sup 0
k k

k p
u Z u r

uβ
∈ =

= → ， k →∞， 2p > ，有： kb →∞ ， k →∞，故 

( )
,

: inf , .
k k

k u Z u r
b u k

∈ =
= Φ →∞ →∞  

由 G(1)可得，存在一个常数 0 0V > ，使得 ( ) ( ) 0 0: 1V x V x V a= + ≥ + ，这里的 0a 与式(5)中的 0a 相同。

令 ( ) ( ) 0, ,g x u g x u V u= + ，则容易验证下列引理成立。 
引理 3.4 问题(1)与下列问题等价。 

( ) ( ) ( )
( )

3

3

, , R ,
2 , R .

u V x u f u g x u x
F u x

αφ
φ α

−∆ + + = ∈
−∆ = ∈

                        (7) 
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定理 1.1 的证明 由引理 3.1、引理 3.2 和引理 3.3 可知，式(7)的泛函满足定理 2.2 的所有条件。再由

引理 3.4 可知，系统(1)有无穷多个高能解，故定理 1.1 成立，证毕。 
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