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摘  要 

河水流经地表时会渗入地下，补给地下水。一旦河流被污染往往在较短时间内导致下游河流或傍河水源

受到污染。因此分析河流–地下水系统中有机污染物的对流、弥散和吸附机理具有重要理论意义和社会

机制。本文用对流、弥散和吸附的综合微分方程，分析了有机污染物的行为过程。用Linear和Langmuir
等温吸附模型结合的双模式函数建立等温非平衡吸附试验模型，用非线性动力学吸附方程描述吸附过程。

其次针对一般等温线性吸附模型进行适当优化，对数据进行Matlab最小二乘法数值拟合，借助有限差分

法和Matlab软件得出了模型在有机污染物对流、弥散时的解，即污染物浓度与距离和时间之间的关系的

三维视图以及污染物扩散逐渐缓慢的结论。 
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Abstract 
When river water flows through the surface, it seeps into the ground and recharges groundwater. 
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Once a river is polluted, it often leads to the contamination of downstream rivers or adjacent wa-
ter sources within a short period of time. Therefore, it is important to analyze the convection, dis-
persion and adsorption mechanisms of organic pollutants in the river-groundwater system with 
theoretical significance and social mechanism. In this paper, the behavioral processes of organic 
pollutants are analyzed using the integrated differential equations of convection, dispersion and 
adsorption. The isothermal non-equilibrium adsorption test model is established with a dual-mode 
function combining Linear and Langmuir isothermal adsorption models, and the adsorption process 
is described by a nonlinear kinetic adsorption equation. Secondly, appropriate optimization was 
carried out for the general isothermal linear adsorption model, and the data were fitted numeri-
cally by Matlab least squares method, and the solution of the model at convection and dispersion 
of organic pollutants was derived with the help of finite difference method and Matlab software, 
i.e., the three-dimensional view of the relationship between pollutant concentration and distance 
and time, as well as the conclusion that the pollutants diffuse gradually and slowly. 
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1. 引言 

河流对地下水的影响直接而显著。当河流补给地下水时，若河流受到污染，将会导致地下水及沿河分

布的附近水源不同程度的受到污染，这会严重影响工农业的正常运作、社会经济的发展和饮水安全。在所

有污染物中，有机污染物是最难控制且对地下水造成最大危害的。因此，研究有机污染物在河流–地下水

系统中的行为特征具有重要的理论意义和实际价值。已有研究表明，在河流–地下水系统中，有机污染物

的行为特征主要受到一系列物理过程的影响，包括对流迁移、水动力弥散、吸附和阻塞，以及化学反应过

程和生物转化过程等[1]。了解这些特征对于制定有效的策略，管理和减轻有机污染物对河流–地下水系统

的影响至关重要。 

2. 微分方程分析河流–地下水有机污染物对流、弥散及吸附 

2.1. 参数试验 

首先，通过试验测得河流–地下水系统中某有机污染物的对流、弥散有关系数见表 1。 
 
Table 1. Convection and dispersion test parameters 
表 1. 对流、弥散试验参数 

平均孔隙流速 u 地下水渗流流速 v 渗透系数 k 弥散系数 D 含水层样品的干密度 ρ 孔隙度 n 

38.67 cm/d 5.01 cm/d 6.32 m/d 0.38 cm2/min 1.67 g/cm3 37.5% 

 
使用四种不同河流沉积物对初始浓度为 0.5 mg/L 的某有机污染物吸附体系的吸附动力学过程及不同

吸附时间测得固、液相某有机物的浓度列于表 2。 
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Table 2. The liquid and solid phase concentrations of an organic substance in the adsorption system of X section of the river 
at different times (liquid: mL/L, solid: mg/Kg) 
表 2. 某有机物在河流 X 段吸附体系中不同时间的液、固相浓度(液：mL/L、固：mg/Kg) 

 S1 S2 S3 S4 

时间 液相 固相 液相 固相 液相 固相 液相 固相 

0 0.495  0.495  0.495  0.495  

0.5 0.355 2.30 0.401 1.84 0.225 3.60 0.367 2.18 

1 0.312 2.73 0.327 2.58 0.086 5.09 0.284 3.01 

1.5 0.305 2.80 0.280 3.05 0.080 5.05 0.224 3.61 

2.0 0.310 2.75 0.246 3.39 0.078 5.07 0.195 3.90 

2.5 0.214 2.71 0.255 3.30 0.068 5.17 0.174 4.11 

3.0 0.325 2.60 0.269 3.16 0.085 4.80 0.185 4.00 

4.0 0.353 2.32 0.186 2.99 0.093 4.30 0.202 3.83 

7.0 0.360 2.25 0.324 2.61 0.138 4.41 0.199 3.86 

10 0.359 2.26 0.354 2.31 0.149 4.36 0.197 3.88 

13 0.362 2.23 0.349 2.36 0.171 4.14 0,196 3.89 

16 0.371 2.14 0.352 2.33 0.169 4.16 0.199 3.86 

20 0.365 2.20 0.344 2.41 0.172 4.13 0.198 3.87 

24 0.364 2.21 0.347 2.33 0,173 4.12 0.199 3.86 

2.2. 对流模型 

对流迁移是指污染物在地下水中随着水流的运动而移动的过程[2]。水动力弥散是指污染物在地下水

中由于水流的不均匀性而发生的扩散现象。吸附是指污染物在地下水中与土壤或岩石颗粒表面发生化学

或物理吸附的过程。地下水渗流场是指地下水在地下岩土中的流动状态和分布情况。地下水渗流场通常

由多个水文地质单元组成，每个单元具有不同的水文地质特征，如渗透性、孔隙度、水头等[3]。 
在河流地下水系统中有机污染物的行为特征主要涉及对流迁移、水动力弥散、吸附及阻滞等物理过

程、化学反应过程以及生物转化过程等。综合考虑了对流、弥散及吸附的过程，依据微分方程对有机污

染物的行为特征进行描述与评价。 
1) 对流模型：对流是指物质在流体中的移动，其速度受到流体速度和浓度梯度的影响。对流模型通

常使用 Navier-Stokes 方程来描述流体的运动，同时考虑质量守恒方程和动量守恒方程[4]。 
2) 弥散模型：弥散是指物质在流体中的扩散，其速度受到浓度梯度和分子扩散系数的影响。弥散模

型通常使用 Fick 定律来描述物质的扩散，同时考虑质量守恒方程和动量守恒方程。 
3) 吸附模型：吸附是指物质在固体表面上的吸附作用，其速度受到吸附速率和解吸速率的影响。吸

附模型通常使用 Langmuir 等温吸附模型或 Freundlich 吸附模型来描述吸附过程，同时考虑质量守恒方程

和动量守恒方程[5]。 
假设地下水渗流场为各向同性均质的稳态流，那么地下水渗流场中的水流方向和速度在空间上是均
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匀分布的，且在任何方向上的渗透性都相同，即各向同性。同时渗流场是稳态的，即水流的速度和方向

不随时间变化而变化，稳态流的特点是流量守恒，即在任何一个截面上，进入该截面的水量等于流出该

截面的水量。 
影响吸附过程的主要因素是吸附能力及吸附解吸的动力学机制，它们都会受到污染物的浓度、沉积

物自身的微观结构、物理化学性质和地下水含水层的分布、饱和程度、化学成分、数量等因素影响，本

文剔除冗余因素，只考虑土壤和岩石对有机污染物浓度的影响。 
Navier-Stokes 方程是描述流体运动的基本方程之一，它可以用来描述流体的速度、压力、密度等物

理量随时间和空间的变化规律[6]。Navier-Stokes 方程可以用来研究各种流体现象，如水流、气流、血液

流动等。Navier-Stokes 方程的一般形式为： 

2 2v v p v p v
t

ρ µ µ∂ + ⋅∇ + ∇ = −∇ + ∇ ∂ 
 

其中，ρ 是流体的密度，v 是流体的速度，p 是流体的压力，μ 是流体的粘度。这个方程描述了流体的运

动规律，它包含了质量守恒、动量守恒和能量守恒三个方面的内容。通过求解流体的速度、压力、密度

等物理量的变化来描述流体的运动。在流弥散模型中，流体被看作是由无数微小的流体粒子组成的，这

些粒子在流体中运动并相互作用，从而导致流体的宏观运动。 

2.3. 对流、弥散模型 

对流弥散模型的求解方法主要有两种：拉格朗日方法和欧拉方法[7]。拉格朗日方法是以流体粒子为

基础，跟踪每个粒子的运动轨迹，通过求解每个粒子的速度、位置等物理量的变化来描述流体的运动。

欧拉方法则是以流体质点为基础，通过在空间中建立网格，求解网格上的速度、压力、密度等物理量的

变化来描述流体的运动[8]。本文通过欧拉法来创建模型，欧拉对流弥散模型其表达式为： 
2

2
C C Cv D
t x x

∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂
 

其中，C 是污染物浓度，t 是时间，v 是流体速度，D 是扩散系数。该方程描述了污染物浓度随时间和空

间的变化，第一项表示浓度随时间的变化，第二项表示浓度随流体速度的变化，第三项表示浓度随扩散

的变化。其中还应该满足如下的边界条件和初始条件： 

( )
( )

00

lim 0
x

x

C x C

C x
=

→∞

 =
 =

 

这里的 0C 代表了污染物的初始浓度。欧拉对流弥散模型方程是一个非线性偏微分方程，它的求解非

常困难。目前还没有一种通用的方法可以求方程的解析解，因此，通常采用数值方法来求解这个方程。

根据 Laplace 微分方程数值解法，可以得到浓度 ( ),C x t 的解析式为： 

( ) 0, exp
2 2 2

i
i

C C x t ux x utC x t C erfc erfc
DDt Dt

µ − − +    = + + ×     
     

 

其中 ()erfc 为余误差函数，其表达式为 ( ) ( ) 2

0

21 1 e d
x terfc x erf x t

π
= − = − ∫ 。 

2.4. 对流、弥散及吸附综合模型 

不同的吸附规律，在溶质迁移过程中均有不同的阻滞系数(R)的表达式。在稳态一维饱和流条件下以

及各向同性多孔介质中，污染物在运移过程中只发生对流、弥散作用时可以表达为： 
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( )
2

2
C Cn Dn vC
t xt

∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂∂
 

在运移过程中如果是反应性溶质，除发生对流、弥散作用外还将发生吸附作用，此时运移过程的环

境行为规律可以表达为： 

( )
2

2s
S C Cn Dn vC
t t xx

ρ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = −

∂ ∂ ∂∂
 

其中 C 为液相中污染物浓度，单位 mg/L；t 为时间，单位 min；D 水动力弥散系数，单位 cm2/min；v 为

渗透流速，单位 cm/min；ns——含水层中介质的体积分量； ρ 为含水层中介质的密度，单位 g/cm3；n 是

多孔介质的孔隙率；S 是介质对污染物的单位吸附量，单位 mg/kg。 
上式中的介质对污染物的吸附量的解可由等温吸附表达式求出。依据不同的等温吸附表达式，可转

化为： 

( )
2

2
C CRn Dn vC
t xt

∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂∂
 

R 为阻尼系数，
( )0 2

11
1

dR K S b
n n bC
ρ ρα β= + +

+
。 

3. 非线性动力学分析河流–地下水有机污染物迁移转化机理 

3.1. 等温非平衡吸附试验模型 

河流–地下水进行吸附包括非平衡和平衡吸附两方面[9]。研究表明固相介质对有机污染物的吸附过

程是一个快速且非平衡的过程，本文使用一级吸附动力学方程或吸附解吸可逆的非线性动力学吸附方程

描述这个过程。 
由图 1 可以看出，四种介质对该有机物的吸附速率曲线相似，在短时间内都快速增加至最高值，然

后又快速降低，直至达到表观平衡。介质 3、4 的吸附量明显高于介质 1、2。 
 

 
Figure 1. The adsorption process of certain organic matter on four sediments of river X section 
图 1. 某有机物在河流 X 段四种沉淀物上的吸附过程 

 

不同类型沉淀物对该有机物的吸附试验所得参数见表 3。 
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Table 3. Parameters obtained from adsorption tests of different types of precipitates on this organic matter 
表 3. 不同类型沉淀物对该有机物的吸附试验所得参数 

 最大吸附浓度 
(mg/kg) 

达到最大吸附量所用时间
(h) 

平衡时样品吸附浓度
(mg/kg) 

平衡吸附所用时间
(h) 

S1 2.80 1.5 2.25 7.0 

S2 3.39 2.0 2.31 10 

S3 5.17 2.5 4.14 13 

S4 4.11 2.5 3.86 7.0 

 
结果表明，不同类型沉淀物对该有机物的吸附均经历了从快速吸附期和慢速平衡期两个阶段。介质

S1 在 1.5 小时内，介质 S2 在 2.0 小时内吸附量快速增加直至到最大值，分别为吸附总量的 56.57%和

68.48%，平衡时理论吸附量的 1.24 和 1.47 倍。 
吸附过程中出现快速增加然后又快速降低，主要原因可能在于吸附的开始阶段，液相、固相之间该

有机物的浓度相差较大，根据渗透压原理，有机物会从高浓度的液相快速向低浓度的固相迁移，且介质

中的大量孔隙又较强的毛细凝结作用，使得有机物向固相介质上不断迁移直至达到饱和，这只是短暂地

分配现象，并不是真正的平衡。随着时间的延长，开始快速解吸，并伴随着弥散作用使有机物向液相迁

移直至最终的、真正的平衡。该现象似乎说明控制有机物在固相和液相间分配的主要因素是孔内充填或

毛细凝结作用在吸附过程中起很大的作用。吸附经过 2 h 达到最大值，10 h 后进入慢速平衡期，吸附与

解吸同时发生，并随着时间的延长，吸附量趋于稳定。介质 3、4 在快速吸附期内。单位介质吸附量需要

2.0 到 3.0 小时增长到最大，此时有机物向固相聚集，吸附速率大于解吸速率，直至最大吸附量。经过 13 
h 后进入慢速平衡期，吸附和解吸作用同时发生，之后随着时间的延长，吸附量趋于稳定。 

3.2. 等温平衡吸附试验模型 

研究表明固相介质对有机污染物的等温平衡吸附过程遵循一定规律，所以我们可以用等温吸附模型

描述污染物在被吸附达到平衡状态时，固相介质上的吸附量与液相浓度之间的关系。等温吸附模型一般

分为三种形式：一般等温线性吸附(Linear)、Freundlich 等温吸附模型及 Langmuir 等温吸附模型[10]。 
一般等温线性吸附(Linear)： 

dS K C=  

其中 S 是吸附平衡时单位介质的吸附量，C 是吸附平衡时液相浓度，Kd 是吸附系数。 
Langmuir 等温吸附： 

0

1
S bCS

bC
=

+
 

其中 S0 是固相介质吸附的最大容量，b 是吸附表面亲和性常数。 
结合 Linear 和 Langmuir 等温吸附模型的特点，根据吸附起主导作用的类型赋予不同权重系数，建立

双模式函数： 

0

1d
S bC

S K C
bC

α β= +
+

 

其中 S 是介质的单位吸附量，Kd 是吸附系数，C 是吸附平衡时液相的污染物浓度，S0 是固相介质的单位

最大吸附量，b 是吸附表面亲和性常数，α 和 β 是权重系数。利用 Matlab 最小二乘法数值拟合来预测试

验结果如图 2。 
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Figure 2. Isothermal adsorption lines of four media and an organic matter adsorption system 
图 2. 四种介质与某有机物吸附体系的等温吸附线 

3.3. 等温吸附模型在有机污染物对流、扩散时的求解 

通过大量实验可以得出单位吸附量 S 和吸附系数 Kd，并设定 α和 β权重系数可以得出对应的阻尼系

数 R，将 R 代入等温吸附表达式得到： 

( )

( )
( )

2

2

00

lim 0
x

x

C CRn Dn vC
t xt

C x C

C x
=

→∞

 ∂ ∂ ∂
= − ∂ ∂∂ =


=



初始条件：

边界条件：

 

浓度 ( ),C x t 的解析式为： 

( ) 0, exp
2 2 2

i
i

C C x ut ux x utC x t C erfc erfc
RnDRn Dt Rn Dt

 − − +    = + + ×           
 

3.4. 等温吸附模型在有机污染物对流、弥散时的求解 

首先，通过试验测得四种自然界最常见的有机污染物 S1，S2，S3，S4 在 24 小时的等温平衡吸附试

验结果见表 4。 
 
Table 4. Concentration of certain organic matter in liquid and solid phases after 24 hours of isothermal equilibrium adsorp-
tion in section X of the river (liquid: mL/L, solid: mg/Kg) 
表 4. 河流 X 段等温平衡吸附 24 h 后液、固相中某有机物浓度(液：mL/L，固：mg/Kg) 

 S1 S2 S3 S4 

初始浓度 液相 固相 液相 固相 液相 固相 液相 固相 

0.0681 0.0461 0.1702 0.0246 0.1852 0.0424 0.2071 0.0354 0.2772 

0.1372 0.0722 0.6005 0.0492 0.8301 0.0654 0.6683 0.0613 0.7101 

0.2177 0.1235 0.8921 0.0903 1.224 0.1091 1.036 0.0993 1.134 

0.3302 0.2150 1.102 0.1725 1.527 0.2068 1.184 0.1931 1.321 

https://doi.org/10.12677/pm.2023.136182


王文跃 

 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.136182 1790 理论数学 
 

Continued 

0.4324 0.2951 1.323 0.2563 1.711 0.2614 1.660 0.2528 1.546 

0.5338 0.3716 1.572 0.3376 1.912 0.3304 1.984 0.2879 1.781 

0.5842 0.3969 1.823 0.3374 2.218 0.3852 1.940 0.3568 2.124 

0.6222 0.4547 2.100 0.3701 2.471 0.4065 2.107 0.4195 1.977 

0.7062 0.4852 2.160 0.4352 2.660 0.4467 2.545 0.5071 2.461 

0.7956 0.5714 2.192 0.5043 2.863 0.5999 2,937 0.5061 2.845 

 
将这四种有机污染物 S1，S2，S3，S4 24 小时后的固相平衡浓度值平均，得出自然界中某一水域中

的介质的单位吸附量 S 和吸附系数。将单位吸附量 S 和吸附系数 Kd 代入双模式函数并设权重系数 α = β = 
0.5，得出阻尼系数 R ≈ 0.593。 

根据上述的对流、弥散及等温吸附模型，基于有限差分法和推导的浓度 C(x, t)的解析式，得出如下

的污染物浓度和距离的关系二维视图 3，污染物浓度与距离和时间的关系三维视图 4。 
 

 
Figure 3. Relationship between pollutant concentration and distance after one year and two years 
图 3. 一年和两年后污染物浓度和距离之间的关系图 

 

 
Figure 4. Diagram of the relationship between pollutant concentration, distance and time 
图 4. 污染物浓度与距离和时间之间的关系图 
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4. 结论 

本文采用综合微分方程，考虑了对流、弥散和吸附等过程，对有机污染物的行为进行了分析。通过

建立等温非平衡吸附试验模型，采用双模式函数结合 Linear 和 Langmuir 等吸附模型，并采用非线性动力

学吸附方程描述吸附过程。此外，本文对一般等温线性吸附模型进行了适当的优化，并通过数据拟合，

得出了模型在有机污染物对流、弥散时的解。通过有限差分法和 Matlab 软件的支持，得出了污染物浓度

与距离和时间之间的关系的三维视图以及污染物扩散逐渐缓慢的结论。研究结果表明，在有机污染物的

处理中，综合考虑对流、弥散和吸附等过程对于污染物的去除效率和处理效果具有重要作用。本研究建

立的等温非平衡吸附试验模型和非线性动力学吸附方程可以更准确地描述有机污染物的吸附过程，优化

后的等温线性吸附模型可以更好地拟合实验数据。通过数值模拟和三维视图的展示，揭示了有机污染物

在对流、弥散过程中的扩散规律，为有机污染物的治理提供了理论依据和实验指导。本文的方法和结论

对于工业废水、地下水和土壤污染等领域具有重要的应用价值和推广意义。 
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