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摘  要 

设 nS 和 nP 分别是 { }nX n1,2, ,= � 上的对称群和部分变换半群。对 r n0 ≤ ≤ ，令 

( ) ( ){ }nP n r P r, : imα α= ∈ ≤ ，则 ( )P n r, 是部分变换半群 nP 的子半群。对 r n0 1≤ ≤ − ，考虑半群

( )n r nP P n r S, ,= ∪ 的极大(正则)子半群。通过对半群 n rP , 格林关系的分析进一步，获得了半群 n rP , 的极大

子半群和极大正则子半群是一致的。 
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Abstract 

Let nS  and nP  be symmetric group and partial transformation semigroup on { }nX n1,2, ,= � , 

respectively. For r n0 ≤ ≤ , put ( ) ( ){ }nP n r P r, : imα α= ∈ ≤ , then the set ( )P n r,  are the subse-

migroups of nP . For r n0 1≤ ≤ − . In this paper, the maximal (regular) subsemigroups of the se-
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migroup ( )n r nP P n r S, ,= ∪  has been considered. In addition, by analyzing the Green’s relations, 
this paper proved that the maximal subsemigroups and the maximal regular subsemigroups of 

n rP ,  coincide. 
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1. 引言与预备知识 

设 G 是群，P 是 G 的非空子集， P 表示群 G 的子集 P 生成的子群。设 G 是群，H 是 G 的真子群，

对 G 的任意子群 Q 都有 H Q G⊆ ⊆ 推出Q H= 或Q G= ，则称 H 是群 G 的极大子群(换句话说：如果 G
是群，H 是 G 的真子群，对任意的 \a G H∈ 都有 { }G a= ，那么称 H 是群 G 的极大子群)。设 S 是半群，

A 是 S 的非空子集， ,a e S∈ 。若 2e e= ，则称 e 是 S 的幂等元，A 中所有幂等元之集记为 ( )E A 。若存在

b S∈ 使得 a aba= ，则称 a 是 S 的正则元，A 中所有正则元之集记为 ( )Reg A 。如果 ( )Reg S S= ，则称 S
是正则半群(换句话说：如果半群 S 中的每个元素都是正则的，那么称 S 是正则半群)。若存在 b S∈ ，使

得 a aba= 且 b bab= ，则称 b 是 a 的逆元，a 在半群 S 中的所有逆元之集记为 ( )V a 。易见，幂等元是正

则元但正则元不一定是幂等元。若任意的 c A∈ ， r S∈ ，有 cr A∈ ，即 AS A⊆ ，则称 A 为半群 S 的一个

右理想。若任意的 c A∈ ， r S∈ 有 rc A∈ ，即 SA A⊆ ，则称 A 为半群 S 的一个左理想。若 A 既是 S 的右

理想又是 S 的左理想，即 ASA A⊆ ，则称 A 为半群 S 的一个双边理想，简称理想。设 S 是半群，M 是 S
的真(正则)子半群，对 S 的任意(正则)子半群 T，有 M T⊆ 推出T M= 或T S= ，则称 M 是 S 的极大(正则)
子半群(换句话说：如果 S 是(正则)半群，M 是 S 的真(正则)子半群，对任意的 \a S M∈ 都有 { }S M a= ∪ ，

那么称 M 是 S 的极大(正则)子半群)。最感兴趣的是：如何刻划半群 S 的极大子半群；当半群 S 是正则半

群时，又如何刻划半群 S 的极大正则子半群。对于有限半群具有某种性质的极大(正则)子半群的研究目前

已有许多研究成果[1]-[9]。 
设自然数 2n ≥ ， { }1,2,3, , 1,nX n n= −� 并赋予自然数的大小序， nS 和 nP 分别是 { }1,2,3, , 1,nX n n= −�

上的对称群和部分变换半群。对 0 r n≤ ≤ ，令 ( ) ( ){ }, : imnP n r P rα α= ∈ ≤ ，易见 ( ),P n r 是部分变换半群

nP 的子半群且对任意的 ( ){ },P n rα ∈ ， , nPβ γ ∈ 都有 ( )im rβαγ ≤ ，即 ( ),P n rβαλ∈ ，因而 ( ),P n r 是部分

变换半群 nP 的双边理想。记 \n n nSP P S= ，称 nSP 为 nX 上的奇异部分变换半群。显然 ( ), 1nSP P n n= − 。对

0 1r n≤ ≤ − ，令 ( ), ,n r nP P n r S= ∪ ，易证 ,n rP 是部分变换半群 nP 的子半群。文献[1]获得了部分变换半群的

理想 ( ),PK n r 的极大正则子半群；文献[2]得到了全变换半群的理想 ( ),T n r 的极大子半群的完全分类；文

献[3]得到了奇异部分变换半群 nSP 的生成元集及其秩和幂等元秩都为 ( )1, 1S n r+ + ；文献[4]考虑了半群

( ), ,n r nT T n r S= ∪ 获得了 ,n rT 的生成集，并得到了半群 ,n rT 的秩；文献[5]获得了半群 nPOD 的理想的极大正

则子半群；文献[6]得到了半群 nPOP 的理想的极大正则子半群的完全分类；文献[7]获得了半群 ( ),MC n r 的

极大子半群的完全分类；文献[8]获得了变换半群 ( ) ( )*
,n mH r 的极大子半群与极大正则子半群；文献[9]得到
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了半群 ,n tT 的极大(正则)子半群的完全分类。 
设 A 是 nX 的子集合， Aε 表示集合 A 上的恒等变换，易见恒等变换是幂等元，但幂等元不一定是恒

等变换。对任意的 nPα ∈ ，记 ( ) ( ) ( ) ( ){ }ker , dom dom :x y x yα α α α α= ∈ × = ，则 ( )ker α 是 ( )dom α 上的等

价关系，称 ( )ker α 为α 的核。通常用 ( )im α 表示集合 ( ){ }: domx xα α∈ ，称 ( )im α 为α 的像。 
通常，设 S 是半群，对任意的 a S∈ 分别用 aL ， aR ， a a aH L R= ∩ ， aD ， aJ 表示 a 所在的 L-类，

R-类，H-类，D-类，J-类。为叙述方便，引用 Green-等价关系[10] [11]。在半群 ,n rP 中 L，R，J 有如下刻

划：对任意的 ,, n rPα β ∈ 有： 

( ) ( )im imLα β α β⇔ = ， 

( ) ( )ker kerRα β α β⇔ = ， 

( ) ( )im imJα β α β⇔ = 。 

易见，L J⊆ ，R J⊆ 。对 0 r n≤ ≤ ，令 ( ){ }, : imr n rJ P rα α= ∈ = ，则 J-类 0 1, , , nJ J J� 恰好是 ,n rP 的 

1n + 个 J-类，特别地， { }0J = ∅ ， n nJ S= ， ( ) ( ){ },
0

, : im
r

n r s
s

P n r P r Jα α
=

= ∈ ≤ = ∪ ， ( ), nP n n P= ，对任意 

的 rJα ∈ 有 rJ Jα = 。不难验证，对任意的 r 满足 0 1r n≤ ≤ − 有 

( ), 0
0

,
r

n r n r n s n
s

P P n r S J J S J S
=

 = = =  
 

∪ ∪�∪ ∪ ∪ ∪ ，在 ,n rP 中有如下包含关系的双边理想链 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,,0 ,1 ,2 , 2 , 1 , , n n rP n P n P n P n r P n r P n r P n r S P⊂ ⊂ ⊂ ⊂ − ⊂ − ⊂ ⊂ =� ∪ 。任意取 ,n r N∈ 且

r n≤ ，设 rJα ∈ ，则α 有如下标准形式： 

1 2 1 1 1

1 2 1 1 1

i i i r r

i i i r r

A A A A A A A
a a a a a a a

α − + −

− + −

 
=  
 

� �
� �

。 

其中， 1 2 ra a a< < <� 。显然存在 rSσ ∈ ( rS 表示{ }1,2, ,r� 上的对称群)，使得 1 2 1rA A Aσ σ σ≥ ≥ ≥ ≥� 。

记 ( ) ( )1 2part , , , rA A Aσ σ σα = � ，称 ( )part α 为α 的划分。注意，记 ε 是 nX 上的恒等变换。 
在 rJ 上引入关系~： ~α β 即存在 , nSλ µ∈ ，使得α λβµ= 。易验证~是 rJ 上的等价关系。 

2. 主要结果及证明 

在文[1]的基础上继续考虑半群 ,n rP 的极大子半群和极大正则子半群，得到了以下的主要结果： 
定理 1 设 0 1r n≤ ≤ − ，则半群 ,n rP 的极大子半群有并且只有如下所示的两种类型的结构： 
i) [ ], \n rP α ， rJα ∈ ； 
ii) ( ),P n r G∪ ，其中 G 是 nS 的极大子群。 
定理 2 设 0 1r n≤ ≤ − ，则半群 ,n rP 的极大子半群和极大正则子半群的结构是相同的。为完成定理的

证明，需要有如下引理与推论。 
引理 1 [3] 设 0 2r n≤ ≤ − ，则 1 1r r rJ J J+ +⊆ 。 
引理 2 [3] 设 0 1r n≤ ≤ − ，则 ( ) ( ), rP n r E J= 。 
注意到 { }0J = ∅ ，由引理 1 及引理 2 可得如下推论： 

推论 1 设 0 1r n≤ ≤ − ，则 ( ) ( ),
0

,
r

n r n s n r n
s

P P n r S J S E J S
=

 = = = 
 

∪ ∪ ∪ ∪ 。 

引理 3 设 , rJα β ∈ ，则 ~α β 当且仅当 ( ) ( )part partα β= 。 
证明：设 ,α β 的标准表示形式如下： 
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杨平平 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.136185 1825 理论数学 
 

1 2 1 1 1

1 2 1 1 1

i i i r r

i i i r r

A A A A A A A
a a a a a a a

α − + −

− + −

 
=  
 

� �
� �

， 

1 2 1 1 1

1 2 1 1 1

i i i r r

i i i r r

B B B B B B B
b b b b b b b

β − + −

− + −

 
=  
 

� �
� �

， 

其中 1 2 ra a a< < <� ， 1 2 rb b b< < <� 。显然存在 , nSσ δ ∈ ，使得 ( ) ( )1 1part , , , rA A Aσ σ σα = � ， 

( ) ( )1 2part , , , rB B Bδ δ δβ = � ，其中 1 2 1rA A Aσ σ σ≥ ≥ ≥ ≥� 且 1 2 1rB B Bδ δ δ≥ ≥ ≥ ≥� 。 
若 ( ) ( )part partα β= ，则 ( ) ( )1 2 1 2, , , , , ,r rA A A B B Bσ σ σ δ δ δ=� � 从而 ( )1i iA B i rσ δ= ≤ ≤ 。设 γ 是

将 iA 映射到 ( )1iB i r≤ ≤ 的置换。设： 

( )
( )

1 2 1 1 1

1 2 1 1 1

\ im
\ im

i i i r r n

i i i r r n

b b b b b b b X
a a a a a a a X

β
η

α
− + −

− + −

 
=   
 

� �
� �

， 

则α γβη= ，因此 ~α β 。 
反之，若 ~α β ，则存在 , nSγ η ∈ ，使得α γβη= 。显然 rJγβ ∈ 且 ( ) { }1 1 1

1 2/ ker , , ,n rX B B Bγβ γ γ γ− − −= � 。

由 γ 是置换可得， ( )1 1i tB B i rγ − = ≤ ≤ ，从而 ( ) ( )part partβ γβ= 。任意取 ( ) ( ), kerx y α∈ ，则 x yα α= ，

于是 1 1x x y yγβ αη αη γβ− −= = = 。从而 ( ) ( )ker kerα γβ⊆ 。同理可得， ( ) ( )ker kerα γβ⊇ 。因此，

( ) ( )ker kerα γβ= ，进而 ( ) ( ) ( )part part partα γβ β= = 。 
对任意的变换 rJβ ∈ ，记：[ ] { }: ~rJβ β β α= ∈ ， [ ]{ }, :n r rJα αΓ = ∈ ，其中 [ ]

nS
Rα

δ
α δ

∈
= ∪ 。则 ,n rΓ 是

~在 rJ 上面所确定的一个分类，并且 [ ]α 是α 变换所存在的一个等价的类，有 [ ]
r

r
J

J
α

α
∈

= ∪ 。 

引理 4 [11] 设 , nPα β ∈ ，则 ( ) ( ) ( ){ }im im , imαβ α β≤ 。 
引理 5 设 I 是部分变换半群 nP 的非空子集，则 I 是部分变换半群 nP 的理想当且仅当 { }0,1,2, ,r n∈ � 使

得 ( ),I P n r= 。 
证明：若存在 { }0,1,2, ,r n∈ � 使得 ( ),I P n r= 。对任意的 Iα ∈ ，对任意的 , nPβ γ ∈ ，由引理 4 可知

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )im im , im , im im rβαγ β α γ α≤ ≤ ≤ ，即 ( ),I P n rβαγ ∈ = ，由此可见 ( ),I P n r= 是 nP 的理想。 

反之，设 I 是部分变换半群 nP 的理想，记 ( ){ }max im :r Iα α= ∈ ，则
1

n

s
s r

I J
= +

  =∅ 
 
∩ ∪ ，即

( )
0

,
r

s
s

I J P n r
=

 ⊆ = 
 
∪ 。 

若 r n= ，那么 nI S ≠ ∅∩ ，则存在 nI Sα ∈ ∩ 使得 !
n

n
X nI Sα ε= ∈ ∩ 。对任意 nPα ∈ ，

nX Iα ε α= ∈ 且

nX Iα αε= ∈ ，则 nP I⊆ 。由 I 是部分变换半群 nP 的非空子集可知 nI P⊆ 。易见 nI P= 。 
若 0 1r n≤ ≤ − ，则 rI J ≠ ∅∩ ，即存在 rI Jα ∈ ∩ 。对任意的 rJ Jαβ ∈ = ，由格林 J 关系的定义可知，

存在 , nPσ τ ∈ ，使得 β σατ= 。由 I 是部分变换半群 nP 的理想可知 Iβ ∈ ，即 rJ J Iα = ⊆ ，由引理 2 可知 

( ) ( )
0

,
r

s r
s

P n r J E J I
=

= = ⊆∪ 。综上可知 ( ),I P n r= 。 

引理 6 设 S 是正则半群，则 I 是半群 S 的理想，则 I 是半群 S 的正则子半群。 
证明：由 I 是半群 S 的理想可得 I 是半群 S 的子半群。对任意的 a I S∈ ⊆ ，由 S 的正则性可知存在b S∈

使得 a aba= 。再由 I 是半群 S 的理想可知 bab SIS I∈ ⊆ 。易见 ( ) ( )a aba a aba ba aba a= = = ，即 a 是理想

I 中的正则元，由 a 的任意性可知 I 是半群 S 的正则子半群。 
命题 1 设 0 1r n≤ ≤ − ，则 ( ), ,n r nP P n r S= ∪ 是部分变换半群 nP 的正则子半群。 
证明：对任意的 ,, n rPα β ∈ ，若 , nSα β ∈ ，则 nSαβ ∈ ；若 ( ), ,P n rα β ∈ 或 nSα ∈ ， ( ),P n rβ ∈ 或

https://doi.org/10.12677/pm.2023.136185
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, ,n r nP Sα β∈ ∈ ，由引理 4 可知 ( ),P n rαβ ∈ ，即 ,n rP 是部分变换半群 nP 的子半群。再由引理 5 及引理 6
可知 ,n rP 是部分变换半群 nP 的正则子半群。并且由于对于 nS 而言，它不仅是部分变换半群 nP 的子半群而

且它还是部分变换半群 nP 的子群，则 ( ), ,n r nP P n r S= ∪ 是部分变换半群 nP 的正则子半群。 
类似引理 5 的证明可得如下命题： 
命题 2 设 I 是半群 ,n rP 的非空子集，则 I 是半群 ,n rP 的理想当且仅当存在 { }0,1,2, , 1,s r r∈ −� 使得

( ),I P n s= 或 ,n rI P= 。 
引理 7 设 0 1r n≤ ≤ − ，S 是 ,n rP 的子半群，若 nS S⊆ 且对任意的 rJα ∈ ， [ ]S α ≠∅∩ ，则 ,n rS P= 。 
证明：注意到 [ ]

r
r

J
J

α
α

∈
= ∪ 。则存在 [ ]Sδ α∈ ∩ 以及 [ ]σ α∈ ，则 ~δ σ ，这有 , nSλ µ∈ ，于是σ λδµ= ，

满足有 ,nS Sσ δ∈ ⊆ 。通过 σ 变换本身的任意性就可以有， [ ]
r

r
J

J S
α

α
∈

= ⊆∪ 。于是由引理 2 可得

( ) ( ), r rP n r E J J S= = ⊆ ，从而由 nS S⊆ 可得 ( ) ,, n n rS P n r S P= =∪ 。 

引理 8 设 0 1r n≤ ≤ − ，则 [ ]( ), \n r rN P Jα α= ∈ 是 ,n rP 的极大子半群。 
证明：第一步：证明 N 是半群 ,n rP 的子半群。 
注意到 [ ]

r
r

J
J

α
α

∈
= ∪ 且 [ ] ( ) [ ]( ), \ , 1 \n r n rP S P n r Jα α= −∪ ∪ ，显然存在 [ ], \n rPγ α∈ 。任意取 

[ ],, \n rPδ σ α∈ ，若 [ ],δ σ α∈ ，则 , rJδ σ ∈ 且 ~δσ α 。于是存在 , nSλ µ∈ ，使得 rJδσ λαµ= ∈ 。由

, , rJδ σ δσ ∈ 可得 ( ) ( )ker kerδσ δ= ，从而 ( ) ( )part partδσ δ= ，显然 ~λαµ α 。由引理 3 可得，

( ) ( )part partλαµ α= 。于是 ( ) ( ) ( ) ( )part part part partδ δσ λαµ α= = = ，从而由引理 3 可得 ~δ α ，与

[ ], \n rPδ α∈ 矛盾。因此， [ ], \n rP α 是 ,n rP 的子半群。 
第二步：证明 N 是半群 ,n rP 的极大子半群。 
假设 T 是 ,n rP 的子半群且 [ ], \n rP Tα  ⊂  ，则 nS T⊆ 且 [ ]T α ≠∅∩ ，由引理 7 可得 ,n rS P= 。因此，

[ ], \n rP α 是 ,n rP 的极大子半群。 
引理 9 设 0 1r n≤ ≤ − 且 G 是群 nS 的极大子群，则 ( ),M P n r G= ∪ 是 ,n rP 的极大子半群。 
证明：第一步：证明 M 是半群 ,n rP 的子半群。 
假设对于任意的 , Mα β ∈ ，如果有 , Gα β ∈ ，可得 Gαβ ∈ ；如果有 ( ), ,P n rα β ∈ ，可得 ( ),P n rαβ ∈ ；

如果有 Gα ∈ ， ( ),P n rβ ∈ ，可得 ( ),J P n rβαβ ∈ ⊆ ；如果有 ( ),P n rα ∈ ， Gβ ∈ ，可得 ( ),J P n rααβ ∈ ⊆ ，

即 M 是 ,n rP 的子半群。 
第二步：证明 M 是半群 ,n rP 的极大子半群。 
若存在半群 ,n rP 的子半群 T 使得 ( ) ,, n rM P n r G T P= ⊆ ⊆∪ 。 
如果 ( ),T M P n r G= = ∪ ，对任意的 , \n rP Tγ ∈ ，则 \nS Gγ ∈ 。由 G 是群 nS 的极大子群可知

{ } nG Sγ =∪ ，易见，对任意的 , \n rP Tγ ∈ 有 { } ,n rT Pγ =∪ ，即 ( ),M P n r G= ∪ 是半群 ,n rP 的极大子半

群。 
若 ( ) ,, n rM P n r G T P= ⊂ ⊆∪ ，则 ( )\nT S G ≠ ∅∩ ，一定存在 ( )\nT S Gτ ∈ ∩ 。再由 G 是群 nS 的极大

子群可知 { } nG Sτ =∪ ，即 nS T⊆ 。注意到 ( ),P n r T⊆ ，可得 ,n rP T⊆ 。结合 ,n rT P⊆ 可知 ,n rT P= 矛盾。

综上可得， ( ),M P n r G= ∪ 是 ,n rP 的极大子半群。 
定理 1 的证明：由引理 8 可知对于 [ ]( ), \n r rN P Jα α= ∈ 而言，它是 ,n rP 的极大子半群；而且还可通

过引理 9 可以知道的是 ( ),M P n r G= ∪ 是半群 ,n rP 的极大子半群。反过来，可假设 S 是 ,n rP 的极大子半群，

于是 nS S ≠ ∅∩ (否则， nS S =∅∩ 必有 ( ) , ,,
nn r X n rS P n r P Pε⊆ ⊂ ⊂∪ 。考虑极大子半群的定义可得，半群

S 不是半群 ,n rP 的极大子半群，这就会与 S 是半群 ,n rP 的极大子半群产生矛盾，于是 nS S ≠ ∅∩ )。 
i) 若 nS S⊆ ，则有引理 7 及 S 的极大性可得，变换 rJα ∈ ，有 [ ]S α =∅∩ ，则 
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( ) [ ]( ) [ ],, \ \n n rS S P n r P Nα α⊆ = =∪ ，所以再通过 S 的极大性得到了 [ ], \n rS N P α= = 。 
ii) 若 n nS S S⊂∩ ，令 nG S S= ∩ ，则 G 是半群 nS 的子半群。假设存在 nS 的子半群 *G ，使得 *G G⊂ 。

可以假设 ( )* *,S P n r G= ∪ ，有 *S 是变换半群 ,n rP 的子半群并且还有 *S S⊂ ，因此可以通过 S 的极大性可

以知道 *
,n rS P= ，所以 *

nG S= 。 因此，G 是群 nS 的极大子半群。注意到 ( ) ,, n rS P n r G M P⊆ = ⊂∪ ，再

由引理 9 及 S 的极大性可得 ( ),S M P n r G= = ∪ 。 
引理 10 设 0 1r n≤ ≤ − 且 G 是群 nS 的极大子群，则 ( ),M P n r G= ∪ 是 ,n rP 的正则子半群。 
证明：注意到 ( ), 1 1, 2n n n n n n nP P SP S S P n n J− −= = = −∪ ∪ ∪ 。由引理 5 和引理 6 可知 ( ),P n r 是 ,n rP 的正

则子半群。因为 G 是群 nS 的子群，所以有 G 是 ,n rP 的正则子半群。由此可见 ( ),M P n r G= ∪ 是 ,n rP 的正

则子半群。 
引理 11 设 0 1r n≤ ≤ − ，则 [ ]( ), \n r rN P Jα α= ∈ 是 ,n rP 的正则子半群。 
证明：易知有 [ ] ( ) [ ]( ), \ , 1 \n r n rP S P n r Jα α= −∪ ∪ ，所以 nS 是正则半群。通过引理 6 可得到，

( ), 1P n r − 是正则半群。如果 [ ]\rJ α ≠∅，对于 [ ]\rJγ α∈ ，则 ( )im rα = 。令 

1 2 1 1

1 2 1 1

i i i r

i i i r

A A A A A A
a a a a a a

γ − +

− +

 
=  
 

� �
� �

， 

其中 1 2 ra a a< < <� 。令 

1 2 1 1

1 2 1 1max max max max max max
i i i r

i i i r

B B B B B B
A A A A A A

δ − +

− +

 
=  
 

� �
� �

， 

当中有 i ia B∈ 以及 ( )1i iA B i r= ≤ ≤ ，则必有 γ γδγ= 以及 ( ) ( )part partγ δ= ，通过引理 2 可以知道有

~δ γ ，则 [ ], \n rPδ γ∈ 。由δ γδγ= 可以知道，变换 γ 是正则的变换半群。于是由 γ 的任意性可以有，半

群 [ ], \n rP α 是正则半群。由引理 2，引理 5 及引理 6 易知半群 ,n rP 是正则半群。接下来讨论半群 ,n rP 的极

大正则半群。 
定理 2 设 0 1r n≤ ≤ − ，则半群 ,n rP 的极大子半群和极大正则子半群的结构是相同的。 
证明：由引理 10 及引理 11 可得 M 和 N 都是 ,n rP 的正则子半群，所有说这就能类似于定理 1 的证明

可以知道，半群 ,n rP 的极大子半群都是正则半群。则一定有半群 ,n rP 的极大正则子半群必定是包含在某一

个极大子半群当中。因此，半群 ,n rP 的极大子半群和极大正则子半群是一致的即结构相同。 

3. 总结及展望 

本文针对极大子半群、极大正则子半群的定义以及半群 ( ), ,n r nP P n r S= ∪ 的内部结构特点与性质，完

整的解决了 0 1r n≤ ≤ − 时半群 ( ), ,n r nP P n r S= ∪ 的极大(正则)子半群。进一步，获得了半群 ,n rP 的极大子

半群和极大正则子半群是一致的。本文的研究方法对于其他此结构类型的半群具有一定的借鉴意义。 
本文研究的是半群 ( ), ,n r nP P n r S= ∪ 的极大(正则)子半群，对于当0 2r n≤ ≤ − 时半群 ( ), ,n r nSP V n r S= ∪

的这种结构还待完善，这也是文章中存在的不足之处，因此，在今后的研究中将会对这种情形进行讨论，将

半群 ( ), ,n r nSP V n r S= ∪ 的极大子半群的研究推广与完善。 
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