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摘  要 

过去，关于凸体的随机单纯形体积不等式已经被证明，当 k n1 ≤ < 时，等号成立的充要条件是凸体K是
单位球； k n= 时，等号成立的充要条件是凸体K是中心在原点的椭球。该文证明了对数凹函数的随机单

纯形体积不等式，当 k n1 ≤ < 时，等号成立的充要条件是函数f与它的对称递减重排 f 相等；当 k n= 时，

等号成立的充要条件是 ( ) ( )f x f Ax=  ， ( )A SL n∈ 。 
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Abstract 
In the past, the volume inequality of random simplex on convex bodies has been proved, when 

k n1 ≤ < , the necessary and sufficient conditions for the equality sign to hold are that the convex 
body K is the unit sphere; when k n= , the necessary and sufficient conditions for the equality sign 
to hold are that the convex body K is an ellipsoid with its center at the origin. In this paper, we 
prove the volume inequality of random simplices of log-concave functions, when k n1 ≤ < , the 
necessary and sufficient conditions for the equality sign to hold are that the function f is equal to 
its symmetric decreasing rearrangement f  ; when k n= , the necessary and sufficient conditions 

for the equality sign to hold are that ( ) ( )f x f Ax=  , ( )A SL n∈ . 
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1. 引言 

令 0 1, , , kP P P ，1 k n≤ < 是 n
 中的 1k + 个点，这些点的凸包称为单纯形[1]。用 ( )0 1, , , kP P Pυ  表示

它的 k 维体积。令 ( )1 2, ,: ,i i i inP x x x=  ，则 
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令 0P 是原点 o，可得 
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.                       (2) 

令 [ ): 0, nφ +∞ → 是严格单调的，关于凸体的随机单纯形体积不等式[2]： 

( ) ( )J K J B≥  

当1 k n≤ < 时，等号成立的充要条件是 K B= ；当 k n= 时，等号成立的充要条件是 K 是椭球。其中 

( ) ( )( )10 0 1: , , d, d d
i

k kP K
J P P P P P PK φ υ

∈
= ∫   . 

接下来定义对数凹函数的随机单纯形体积不等式，令 [ ): 0, nφ +∞ → 是严格单调的， [ ]: 0,nf h→ 是

对数凹函数以及 [ ] ( ){ }:n
tf x f x t= ∈ ≥ 是 f 的水平集[3]。定义下面这个积分 

[ ]( ) [ ] ( )( )1 1: , , , d d
i t

o k kt P f
J f o P P P Pφ υ

∈
= ∫   ,                         (3) 

其中 d iP 是 n
 的体积微元，o 是原点。因此就得到 

( ) [ ]( )0
d

h
o o tJ f J f t= ∫ .                                  (4) 

定义积分 

[ ]( ) [ ] ( )( )0 1 0 1: , d d d, ,
i t

k kt P f
J f P P P P P Pφ υ

∈
= ∫   ,                        (5) 

( ) [ ]( )0
d

h

tJ f J f t= ∫ .                                  (6) 
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本文主要证明以下定理： 
定理 1 令 [ ]: 0,nf h→ 是对数凹函数，则 [ ]tf ， [ ]0,t h∈ 是凸体。 f  是 f 的对称递减重排[4]，则 

( ) ( )o oJ f J f≥  , 

如果φ 是严格递增的。如果φ 是严格递减的，则这个不等式的逆向成立。当1 k n≤ < 时，当且仅当 f f= 

时，等号成立。当 k n= ，等号成立的充要条件是 ( ) ( )f x f Ax=  ， ( )A SL n∈ 。 
定理 2 令 [ ]: 0,nf h→ 是对数凹函数，则 [ ]tf ， [ ]0,t h∈ 是凸体。 f  是 f 的对称递减重排，则 

( ) ( )J f J f≥  , 

如果φ 是严格递增的。如果φ 是严格递减的，则这个不等式的逆向成立。当1 k n≤ < 时，当且仅当 f f= 

时，等号成立。当 k n= ，等号成立的充要条件是 ( ) ( )f x f Ax=  ， ( )A SL n∈ 。 

2. 预备知识 

定义 n 维欧氏空间 n
 ，令 K 是 n

 中的凸体。令 u 是单位向量，u⊥是 u 的正交补空间，把 K 上的所

有与u平行的弦平移，使得这些弦的中点落在 u⊥上，所得到的凸体就是K关于u的Steiner对称化 uS K  [5]。
经过一次 Steiner 对称，凸体 K 的体积不变，即 ( ) ( )uV S K V K= 。凸体 K 经过一系列的 Steiner 对称，在

Hausdorff 度量下收敛到一个与 K 同体积的、中心在原点的球。 
当一个非负函数的对数为凹函数时，这个函数称为对数凹函数[6]。定义对数凹函数 

( ): e xf ϕ−= , 

其中 ( ) { }: nxϕ → ∪ +∞  是凸的且 nx∈ 。显然 ( )log f xϕ= − 。 
定义对数凹函数的水平集 

[ ] ( ){ }: :n
tf x f x t= ∈ ≥ , 

那么 [ ]tf 是凸的。 
令 ( )A xχ 是 nA⊂  的特征函数， 

( ) 1  ,
:

0 \ .A n

x A
x

x A
χ

∈
=  ∈ 

  若

 若
 

对于 ( ): 0,nf → +∞ ，我们通过对 f 的水平集做 Steiner 对称化来定义关于 f 的对称递减重排 f  ，即 

( ) [ ] ( )
0

: d
tf

f x x tχ
+∞

= ∫ 
 , 

其中 [ ]tf 
是中心在原点的与 [ ]tf 同体积的球[7]。 

定义函数 f 关于 u 的 Steiner 对称 uS f  [8]： 

( ) [ ] ( )
0

: d
u tu S fS f x x tχ

∞
= ∫ . 

由一连续序列 iu 生成的 Steiner 对称
1ii u uf s s f=  ， if 在 1L 度量下收敛到 f  。 

3. 定理证明 

引理 1 [9] Anderson’s 不等式 令 K 是 n
 中的一个关于原点对称的凸体，令 H 是 n

 中的一个偶的、

非负的、单峰可积的函数，则对于 ny∈ ，有 

( ) ( )d d
K y K

HH x x x x
+

≥∫ ∫ .                                (7) 
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引理 2 [2] 令 K 是 n
 中的一个关于原点对称的凸体，令 I 是 n

 中的一个偶的、可积的函数并且 I
的水平集 ( ){ }:nx I x r∈ ≤ 对所有 r∈是凸的。则对于 ny∈ 有 

( ) ( )d d
K y K

I x x I x x
+

≤∫ ∫ .                                 (8) 

若 I 是 n
 中的一个偶的、可积的函数使得 ( ){ }:nx I x r∈ ≥ 对所有 r∈是凸的，则这个不等式的逆向成

立。 
证 令 0N > ， 

( ) ( ){ }: min ,NI x I x N= , 

因此函数 ( )NN I x− 是非负的，且它的水平集是凸的。 
由引理 1 可得，对于 ny∈ ， 

( )( ) ( )( )d dN NK y K
N I x x N I x x

+
− ≥ −∫ ∫  

成立。因此 

( ) ( )d dN NK y K
I x x I x x

+
≤∫ ∫ . 

当 N →∞时得到(8)式。若 ( ){ }:nx I x r∈ ≥ 对所有 nr∈ 是凸的，则对于 0N > ，令 

( ) ( ){ }: max ,NI x I x N− = − , 

那么函数 NI N− + 是非负的，且它的水平集是凸的。和上面的证明类似，对于 ny∈ 有 

( )( ) ( )( )d dN NK y K
I x N x I x N x− −+

+ ≥ +∫ ∫ . 

当 N →∞得 

( ) ( )d d
K y K

I x x I x x
+

≥∫ ∫ .                                 □ 

定理 1 的证明 假设φ 是严格增的，首先证明对于在任意方向 u 上的 Steiner 对称 uS ，有 

[ ]( ) [ ]( )o u ot tJ s f J f≤                                  (9) 

成立。选择 n
 中的一个坐标系使得 u 是 nx 轴。对于 [ ]i tP f∈ ，令 ( )1 2, ,: ,i i i inP x x x=  ，定义 iP 在 [ ] |tf u⊥

上的投影 iP′。穿过 iP′且平行于 u 的直线，与 [ ]tf 相交的部分是线段，线段的长度记为 il ，线段的中点记 

为 ( ),i iP y′ 。则 [ ]i tP f∈ 就等价于 [ ] |i tP f u⊥′∈ 且
2 2
i i

i in i
l ly x y− ≤ ≤ + 。令 ( )1: , ,n knz x x=  ， 1d : d dn knz x x=  。

令 1 1: , ,
2 2 2 2

k kl ll lC   = − × × −     
 ， ( )1: , , ky y y=  ，那么条件

2 2
i i

i in i
l ly x y− ≤ ≤ + 也可以写作 z y C∈ + 。令 

( ) ( )( )1 1, , , : , , ,k kg P P z o P Pφ υ′ ′ =  , 

那么有 

[ ]( ) ( )[ ] 1, 1|
d d, d, ,

i t
o k kt P f u z y C

J f g P P z P P z⊥′∈ ∈ +
′ ′ ′ ′= ∫   . 

由(2)式可知， ( )1, , , ko P Pυ  是一个关于 z 的偶的凸函数。因为φ 是严格增的，g 是一个偶函数且水

平集{ }:kz g r∈ ≤ 是凸的。由引理 2 知， 

( ) ( )1 1, , , d , d, ,k kz C z y C
g P P z z g P P z z

∈ ∈ +
′ ′ ′ ′≤∫ ∫  . 
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[ ]( )( ) ( )[ ] 1 1| ,
, , d d d,

i t
o u k kt P f u z y C

J s f g P P z P P z⊥′∈ ∈ +
′ ′ ′ ′= ∫   , 

即 

[ ]( )( ) ( )[ ]
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g P P z P P z
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⊥
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=

∫
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不等式(9)成立，再由(4)式可知 

( )( ) [ ]( ) [ ]( ) ( )
0 0

d d
h h

o u o u o ot tJ s f J s f t J f t J f= ≤ =∫ ∫ . 

通过函数的 Steiner 对称，我们知道通过一序列的 Steiner 对称， if f→  ，就有 ( )( ) ( )o u oJ s f J f→  ，

因此 ( ) ( )o oJ f J f≤ 。                                                                      □ 
定理 2 的证明 假设φ 是严格增的，首先证明对于在任意方向 u 上的 Steiner 对称 uS ，有 

[ ]( ) [ ]( )u t tJ s f J f≤                                   (10) 

成立。选择 n
 中的一个坐标系使得 u 是 nx 轴。对于 [ ]i tP f∈ ，令 ( )1 2, ,: ,i i i inP x x x=  ，定义 iP 在 [ ] |tf u⊥

上的投影 iP′。穿过 iP′且平行于 u 的直线，与 [ ]tf 相交的部分是线段，线段的长度记为 il ，线段的中点记 

为 ( ),i iP y′ 。则 [ ]i tP f∈ 就等价于 [ ] |i tP f u⊥′∈ 且
2 2
i i

i in i
l ly x y− ≤ ≤ + 。令 ( )1: , ,n knz x x=  ， 1d : d dn knxz x=  。

令 1 1: , ,
2 2 2 2

k kl ll lC   = − × × −     
 ， ( )1: , , ky y y=  ，那么条件

2 2
i i

i in i
l ly x y− ≤ ≤ + 也可以写作 z y C∈ + 。令 

( ) ( )( )0 1 0 1, , , : , , ,k kP P Pz P P Pψ φ υ′ ′ ′+ =  , 

那么有 

[ ]( ) ( ) ( )[ ] 0 1 0, 1|
, , , d d d

i t
k kt P f u z y C

J f P P P P P Pz zψ⊥′∈ ∈ +
′ ′ ′ ′ ′ ′= + +∫   . 

由(1)式可知， ( )0 1, , , kP P Pυ  是一个关于 z 的偶的凸函数。因为φ 是严格增的，ψ 是一个偶函数且水

平集{ }:kz rψ∈ ≤ 是凸的。由引理 2 知， 

( ) ( )0 1 0 1, , , ,d, , dk kz zC y C
P P P P P Pz z z zψ ψ

∈ ∈ +
′ ′ ′ ′ ′ ′+ ≤ +∫ ∫  . 

[ ]( )( ) ( ) ( )[ ] 0 1, 0 1|
, , d d d,

i t
u k kt P f u z y C

J s f P P P Pz P Pzψ⊥′∈ ∈ +
′ ′ ′ ′ ′ ′= + +∫   , 

即 

[ ]( )( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

[ ]( )

, 0 1 0 1|

0 1 0 1| ,

, , , d d d

d d d, , ,
i t

i t

u k kt P f u z C

k kP f u z y C

t

z z

z z

J s f P P P P P P

P P P P P P

J f

ψ

ψ

⊥

⊥

′∈ ∈

′∈ ∈ +

′ ′ ′ ′ ′ ′= + +

′ ′ ′ ′ ′ ′≤ + +

=

∫

∫

 

   

不等式(10)成立，再由(6)式可知 

( )( ) [ ]( ) [ ]( ) ( )
0 0

d d
h h

u u t tJ s f J s f t J f t J f= ≤ =∫ ∫ . 

通过函数的 Steiner 对称，我们知道通过一序列的 Steiner 对称， if f→  ，就有 ( )( ) ( )uJ s f J f→  ，
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因此 ( ) ( )J f J f≤ 。                                                                       □ 

4. 总结 

通过对函数做对称递减重排和 Steiner 对称，证明了函数上的随机单纯形体积不等式，当1 k n≤ < 时，

等号成立的充要条件是函数 f 与它的对称递减重排 f  相等；当 k n= 时，等号成立的充要条件是

( ) ( )f x f Ax=  ， ( )A SL n∈ 。函数的随机单纯形体积不等式在某种意义下对研究函数几何化有着积极作

用。 
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