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摘  要 

利用已有的结式性质得到了单变元多项式子结式的两个新性质，证明了一种乘积的子结式与两个子结式

的乘积的等量关系式，并且给出了两个子结式互素的充要条件。 
 
关键词 

子结式，互素，单变元多项式 

 
 

The Proof of Two New Properties of  
Subresultants 

Mei Liu*, Weikun Sun 
School of Sciences, Tianjin University of Technology and Education, Tianjin 
 
Received: Jun. 6th, 2023; accepted: Jul. 10th, 2023; published: Jul. 17th, 2023 

 
 

 
Abstract 
Using the existing properties of resultants, the authors get two new properties of subresultants of 
univariate polynomials, which show that an equal relationship between the subresultants of 
product and the product of two subresultants and give a necessary and sufficient condition for the 
two subresultants to be relatively prime. 
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1. 引言 

子结式是由 Burside 和 Panton 在结式的基础上首先提出的概念，求两个单变元多项式的最大公因式

是计算代数和几何中的基本问题，在科学和工程中有着广泛的应用。人们对子结式的基础理论和应用进

行了广泛的研究，比如在文献[1]中作者给出了子结式的一种比经典子结式更简洁的定义，这为子结式的

性质证明提供了更好的方法。在文献[2]中作者介绍了子结式的一些性质，利用约化多项式余式序列产生

的一些结果来提供计算子结式的新算法。Hong 和杨静[3]将两个多项式的子结式推广到多个多项式的情形，

给出了多个多项式子结式的构造方法，为求解多个多项式的最大公因式问题提供了新的理论依据和研究

方向。王东明，夏壁灿，李子明[4]在第三章介绍了结式和子结式的一些性质，利用综合分析，反证法等

方法进行了证明，并通过例题来说明结式的应用。 
本文讨论多项式子结式的两个新性质。先给出[1]中的一个定理和命题，通过该定理和命题我们得出

子结式的两个新性质，并通过例子加以说明，最后对这两个新性质进行详细的证明。 
首先，我们给出结式和子结式的定义。 
定义 1.1 设 K 是一个域， ( ) ( ) [ ],F x G x K x∈ ， 

( ) 1
0 1 1

m m
m mF x a x a x a x a−
−= + + + +  

( ) 1
0 1 1

n n
n nG x b x b x b x b−
−= + + + +  

其中 0 0, 0ba ≠ ， 0m n≥ > ，则称以下矩阵为 Sylvester 矩阵，记为 ( ),Syl F G ： 

( )

0 1

0 1

0 1
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0 1
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( ),Syl F G 的行列式称为多项式 ( )F x ， ( )G x 的结式，记为 ( ),res F G 。 
对 ( ),Syl F G 进行删除行和列的操作：删除 ( ),Syl F G 中 n 行 F 系数中的最后 j 行和 m 行 G 系数中的

最后 j 行，然后删除 ( ),Syl F G 的最后 2 1j + 列，但保留第m n i j+ − − 列，这样所得到的子矩阵记为 ijS ，

这里 0 i j n≤ ≤ < 。 
定义 1.2 对 0 j n≤ < ，称多项式 

( ) ( )
0

, det
j

i
j ij

i
subres F G S x

=

= ∑  

为 F 和 G 关于 x 的第 j 个子结式。 

2. 主要结论 

先给出文献[1]中的一个定理和一个命题。 
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定理 2.1 设 ( )F x 和 ( )G x 是 [ ]K x 上如定义 1.1 所示的单变元多项式，且 0m n≥ > ，则 F 和 G 关于 x
的第 j 个子结式 

( ) ( ) ( ) ( )( )11 det ,0j m j
j jsubres x M x j n− += − ≤ <  

其中 ( )jM x 为 ( ) ( )m n j m n j+ − × + − 阶矩阵， 

( )

0 1 2

0 1 2

0 1 2

0 1 2
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，其中 0 j n≤ < 。 

命题 2.2 设 K 是一个域， ( ) ( )1
0 1 1 0, 0n n

n nG x b x b x b x b b−
−= + + + + ≠ 是 [ ]K x 上的单变元多项式，则对

任意的m n> ，有 

( )( ) ( ) 1
0det 1 mn m n

nM x b G− −= − . 

其中 ( )
0 1 2

0 1 2

1

1
n

n

n
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x
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基于如上的定理 2.1 和命题 2.2，我们得到了以下两个结论。 
定理 2.3 设 K 是一个域， ( ) ( ) ( ), ,F x G x V x 是 [ ]K x 上首项系数分别为 0 0 0, ,a b c 的单变元多项式，

0 0 0 0a b c ≠ ， ( )( )deg 1F x m= ≥ ， ( )( )deg 1G x n= ≥ ， ( )( )deg 1V x t= ≥ ，且 , ,m n t 满足 1m n t> + + ，则 

( ) ( ) ( )0 0, , ,t n
n t n tsubres F VG b c subres F G subres F V− −
+ =  

定理 2.4 设 K 是一个域， ( )F x 和 ( )G x 是 [ ]K x 上如定义 1.1 所示的单变元多项式，若 1m n> + ，且

存在 20 ,r K s ≥≠ ∈ ∈ ，使得 ( ) ( ) ( ) 0sH x G x rx F x= + ≠ 。 
则 ( ) ( )( ),msubres H x F x 与 ( ) ( )( ),nsubres F x G x 互素的充要条件是 ( )F x 与 ( )G x 互素。 
下面我们举例来加以说明定理 2.3 和定理 2.4： 
例 2.5 设 K 是一个域， ( ) ( ) ( ), ,F x G x V x 是 [ ]K x 上首项系数分别为 0 0 0, ,a b c 的单变元多项式，

0 0 0 0a b c ≠ . 

( )

( )

( )

7 6 5 4 3 2
0 1 2 3 4 5 6 7

3 2
0 1 2 3

2
0 1 2

F x a x a x a x a x a x a x a x a

G x b x b x b x b

V x c x c x c

= + + + + + + +

= + + +

= + +

 

则由定理 2.1 和命题 2.2 知 
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( ) ( )7 5 1
5 0 0 0 0,subres F VG b c VG b c VG− −= =  

( ) 7 3 1 3
3 0 0,subres F G b G b G− −= =  

( ) 7 2 1 4
2 0 0,subres F V c V c V− −= =  

所以 ( ) ( ) ( )2 3
5 0 0 3 2, , ,subres F VG b c subres F G subres F V− −= 。 

取 1, 2r s= = ，则 ( ) ( ) ( )2 0H x G x x F x= + ≠ ，且 ( )( )deg 9H x = 。 
所以根据定理 2.1 和命题 2.2 知 

( ) ( )( ) ( ) ( )9 7 1
7 0 0,subres H x F x a F x a F x− −= =  

( ) ( )( ) ( ) ( )7 3 1 3
3 0 0,subres F x G x b G x b G x− −= =  

所以 ( ) ( )( )7 ,subres H x F x 与 ( ) ( )( )3 ,subres F x G x 互素的充要条件是 ( )F x 与 ( )G x 互素。 
定理 2.3 和定理 2.4 给出了子结式的两个比较重要的性质，定理 2.3 将一种乘积的子结式与两个子结

式的乘积进行转化，它在一定程度上简化了子结式的计算，比如当我们遇到两个可分解的且次数比较高

的多项式时，如果对其直接求子结式，涉及的计算量会很大，但采用定理 2.3 结论，我们对所求子结式

转化成两个低次数的子结式的乘积，这样可以比较容易求出多项式的子结式，减少计算量。定理 2.4 给

出两个子结式互素的充要条件，这使得对求解两个单变元多项式的最大公因式提供了更好的理论支撑和

更加系统的算法。 

3. 定理和命题的证明 

李永彬[1]给出了子结式的一种新定义，利用矩阵初等变换以及行列式的性质证明了新定义的子结式

与经典子结式定义的等价关系。下面命题 2.2 主要采用这种方法进行证明。关剑成，刘金旺[5]利用分析

综合方法证明了交换环上一种乘积的结式等于结式的乘积以及结式为零的一个充分条件，因此对于定理

2.3 和定理 2.4 的证明，我们采取类似的方法。 
命题 2.2 的证明。 
证明：将 ( )( )det nM x 按第一列展开得 

( )( ) ( )1 1
0

0 1

0 1

1

1
det 1

1

n
n

n

n

x
n

x
M x b

b b b
m n

b b b

+ +

−


− 

= −

 − −



 



   



 

由于 ( )( )det nM x 的余子式
0 1

0 1

1

1

2
n

n

x
n

x
b b b

m n
b b b

−
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 − −



 



   



与 ( )( )det nM x 有相似的结构，因此对其余

子式再按第一列展开得 
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原式 ( ) ( )2 2 2
0
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依次对后面产生的余子式按同样的方法展开，我们得到 

( )( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
( )

1 2 1
0
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1 2 2 3 1 2 21
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b b x b x b

b G

− − + − −
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= − −
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= − + + +
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定理 2.3 的证明。 
证明：因为 1m n t> + + ，所以结合定理 2.1 和命题 2.2 可以得到 

( ) ( ) 1
0 0, m n t

n tsubres F VG b c VG− − −
+ =  

( ) 1
0, m n

nsubres F G b G− −=  

( ) 1
0, m t

tsubres F V c V− −=  

所以 ( ) 1
0 0,t m n t

nb subres F G b G− − − −= ， ( ) 1
0 0,n m n t

tc subres F V c V− − − −= 。 
从而 

( ) ( )

( ) ( )

1
0 0

1 1
0 0

0 0

,

, ,

m n t
n t

m n t m n t

t n
n t

subres F VG b c VG

b c VG

b c subres F G subres F V

− − −
+

− − − − − −

− −

=

=

=

 

利用定理 2.3，当 1
2

n

i
i

d d
=

> ∑ 时，我们有 

( )

( ) ( )

( )

1

2 1

1

1 1 1
2 2

2

1 1 1 1
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1
2

, , ,

, , ,
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n n
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n n

p i p i k n
i i

n

p i k n k n
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k i
i
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subres F F
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∏ ∏

∏

∏



 

其中
2

n

i
i

p k
=

= ∑ ， 1 2, , , nF F F 是 [ ]K x 上首项系数都为 1 的单变元多项式， 1 2, , , nd d d 分别为 1 2, , , nF F F 的

次数。 
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定理 2.4 的证明。 
证明：充分性 由于 ( )( )deg 1H x s m m= + > + ，所以结合定理 2.1 和命题 2.2 得 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1
0, ,s s

m msubres H x F x subres G x rx F x F x a F x−= + =  

( ) ( )( ) ( )1
0, m n

nsubres F x G x b G x− −=  

因为 ( )F x 与 ( )G x 互素，所以存在 ( ) ( ) [ ]1 1,u x v x K x∈ ，使得 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1u x F x v x G x+ =  

所以 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1
0 0 1 0 0 1 0 0
s m n s m n s m na b u x F x a b v x G x a b− − − − − − − − −+ = 。 

把 ( ) ( )( ) ( )1
0, s

msubres H x F x a F x−= ， ( ) ( )( ) ( )1
0, m n

nsubres F x G x b G x− −= 代入上式得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1
0 1 0 1 0 0, ,m n s s m n

m nb u x subres H x F x a v x subres F x G x a b− − − − − −+ =  

从而
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1

1 1
0 0

, , 1m ns m n

u x v x
subres H x F x subres F x G x

a b− − −+ = 。 

所以 ( ) ( )( ),msubres H x F x 与 ( ) ( )( ),nsubres F x G x 互素。 
必要性 因为 ( ) ( )( ),msubres H x F x 与 ( ) ( )( ),nsubres F x G x 互素，所以 
存在 ( ) ( ) [ ],u x v x K x∈ ，使得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), , 1m nu x subres H x F x v x subres F x G x⋅ + ⋅ =  

由于 ( )( )deg 1H x s m m= + > + ，所以结合定理 2.1 和命题 2.2 得 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1
0, ,s s

m msubres H x F x subres G x rx F x F x a F x−= + =  

( ) ( )( ) ( )1
0, m n

nsubres F x G x b G x− −=  

从而 ( ) ( ) ( ) ( )1 1
0 0 1s m na u x F x b v x G x− − −⋅ + ⋅ = 。 

所以 ( )F x 与 ( )G x 互素。 

4. 总结与展望 

对于子结式的性质目前还有大量的问题需要解决。当两个单变元多项式的次数满足合适的大小关系

时，我们可以利用已有的结式的性质进一步得到子结式的新性质。文中证明了一种乘积的子结式与两个

子结式的乘积的等量关系式以及两个子结式互素的充要条件。然而，定理 2.3 给出的等量关系式具有一

定的局限性，比如把域改为环，我们不能保证在该环中某些元素是否存在逆元，这会导致结论不一定成

立。定理 2.4 给出两个子结式的充要条件，由于子结式也是多项式，所以我们可以利用两个单变元多项

式互素的充要条件[6]进一步得出结论。但是定理 2.4 的结论只是对于由多项式次数决定的子结式才成立，

比如对于该定理中多项式 ( )H x ， ( )F x 的子结式必须是第 m 个子结式，m 就是 ( )F x 的次数，换成其它的

子结式结论可能会不成立。对于两个多项式下的任意子结式，目前还没有好的方法讨论它们的互素条件。 
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