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摘  要 

本文对一种以广义二项分布的概率密度函数作为基函数构造的广义Bezier型算子性质进行研究，得到了

这类算子在单调性、凸性、星形性、半可加性和光滑性等方面的保形性质。最后，通过具体数值实例验

证新方法的有效性及灵活性。 
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Abstract 
In this paper, we study the properties of a kind of Bezier type operators constructed with the 
probability density function of a generalized binomial distribution as the basis functions, and ob-
tain the shape preserving properties of this kind of operator concerning monotonicity, convexity, 
starlikeness, semi-additivity, and smoothness. Finally, through specific numerical examples, we 
verify the effectiveness and flexibility of the new method. 
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1. 引言 

用 Bernstein 基函数构造 Bezier 曲线是计算机辅助几何设计中经典的方法[1]-[8]，其原因是 Bernstein
基函数具有良好的保形性质，而这些基函数与来自二项分布的概率密度函数密不可分，所以，概率密度

函数在曲线曲面设计中得到重要运用。文献[9]中，Goldman 研究了负二项分布所构建的 Bezier 曲线的性

质，在文献[10]中，Goldman 和 Morin 将泊松分布用于解析函数的几何重构。所以，CAGD 领域的一些

学者将二项分布进行推广，得到了新的基函数，从而得到了具有特别重要实用价值的算子。在众多广义

分布中寻找合适的且计算量不大的概率密度函数具有重大意义。1993 年，Madsen 引入了一种具有用于

CAGD 几何造型潜力的密度函数[11]。2020 年，杨军等人在此基础上又将密度函数的形式进行变形，进

而得到了一种广义 Bezier 算子，该算子定义如下[12]： 

( ) ( ), ,
0

; ,
n

n k n
k

kB f x f b x
nα α

=

 =  
 

∑ ， 

其中基函数定义为： 

( ) ( ) ( ) ( ),
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k n

k n
b x x x x x

n k k
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注 1. 当 n k< 时，规定 0
n
k
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；当 k n> 或 0k < 时，规定 ( ), , 0k nb xα = 。 

注 2. 当 0α = 时，该算子退化为经典 Bernstein 算子 ( ) ( ),0
0

; 1
n n kk

n
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nkB f x f x x
kn

−

=

  = −  
  

∑ 。 

该算子也可以表示为： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ),
0

; 1 0 1 1 1
n n kk

n
k

nkB f x f x f x f x x
knα α α −

=

   = + − + − −      
∑ 。             (1) 

在文献[12]中，杨军等人证明了该广义 Bezier 曲线具有经典 Bezier 曲线的几何不变性，通过分析导

出了该类曲线的广义 de Casteljau 算法，从而得出可用于离散造型的细分算法。在此基础上，我们将研究

该广义 Bezier 算子的保形性质。本文结构如下：首先在第二节中，我们介绍有关定理证明所需的一些引

理，即引理 2.1~2.3。第三节，证明该算子在单调性、凸性、星形性和半可加性等方面的保形性质。第四

节，给出了有关光滑性定理的证明。第五节，通过具体函数给出数值实验，进一步验证新方法的有效性。 

2. 所需引理 

引理 2.1. 
1) ( ), 1; 1nB xα = ； 
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2) ( ), ;nB t x xα = 。 
证明：由(1)式， 

1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
0

1; 1 1 1 1 1
n n kk

n
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kα α α α α−

=

 
 = + − + − − = + − =  
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; 0 1 1 1 1
n n kk
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knα α α α α−
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引理 2.2. [13]对任何连续模 ( ) 0tω ≡/ ，存在上凸连续模 ( )tω ，使得对 0t > ，有 ( ) ( ) ( )2t t tω ω ω≤ < ，

其中常数 2 不能再减小，其中 ( )tω 定义如下：如果 ( )tω 是连续的，非减的，下半可加的，且
 ( ) ( )

0
lim 0 0
t

tω ω
+→

= = ，则称 ( )tω 是连续模。 
引理 2.3. [1]设 ( ){ };nL f x 是 ( )C I 到自身的线性正算子列，I 是有限或无穷区间，且 ( )1; 1nL x = ，

( );n nL t x C x= ， 0 1nC≤ ≤ ，若 ( )g x 是 I 上的上凸、单调递增、连续函数，则有 ( ) ( );nL g x g x≤ 。 

3. 有关保形的定理 

首先，我们给出函数有关的几何性质的概念。 
设函数 ( )f x 的定义域为 [ ]0,1I = 。 
定义 3.1. (单调性) 1 2,x x I∀ ∈ ， 1 2x x< ，若 ( ) ( )1 2f x f x≤ ，则称 ( )f x 在 I 上单调递增；若 ( ) ( )1 2f x f x≥ ，

则称 ( )f x 在 I 上单调递减。 
注 3. 若 ( )f x′ 存在，则 ( )f x 单调递增 ( ) 0f x′⇔ ≥ ； ( )f x 单调递减 ( ) 0f x′⇔ ≤ 。 
函数的单调性在理论上可以解决不等式的证明，求最值，方程解的唯一性等问题。 
定义 3.2. (凸性) 0 1λ∀ ≤ ≤ ， 1 2,x x I∈ ，若 ( )( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 21 1f x x f x f xλ λ λ λ+ − ≤ + − ，则称 ( )f x 在 I

上为下凸函数；若 ( )( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 21 1f x x f x f xλ λ λ λ+ − ≥ + − ，则称 ( )f x 在 I 上为上凸函数。 
注 4. 若 ( )f x′′ 存在，则 ( )f x 为 I 上为下凸函数 ( ) 0f x′′⇔ ≥ ； ( )f x 为 I 上为上凸函数 ( ) 0f x′′⇔ ≤ 。 
函数的凸性在解决极值，经济学，博弈论，运筹学，优化理论等领域的问题方面发挥了广泛而重要

的作用。 
定义 3.3. (星形性)若 ( )f x 非负连续， ( )1x f x− 是 ( ]0,1 上不增(或不减)函数且 ( )0 0f = ，则称 ( )f x 是

关于原点的星形函数。 
注 5. 星形的定义也可为：设 ( )f x 非负连续， ( ]0,1x∀ ∈ ， 0 1λ≤ ≤ ，有 ( ) ( )( )f x f xλ λ≥ ≤或 。 
定义 3.4. (半可加性 ) 1 2,x x I∀ ∈ ，若 ( ) ( ) ( )1 2 1 2f x x f x f x+ ≤ + ，则称 ( )f x 是下半可加的；若

( ) ( ) ( )1 2 1 2f x x f x f x+ ≥ + ，则称 ( )f x 是上半可加的。 
函数这些保形性质，彼此之间相互独立，它们对曲线曲面保形重构拟合至关重要。 
定理 3.1. (单调性)若 ( )f x 在 [ ]0,1 上单调递增(或减)，则对一切 n N∈ ， ( ), ;nB f xα 在 [ ]0,1 上也单调递

增(或减)。 

证明：因为 ( ) ( )1
1

1
n n n

k n n k
k k k

−     
+ = = −     +     

，由(1)式，我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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11 0 1 1 1 ,
1
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α α

−− − −−

= =
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       ′  = − + − − − − −                
    +    = − + − + − − −         +        

∑ ∑

∑
  (2) 

若 ( )f x 在 [ ]0,1 上单调递增，由(2)式知 ( ), ; 0nB f xα′ ≥ ，所以 ( ), ;nB f xα 在 [ ]0,1 上单调递增； 
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若 ( )f x 在 [ ]0,1 上单调递减，由(2)式知 ( ), ; 0nB f xα′ ≤ ，所以 ( ), ;nB f xα 在 [ ]0,1 上单调递减。 
定理 3.2. (凸性)若 ( )f x 在 [ ]0,1 上下凸(或上凸)，则对一切 n N∈ ， ( ), ;nB f xα 在 [ ]0,1 上也下凸(或上凸)。 
证明：由于 

( ) ( ) ( )1 2 1
1 1 1

1
n n n

k n n k
k k k
− − −     

+ = − = − −     +     
， 

在(2)式基础上继续求导， 
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2 2

0

2 12 1 .
n n kk
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k k kf f f x x
n n n

−
− −

=

 + +      − + −       
        

∑

 

若 ( )f x 在 [ ]0,1 上下凸，则 ( ), ; 0nB f xα′′ ≥ ，所以 ( ), ;nB f xα 在 [ ]0,1 上下凸； 
若 ( )f x 在 [ ]0,1 上上凸，则 ( ), ; 0nB f xα′′ ≤ ，所以 ( ), ;nB f xα 在 [ ]0,1 上上凸。 
定理 3.3. (星形性)若 ( )f x 是关于原点的星形函数，则对一切 n N∈ ， ( ), ;nB f xα 也是关于原点的星形

函数。 
证明： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
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0
; 1 0 0 1 1
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对上式求导，得 
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若 ( )1x f x− 不增，则
2 1 0

2 1
k n k nf f

n k n k
+ +   − ≤   + +   

，即 ( )( )1
,

d ; 0
d nx B f x

x α
− ≤ ，所以 ( )1

, ;nx B f xα
− 不

增。 
注 6. 若 ( )1x f x− 不减时， ( )1

, ;nx B f xα
− 也不减的情况同理可证。 

定理 3.4. (半可加性)若 ( )f x 是下半可加且 ( )0 0f = ，则对一切 n N∈ ， ( ), ;nB f xα 也是下半可加的。 
证明： [ ], 0,1x y∀ ∈ ，由(1)式， 
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令 K k j= − ，则 k K j= + ， 
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      + + − + − −          
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∑

 

即 ( ) ( ) ( ), , ,; ; ;n n nB f x y B f x B f yα α α+ ≤ + ，下半可加性得证。 

注 7. 若 ( )f x 是上半可加且 ( )0 0f = 时， ( ), ;nB f xα 也是上半可加的情况同理可证。 

4. 光滑性 

对于 0t > ，记 ( ) ( ) ( ) [ ]{ }; : , , 0,1f t sup f x f y x y t x yω = − − < ∈ 为 ( )f x 的连续模[13]。 
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定理 4.1. 对一切 n N∈ ， 0h > ，若 ( ) [ ]0,1f x C∈ ，则有 ( ) ( ), ,; ;n nB h B hα αω ω≤ 。 
证明：由于 
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定理 4.2. 若 ( ) ( ) ( ){ }: ;f H A f f x A xω ω ω∈ = ≤ ，则 ( ) ( ), ; 2nB f x H Aα ω∈ ， n N∀ ∈ 。 
证明： [ ]1 2, 0,1x x∀ ∈ 且 1 2x x> ， n N∀ ∈ ，类似于定理 4.1 证明过程中的讨论， 
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注 8. 这里我们使用了引理 2.1~2.3。 
定理 4.3. 若 ( )tω 是连续模函数，则对一切 n N∈ ， ( ), ;nB xα ω 也是 [ ]0,1 上的连续模函数。 
证明：由 ( )tω 是连续模函数可知， ( )tω 在原点函数值为零，且具有下半可加性、单调递增性，所以

( ), ;nB xα ω 也具有下半可加性、单调递增性、连续性。又 ( ) ( ) ( ), ,0
; ;0 0 0lim n nt

B t Bα αω ω ω+→
= = = 。综上所

述， ( ), ;nB xα ω 也是 [ ]0,1 上的连续模函数。 

5. 数值实验 

由于本文讨论的广义 Bezier 算子中含有一个参数 α，它可以对曲线的形状进行调控，从而使该类算
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子在 CAGD 领域具有应用潜力。对一些没有凸包性要求的情况，参数 α 有更大的取值范围，比如说，α
可取负数，我们从模拟图中可以看到逼近的效果(见图 1~4)。 

下面分别取 ( ) ( )1
11
2

f x x x x = − − 
 

(见图 1、图 2)， ( ) ( )2 1 sinf x x= − π (见图 3、图 4)，进行测试。 

 

 
Figure 1. Estimate of the function ( )1f x , 0.5α = , 10,15,100n =  
图 1. ( )1f x 的逼近情况， 0.5α = ， 10,15,100n =  

 
 

 
Figure 2. Estimate of the function ( )1f x , 5n = , 0,0.5, 0.5, 1α = − −  
图 2. ( )1f x 的逼近情况， 5n = , 0,0.5, 0.5, 1α = − −  
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Figure 3. Estimate of the function ( )2f x , 0.5α = , 10,15,100n =  
图 3. ( )2f x 的逼近情况， 0.5α = ， 10,15,100n =  

 

 
Figure 4. Estimate of the function ( )2f x , 5n = , 0,0.5, 0.5, 1α = − −  
图 4. ( )2f x 的逼近情况, 5n = , 0,0.5, 0.5, 1α = − −  
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