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摘  要 

在复双曲空间中的测地管道上，有由结构张量诱导的Sasakian磁场。带电粒子在Sasakian磁场中运动会

产生具有零结构扭转的轨道。本文研究了它们在测地管道上单位切丛上的磁流，并证明了它们是彼此光

滑一致的。 
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Abstract 
In the geodesic pipeline in the complex hyperbolic space, there is a Sasakian magnetic field in-
duced by the structural tensor, and the charged particles move in the Sasakian magnetic field to 
produce an orbit with zero structural torsion. In this paper, we study their magnetic flows on the 
geodesic pipeline and show that they are smooth and consistent with each other. 
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1. 引言 

在复双曲空间中的每个测地管道上都有无数个由环境空间上的复结构诱导的几乎接触度量结构，利

用这种结构诱导的正则闭 2-形，可以定义这个测地管道上的磁场，称为 Sasakian 磁场或接触磁场。正如

测地线给出的测地流一样，带电粒子在磁场作用下的轨道中获得了单位切丛上的磁流。即磁场的轨道在

单位切丛上诱导动力系统，为了描述这个动力系统的一些几何性质，本文考虑了具有零结构扭转的轨道

并进一步将其限制在复双曲空间中的测地管道上研究了两个磁流之间的关系。在文献[1]中 T Adachi 研究

了单位带电粒子在 Kähler 磁场作用下形成轨道的性质，得出了 Kähler 磁流的性质依赖于磁力的大小。由

于 Kähler 流形是实偶数维的，所以找出一些实奇数维流形上的自然磁场并阐明它们的一些性质是一项有

趣的研究。鉴于此本文选择了 Kähler 流形的实超曲面和一个由 Kähler 形式在环境空间上诱导的 Sasakian 
磁场。 

为了研究奇数维流形上的磁场，在文献[2]中 Ikawa 选择了一类齐次几乎 Sasakian 流形，并对其接触

度量结构诱导的磁场进行了开创性的研究。在文献[3]中 Maeda 和 T Adachi 研究 A 形超曲面上的所有测

地线并对其闭合性进行了研究。在文献[4]中 T Adachi 等人研究了非平坦复空间形的 A 型实超曲面上

Sasakian 磁场的轨道，得到了轨道为圆形的情况。它们研究的对象都是一般的轨道，本文是在 Kähler 流
形的实超曲面上针对具有零结构扭转的轨道进行研究并且进一步研究了两种磁流之间的关系。本文主要

是以复双曲空间中的测地管道作为载体去研究具有零结构扭转的轨道，因为通过复双曲空间中的测地管

道可以实现 Sasakian 空间形，所以本文的想法是按照复空间形中研究 Kähler 磁场轨道的方法在管道上考

察 Sasakian 磁场的轨道，由于复双曲空间中的测地管道是具有恒定结构扭转的流形，它可以看作是

Sasakian空间形的一类特殊流形，所以借助此类流形去研究具有零结构扭转的轨道具有十分重要的意义。

通过本文的研究不仅可以提供关于复空间形上阶为 4 的 Killing 螺旋的模空间的信息而且进一步完善了奇

数维流形的理论体系，同时也为下一步研究四元 Kähler 流形提供了新的思路。 

2. Sasakian 磁场 

定义 1 ([5])： ( ), , ,M J 是具有复结构的 Kähler 流形，M 是 Kähler 流形的实超曲面，在 M 上对任意

的切向量 , ,pv w T M p M∈ ∀ ∈ ，由复结构 J诱导的接触度量结构 ( ), , , ,φ ξ η 满足 ( )2v v v= − +φ η ξ ， ( ) 0=φ ξ ，

( ) 1=η ξ ， ( ) ( ), ,v w v w v w= −φ φ η η 时，此流形称为 contact 度量流形，这里的 , , , ,φ ξ η 分别是张量场，

向量场，一阶形式和黎曼度量。进一步，当接触度量结构满足 ( ) ( ),v w v w w v∇ = −φ ξ η 时，contact 度量

流形称为 Sasakian 流形。 
在 Sasakian 流形上有自然的闭二形 Fφ ，满足式子 ( ), ,F u v v v=φ φ ，其中 , pu v T M∈ ，在 p M∀ ∈ 。 
引理 1：Kähler 流形中的实超曲面上的正则 2 形式 Fφ 是闭 2 形 
证明：通过直接计算有 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

, , , ,
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, ,
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( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), , , , , 0X Y ZdF X Y Z F Y Z F X Z F X Y= ∇ − ∇ − ∇ =φ φ φ φ  

证毕 
所以由引理 1 说明了 Kähler 流形中的实超曲面上的正则 2 形式是磁场，所以定义 kF kF= φ 为 Sasakian

磁场，在 Sasakian 流形上，以弧长为参数的曲线 γ 满足 k∇ =


 γ γ φγ 时称为 Sasakian 磁场 kF 的轨道，这与

Kähler 磁场的轨道方程很类似，即如果 γ 满足式子 kJ∇ =




 

 

γ γ γ 则称 γ 为 Kähler 磁场 JkB 的轨道([6])，有

1J =γ 且 ( )J k∇ = −




 

 

γ γ γ 可知 Kähler 磁场的轨道受力均匀， Sasakian 磁场 kF 的轨道满足式子

( )21= − φγ η γ ，可知 Sasakian 磁场 kF 的轨道不一定是圆，因为由式子
21 ,k∇ = −



 γ γ γ ξ 可知 kF 的

力不一定是均匀的。所以研究实超曲面上正则磁场的轨道并不容易。为了测量 Sasakian 流形中实超曲面

上 kF 作用在其轨迹 γ 上的力，定义 γ 的结构扭转为 ,= γρ γ ξ ，角度 1cos− γρ 称为 γ 的接触角，当 1= ±γρ

时，它是测地线， 0=γρ 时，称轨道 γ 是具有零结构扭转的轨道，注意到沿着 γ 的结构扭转通常不是常

数，所有由 , ,v w v w= −φ φ 可求得其微分如下 

( )1, , , , ,
2

k A A A A′ = ∇ = + = = −


       γ γρ γ ξ φγ ξ γ φ γ γ φ γ γ φ φ γ 。 

显然通常而言沿轨道 γ 的结构扭转不是常数。因此为了研究零结构扭转轨道的性质，下面引进引理 2。 
引理 2 ([7])： kF 是 Kähler 流形的测地管道上的 Sasakian 磁场，则所有轨道都具有恒定的结构扭转，

当且仅当形状算子 A 和结构张量φ 可同时对角化。 
由引理 2 可知为了研究复双曲空间中给定测地管道上的两个磁流之间的关系，因此借助测地管道为

载体进一步研究其上两个磁流的关系。因为测地管道可被看作是 Sasakian 空间形的一种特殊的流形，其

上的形状算子和特征向量可以同时对角化。所以对于测地管道上 Sasakian 磁场的任何轨道其结构扭转都

为常数。 
为了研究复双曲空间中测地管道上的具有零结构扭转的轨道，现在给出一些基本符号([8])。 

{ } { }2 1 1 1
1 , 1 1n n nH z C z z z C z+ + += ∈ = − = ∈ = − ，用单位圆 { }1 1S C= ∈ =λ λ 作用在 2 1

1
nH + 上即

( )0 1, , , nz z z z z⋅ = = λ λ λ λ λ 用 nCH 表示 2 1
1

nH + 的商空间 2 1 1
1

nH S+ ，称为 n 维复双曲空间，取复空间 1nC + 上

的埃尔米特形 , ，定义为 0 0 1 1, n nz w z w z w z w= − + + + ，这里 

( ) ( ) 1
0 1 0 1, , , , , , , n

n nz z z z w w w w C += = ∈  定义 anti-de Sitter 空间的映射为 ( )2 1
1: 4n nH CH+ → −ϖ ，anti-de 

Sitter空间在 z处的切空间定义为 ( ) { }{ }2 1 1
1 , Re , 0n n

zT H z u z C z u+ += ∈ × = 现在将其分解为与映射ϖ 有关

的水平和垂直的子空间即 2 1
1

n
zT H + = ⊕   其中 ( ){ }2 1

1, , 0n
zz u T H z u+= ∈ = ，

 ( ){ }2 1
1, 1 n

zz az T H a R+= − ∈ ∈ ， ( )4nCH − 中的管道 ( )B T r= 它的逆映射定义为 ( )( )1B̂ T r−=ϖ 切空间定

义为 ˆ
zT B，定义切丛 { }0T B v TB v= ∈ ⊥ξ 的水平抬升为 { }0 ˆˆ ˆT B v TB v= ∈ ⊥ξ 。 

3. 测地管道 

半径为 r 的围绕全测地线 ( )1 ;nM c C− 周围的管道 ( )T r 称为测地管道，它是 A1型其中 r 满足 r c<π ，

注意当 0c > 时，在 ( )nCP c 中围绕在 ( )1nCP c− 的管道与测地球一致，A 型超曲面要么是 A1 型要么是 A0

型否则为 A2 型，而 A1 或 A0 型又称作φ -截面曲率为常数 K 的单连通完备 Sasakian 空间形，A 型超曲面

是 Hopf 超曲面，其形状算子与特征张量可同时对角化，所以由引理 2 可知测地管道是研究 Sasakian 磁场

最自然的超曲面，在测地管道上 Sasakian 磁场中所有的轨道都具有恒定的结构扭转，所以研究结构扭转

是一个非常重要的特征([8])。 
测地管道上带电粒子在 Sasakian 磁场作用下会形成无数条轨道，为了研究它们之间的关系引进引理

3。 
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引理 3 ([9])： iγ 是复双曲空间形中测地管道上的正则磁场
ikF 的轨道，两个轨道 iγ 彼此一致当且仅当

以下条件成立。 

1 2
1= =γ γρ ρ ， 

1 2
0= =γ γρ ρ 且 1 2k k= ， 

1 2
0 1< = <γ γρ ρ 且

1 21 2k k=γ γρ ρ 。 

证明：因为 M 的等距映射ϕ 在 ( );nM c C 里是等变的，可发现 ( ) ( )x xd = ± ϕϕ ξ ξ ，因此等距映射ϕ 保留

了轨道的结构扭转的绝对值。另一方面，分别取正交于 xξ 和 yξ 的单位切向量 xu T M∈ 和 yv T M∈ ，M 上

的等距映射 ±ϕ 满足等式 ( )x y± =ϕ ， ( )d u v± =ϕ ，且 ( )x yd + =ϕ ξ ξ ， ( )x yd − = −ϕ ξ ξ ，这表明如果
1 2
=γ γρ ρ

则会有满足式子 ( )( ) ( )1 20 0=ϕ γ γ 和 ( )( ) ( )1 20 0d = ϕ γ γ 的等距映射ϕ 存在，注意到当 1= ±γρ 时，磁场 kF 的

轨道为测地线，如果 γ 为磁场 kF 的轨道，则曲线 ( ) ( )t t= −σ γ 为 kF− 的轨道，通过常微分方程解的唯一性

可得出此结论。 
证毕。 

4. 复双曲空间中测地管道上具有零结构扭转的轨道 

在研究给定测地管道上的 Sasakian 磁流之间的关系时，这一节先给出带电粒子在 Sasakian 磁场作用

下产生具有零结构扭转的轨道的表达式。现在先给出具有零结构扭转的轨道应该满足的条件。 
命题 1：在具有恒定φ 截面曲率 K 的完全单连通 Sasakian 空间形式上，磁场 kF 的具有零结构扭转的

轨道应该满足以下条件。 
当 1K = ，它是长度为 22 1k +π 的闭曲线 
当 3K > − 且 1K ≠ ，它是闭合曲线当且仅当 ( ) ( )3 2k p q K pq= − +  

当 3K = − ，它是无界的 
3K < − 时分两种情况 

它是闭曲线当且仅当 ( ) ( )3 2k p q K pq= + − 。 

它是无边界当且仅当 3k K≤ − 特别地，Legendre 测地线是无界的。 
我简要说明一下此定理的证明，结合引理 5 和黎曼连接的关系来证明，分为两种情况讨论，当 0k =

时，具有零结构扭转的轨道的外在形状是圆，因此它是长度为 4 4c +π 的闭合曲线，然后当 0k ≠ 取标

准球上的 Hopf 映射 2 1n nS CP+ → 或者是 anti-de Sitter 空间的 Hopf 映射 ( )2 1
1 4n nH CH+ → − ，考虑外在形状

的水平抬升，将其视为 1nC + 里的曲线，进一步得到了它的常微分方程，接下来根据微分方程的特征方程

的解中所包含的φ -截面曲率 K，对 K 做分类讨论得到特征方程的解，所以进一步可得出具有零结构扭转

的轨道的闭合性。 
接下来根据文献[7]给出复双曲空间 ( )nCH c 中测地管道上 kF 的具有零结构轨道的具体表达式。 
当 2 coshk r> 时，可知道具有零结构扭转轨道的表达式为 

( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2ˆ exp 1 4 cosh 2 exp 1 4 cosh 2t A k k r t B k k r t C   = − + − + − − − +   
   

γ  

取 ( ) 1ˆ 0 nz C += ∈γ ， ( ) ( ) { } 1ˆ 0 , nz v z C += ∈ ×γ 且 ( ) ( ) { } 1, n
zN z u z C += ∈ ×ϖ ， 

向量 1, , nA B C C +∈ 形式为 
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( )( ){ }
( )( ){ }

( )

2 2

2 2

2 2

2 2

2

cosh cosh cosh 4 cosh sinh 2 1
2 cosh 4

cosh cosh cosh 4 cosh sinh 2 1
2 cosh 4

sinh sinh cosh

rA k r k r rz ru v
k r

rB k r k r rz ru v
k r

C rz r r u

= − − − + + −
−

= + − + + −
−

= − −

 

当 2 coshk r< 时，具有零结构扭转轨道的表达式为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 21 1ˆ exp 1 2 exp 4 cosh exp 1 2 exp 4 cosh
2 2

t A k t r k t B k t r k t C   = − − + − − − +   
   

γ  

其中 1, , nA B C C +∈ 可以给出如下形式 

( )( ){ }
( )( ){ }

( )

2 2

2 2

2 2

2 2

2

cosh 4 cosh 1 cosh cosh sinh 2
2 4 cosh

cosh 4 cosh 1 cosh cosh sinh 2
2 4 cosh

sinh sinh cosh

rA k r k r rz ru v
k r

rB k r k r rz ru v
k r

C rz r r u

= − − − + +
−

= − + − + −
−

= − −

 

5. 测地管道上的 Sasakian 磁流 

在这一节，研究了复双曲空间中测地管道上 Sasakian 磁场 kF 的 Sasakian 磁流。求得了使得具有零结

构扭转的轨道流与具有零结构扭转的测地流达到同值的测地线的速度。在研究之前对 Sasakian 磁流进行

定义。 
定义 2：单位切丛束 UM 上的磁流定义为 ( ) :k tF v UM UM→ϕ ， ( ) ( )k t uF v t= ϕ γ ， v UM∀ ∈ ，这里 uγ

表示 kF 的法向轨道且满足 ( )0u v=γ 。 
现在说明黎曼流形 M 两个磁流共轭需要的条件。 
定义 3 ([8])：黎曼流形 N 上两个流 ,t tϕ ψ 称为光滑共轭，如果存在微分同胚 f 与常数α ，使得对 t∀ 有

1
t tf f−=  αψ ϕ 。 

本篇论文的研究结果如下： 
定理 1：设 ( )T r 是复双曲空间中围绕全测地线 ( )1n nCH CH c− ∈ 的管道， kF 为 ( )T r 上的 sasakian 磁

场，则 sasakian 磁流 0
k tF ϕ 的特点取决于磁力的绝对值 k 。 

1) 当磁力 2 coshk r> 时，则具有零结构扭转的轨道流 0
k tF ϕ 与具有零结构扭转的测地流 0

tϕ 彼此光滑

共轭，即存在微分同胚 kf ，使得 

2 2
0 1 0

cosh 4k t k kk r t
F f f−

−
= ⋅ ⋅ϕ ϕ 。 

2) 当磁力 2 coshk r< 时，则具有零结构扭转的轨道流 0
k tF ϕ 与具有零结构扭转的测地流 0

tϕ 彼此光滑

共轭，即存在微分同胚 kf ，使得 

2 2
0 1 0

4 coshk t k kk rt
F f f−

−
= ⋅ ⋅ϕ ϕ 。 

证明：分两种情况，首先当磁力 2 coshk r> 时，首先注意到在 ( )4nUCH − 上的具有零结构扭转的测

地流 tϕ 可以用矩阵表示为 

( )0t

z z
d d A t

u u
      

=      
      

ϕ π π ， 

其中 
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( ) ( )( )0

cos sin
cosh cosh 2 1 ;

sin cos
cosh cosh

t tI I
r rA t Mat n C

t tI I
r r

 ⋅ ⋅ 
 = ∈ +
 − ⋅ ⋅ 
 

 

这里
z
u
 
 
 

表示 ( )z u 的转置， ( )1,I Mat n C∈ + 表示单位矩阵，这里 

( ) ( )( )2 1 ,kA t Mat n C∈ + 定义两个函数 

( ) ( )2 2
2 2

1 4 1 4cos , sin
2 2cosh cosh

t k t t k t
r r

= + = +  ， 

( ) ( ) ( )
2 2

2cosh
2cosh 4

k

I O kiI IrA t t t
O I I kiIk r t

−   
= ⋅ + ⋅ ⋅   

   +
   

这里 ( )1,O Mat n C∈ + 表示零矩阵，因为磁场 Sasakian 的具有零结构扭转的轨道流 0
k tF ϕ 可以表示为 

( ) ( )0 2e ikt
k t k k

z z z
F d d A t d A t

u u u
−          

= ⋅ =          
          

π πϕ π ， nI 表示 n n× 阶单位矩阵 

设矩阵 ( )
( ) ( )

( ) ( )
11 12

21 22

k k
n n

k k k
n n

p I p I
P t

p I p I

 
 =
 
 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )
11 12 21 22, , ,k k k kP P P P 向量取值如下 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2
2 2

11

2
2 2

12

2
2 2 2 2

21

2
2 2 2 2

22

2 4 cosh 4 cosh ,

2 4 cosh 4 cosh ,

cosh 4 cosh 4 cosh 4 cosh ,

cosh 4 cosh 4 cosh 4 cosh .

k

k

k

k

P i k r k r

P i k r k r

P k r k r k r k r

P k r k r k r k r

 
= − − + + +  
 
 

= − + + −  
 
 

= + + − + + +  
 
 

= + − − + + −  
 

 

得到 ( )1 k k
k k k

k k

i O
P A t P

O i
− + 
⋅ ⋅ =  − 

 
 

。 

所以有 ( ) ( )1 2 2
0 cosh 4 2k k kQ A t Q A k r t− ⋅ ⋅ = + ， 1

0k kQ P P−= ⋅ 由于 ( )0A t 对应于复双曲空间中 Legendre 
测地流 tϕ 且 kQ 作用于水平子束  上且与 1S -fiber 作用可交换，所以它在 ( )4nUCH − 上诱导了一个微分同

胚映射 kf 使得 

2 2
0 1 0

cosh 4k t k kk r t
F f f−

−
= ⋅ ⋅ϕ ϕ 。 

同理，当磁力 2 coshk r< 时，也存在一个微分同胚映射 kf 使得 

2 2
1 0

4 coshk kk rt
f f−

−
⋅ ⋅ϕ 。 

6. 总结 

本文通过建立轨道在 Kähler 磁场与 Sasakian 磁场下运动所获得的磁流之间的对应关系，根据研究带

电粒子在 Kähler 磁场运动下得到的轨道性质，从而想到研究带电粒子在 Sasakian 磁场运动下得到的轨道

性质并进一步建立了轨道流与测地流之间的合同关系。方法是将轨道流表示为复欧氏空间的子集的矩阵，
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利用矩阵的性质来刻画轨道流与测地流的合同关系，通过本文的研究不仅可以提供关于复空间形上阶为

4 的 Killing 螺旋的模空间的信息而且进一步完善了奇数维流形的理论体系，同时也为下一步研究四元

Kähler 流形提供了新的思路。 
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