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摘  要 

本文考虑热方程及其类似形式的傅里叶变换解，从经典的一维及高维热方程的傅里叶变换求解推广到具

有热方程类似形式的一维及高维偏微分方程的傅里叶变换解。 
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Abstract 
In this paper, we consider the solutions of the thermal equation and its similar form of Fourier 
transform, and generalize from the Fourier transform solution of the classical one-dimensional 
and high-dimensional thermal equations to the Fourier transform solution of one-dimensional 
and high-dimensional partial differential equations with a similar form of the thermal equation. 
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1. 背景介绍 

具有初值条件的一维及高维热方程及其类似形式的偏微分方程分别有如下表示形式 
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其一维和高维热方程的基本解在数学、物理、工程中有很多广泛的应用，对于求解偏微分方程和

在热学工程领域极其重要，具体可以参考文献[1] [2] [3] [4] [5]。具有热方程类似形式的偏微分方程也

是在物理问题中推导而来，在微分方程动力系统，偏微分方程中具有重要意义，具体可见文献[6] [7] [8] 
[9]。 

不失一般性，将本文中的热系数都设为 1，且都是齐次形式偏微分方程，对于非齐次形式求解需要

加积分因子而这并不影响基本解的性质，热核都是相应的形式，具体参见文献[10]。 
本文先分别对方程(1.1)和(1.2)利用傅里叶变换进行求解，得到基本解的形式，后对具有热方程类似

形式的偏微分方程利用傅里叶变换进行求解，得到了其对应的基本解，对一维和高维的热方程求解具体

参考了文献[11]，本文对其重新求解是为了突出其重要性，求解过程对接下来具有热方程类似形式的偏微

分方程求解提供了很好的思路，由于文章中大量用到了傅里叶变换，我们需要做一些准备性工作。 

2. 准备工作 

定义 2.1 (反演公式)设 ( )f x 是连续、分段光滑且绝对可积的。如果设 
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那么对所有的 x，有 
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函数 ( )F λ 称为 ( )f x 的傅里叶变换，通常记为 ( )( )f x
∧
或 ( )f̂ λ 。而 ( )f x 称为 ( )F λ 的傅里叶逆变换，

通常记为 ( )( )F λ
∨
。 

引理 2.2 若 ( ) ( )1 ,if x L∈ −∞ ∞ ， ( )1,2ia i = 为任意常数，则 
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引理 2.3 若 ( )f x ， ( ) ( ) ( )1, ,f x C L∈ −∞ ∞ −∞ ∞′
 ，则 
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证明：见文献[12]。 
推论 2.4 若 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, , , , ,mf x f x f x C L∈′ −∞ ∞ −∞ ∞  ，则 
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计算中发现傅里叶变换的对称性质如下： 
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引入卷积概念如下： 
定义 2.5 若 ( ) ( ) ( )1, ,f x g x L∈ −∞ ∞ ，则 f 与 g 的卷积定义为 
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引理 2.6 若满足定义 2.2 的假设条件，有 
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3. 求解过程 

视 t 为参数，对方程(1.1)两边及初始条件关于 x 进行傅里叶变换，利用引理 2.2 和引理 2.3 我们有 
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解这样一个关于 t 的常微分方程，得到 
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对上式两边进行反演，由引理 2.7 得 
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即 
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为齐次一维热方程基本解。其中 
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称为齐次一维热方程的热核。 
接下来，对方程(1.2)进行求解，与求解方程(1.1)类似，需要注意的是此时 ,x ξ 和 λ 为 ( )2n n ≥ 维向量，

对方程(1.2)两边和初始条件进行傅里叶变换，我们有 
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求解这样一个常微分方程并进行反演得到 
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为齐次 n 维热方程的基本解，热核也有相对应的形式。 
对于具有热方程类似形式的方程(1.3)求解需要具体问题具体看待，我们采用傅里叶变换求解，先对

方程两边及初始条件关于 x 进行傅里叶变换，得到 
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解这样带参数 λ 的常微分方程初值问题，得 
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对上式两端进行反演，有 
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将上式变换，令
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，并利用欧拉公式，可将上式化为 
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根据欧拉公式，我们发现 
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在此实函数 2cos tλ 和 2sin tλ 的傅里叶逆变换还是实函数，由此我们可得 
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根据引理 2.7，我们有 

( )( ) ( ) ( )2 21cos cos
2

ˆ t x tϕ λ λ ϕ λ
∨ ∨ = ∗  π

 

所以我们得到 
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故方程(1.3)的基本解如下 
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方程(1.3)的热核为 
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最后，对方程(1.4)进行求解，与求解方程(1.3)类似，同样需要注意的是此时 ,x ξ 和 λ 为 ( )2n n ≥ 维向

量，对方程(1.4)两边和初始条件进行傅里叶变换，我们有 
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解这样的二阶常微分方程，得到 ( ) ( ) 2ˆ , cosˆu t tλ ϕ λ λ= 。 
对上式两端进行反演，得到 
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也有相对应的热核形式。 
更一般的具有热方程类似形式的偏微分方程如下 
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利用傅里叶变换化为带有初值问题的 n 阶常微分方程，对于其 n 次特征方程有根式解，利用推论 2.4
也可以得到方程(3.10)的基本解和热核。形式较为复杂，这里不再赘述，但值得指出的是在现代偏微分方

程理论框架下，傅里叶变换依然大有可为，详见文献[13] [14]。 
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