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摘  要 

本文研究了一类二阶非线性抛物型偏微分方程反射问题，通过构造反射项的近似形式，给出了此反射方

程的近似方程，即反射偏微分方程的惩罚方程。为了弱化条件，我们引入与反射问题等价的变分不等式

问题，证明了惩罚方程的解收敛于变分不等式问题的解，此外由于反射项近似的特殊性，我们得到了其

收敛速度，并且可以通过调整惩罚方程中的参数来控制反射方程解的精度。 
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Abstract 
In this article, we mainly study a class of second-order nonlinear parabolic partial differential eq-
uation with one reflecting wall. By constructing an approximate form of the reflection term, we pro-
vide an approximate equation for this reflection equation, which is the penalty equation for the ref-
lection partial differential equation. In order to weaken the condition, we introduce a variational 
inequality problem equivalent to the reflection problem and prove that the solution of the penalty 
equation converges to the solution of the variational inequality problem. Furthermore, due to the 
particularity of the approximate reflection term, the convergence rate of the solution is given. And 
the accuracy of the reflection equation solution can be controlled by adjusting the parameters in 
the penalty equation. 
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1. 引言 

偏微分方程在物理学、工程学、经济学、化学等领域都有广泛的应用，它为解决现实中的应用问题

提供了一个强有力的数学工具。目前有很多求解偏微分方程的方法，例如数值方法、解析方法和模拟方

法。由于偏微分方程的复杂性，一般很难有解析解，因此需要开发求解偏微分方程的数值算法。常用的

数值方法包括有限差分法、有限元法等。常用的模拟方法有蒙特卡罗方法等。 
变分法是解决偏微分方程的一种重要的分析方法，在偏微分方程解的理论研究中有广泛的应用。变

分法研究的是一类特殊的变分函数。其解决问题的方法是找到一个函数满足一定的条件，同时另一个函

数达到泛函极值点，从而使得在一定条件下可以用变分问题来替代偏微分方程求解问题。变分法的起源

最早可以追溯到十七世纪，牛顿等人在研究微积分的过程中发现了变分问题。十八世纪，欧拉与拉格

朗日等数学家通过对泛函极值的深入研究，取得了多项成果。十九世纪，狄利克雷和希尔伯特等人的

研究使得变分法得到了更深入的发展。到了二十世纪，变分法应用于更多领域。二十世纪三十年代，

Signorini 在线性弹性体以及线性刚性体无摩擦接触的相关研究中得到了一个变分不等式，这引起了数

学家们的兴趣。到了六十年代，Fichera Lions 和 Stampacchia 等人在论文[1]中的相关工作，给出了变分

不等式的严密分析，为变分不等式数学研究做了基础性贡献。之后变分不等式才慢慢成为了专门的数学

学科。 
偏微分方程反射问题，也称为互补问题或变分不等式问题，在工程学、金融学等多种学科当中应用

广泛，详见参考文献[2]-[7]及其参考文献。一般的反射问题可以通过方程，也可以通过不等式表示。如

果反射问题有一个反射下界，问题的解将不能小于这个反射下界。在处理这类单边反射问题的解时，一

般会引入一个反射项，反射项的作用是保证使得解不小于下界的最小外力。类似的，如果一个反射问题

的不等式约束条件有两个，即解既有上界，也有下界，那么这种反射问题被称为双边反射问题，例如文

献[8] [9] [10] [11]等。 
惩罚函数方法是一种用于求解约束优化问题的方法，在求解约束优化问题时，我们需要在满足给定

约束条件的情况下优化目标函数。一般情况下，约束条件可以分为等式约束和不等式约束两种情况。等

式约束可以通过拉格朗日乘子法转化为无约束问题，但不等式约束条件比较复杂。惩罚函数法就是一种

常用的解决不等式约束优化问题的方法。惩罚函数方法基本思想是把变分不等式问题转换为非线性边值

问题(惩罚方程)，即将约束优化问题变为无约束优化问题，之后通过求解非线性方程组来近似求解变分不

等式问题。惩罚函数方法在许多变分不等式问题和反射问题中得到了广泛应用。文献[12]中使用惩罚方

法解决了一个一般的优化问题，文章[13] [14]使用惩罚方法考虑在光滑区域中具有滑移边界条件的不同

Stokes 方程的有限元方法，在文献[15]中，作者使用惩罚方法来求解一个由一个无限维优化问题的离散化

而产生的非线性障碍问题。惩罚方法也用于期权定价问题，文献[16] [17]对服从几何 Lévy 过程的标的股

票价格美式期权定价问题使用了惩罚方法。在参考文献[11]中，作者利用惩罚方法来获得抛物型变分不
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等式问题的数值解。在文献[5]中作者通过一类惩罚微分方程解的近似，得到了关于一类椭圆变分不等式

问题解的存在性定理。也有作者[18]给出了一种求解混合拟线性椭圆互补问题的惩罚近似方法。 
本文我们给出了一种关于非线性二阶抛物型微分算子反射问题的惩罚近似方法，我们将利用此惩罚

方法来解决下面这个非线性抛物型偏微分方程的反射问题。找到函数{ },u y ，使得以下各式能够成立： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )*
,

, , , , 0, , ,
u x t

h x t J u x t f x t y x t u x t u x t
t

∂
= + − + ≥ ≥

∂
                 (1) 

( ) ( ) ( )( )*, , , 0h x t u x t u x t− =                                  (2) 

( ), 0y x t ≥                                         (3) 

对于 ( ) [ ], 0, :x t T Q∈Ω× = 在初始条件和边界条件下几乎处处成立。 

( ) ( )0,0 ,u x u x x= ∈Ω  a,e.且 ( ) ( ) ( ], 0, , 0,u x t x t T= ∈∂Ω×  a.e.                   (4) 

其中 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ), , ,J u x t A x u x t G u x t= −∇ ⋅ ∇ +                           (5) 

Ω 是一个有界的、开的连通域，而且具有光滑的边界，记为 ∂Ω。 ( ) ( )ijA x a= 表示一个 n n× 的对称

矩阵，这里出现的 ( ) :G ⋅ → ， *,f u 和 0u 都是给定的函数。 
本文的目标是将二阶非线性抛物型偏微分方程反射问题改写为单边反射变分不等式问题，通过构造

反射项的近似形式，给出了近似变分不等式问题的惩罚方程，证明了惩罚方程的解收敛于变分不等式问

题的解，而且我们得到了其收敛速度，并且可以通过调整惩罚方程中的参数来控制反射方程解的精度。

本文的研究工作还存在许多值得改进的地方。在单边反射模型的基础上，我们可以加入一个上界约束条

件，这样双边反射问题限制条件更为严格，其求解过程也会更加复杂。其次本文没有对此问题进行相关

的数值实验，我们可以借助计算机软件例如 Matlab 等对具体的偏微分方程在给定约束条件的情况下进行

数值实验，得到数值近似解。通过调整惩罚参数 λ 和参数 k 的取值，以验证惩罚方法的收敛速度、效率。

本篇论文的主要框架如下。第一节首先主要介绍了偏微分方程、变分法以及求解偏微分方程反射问题的

惩罚方法的相关研究背景。第二节为下文相关证明工作做了准备工作，首先介绍了一些数学符号、基础

概念和相关假设，然后我们将二阶非线性抛物型偏微分方程反射问题改写为单边反射变分不等式问题，

构造了近似变分不等式问题的惩罚方程，给出了主要结果。第三节中，通过相关引理的证明，得到我们

的主要收敛结果，证明了惩罚方程的解收敛于变分不等式的解。 

2. 预备知识和主要结果 

2.1. 预备知识 

我们首先对以下记号进行解释： 
a.e.：表示几乎处处 
∇：表示梯度算子 

( )A x ：表示一个 n n× 的对称矩阵 ( )ija  
nR ：表示 n 维欧式空间 

Ω：表示空间 nR 上一个有界的，开的连通域，具有光滑的边界 
∂Ω：表示 Ω的边界且光滑 
mes：表示集合的测度 
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( ) ( ){ }: d
ppL v v x xΩ = Ω < ∞∫ ：表示区域 Ω内的所有的 P 次可积函数的空间 

( ),⋅ ⋅ ：表示 P = 2 时， ( )pL Ω 空间上的内积 

( )pL Ω
⋅ ：表示 ( )pL Ω 上的范数 

( ),m pW Ω ：表示 1,2,m = 时范数为
, ,m p Ω

⋅ 的索伯列夫空间 

( )mH Ω ：当 P = 2 时，把 ( ),2mW Ω 表示为 ( )mH Ω ，这是一个希尔伯特(Hilbert)空间 

,m Ω
⋅ ：当 P = 2 时，把

,2,m Ω
⋅ 表示为

,m Ω
⋅  

( )mC Ω ：表示 Ω区域上有1,2,3, ,m 阶连续导数的集合 

( )mC Ω ：同上，表示区域Ω上有1,2,3, ,m 阶连续导数的集合 
我们给出以下记号。 
令 ( ) ( ) ( ){ }0 : 0,m mH v H v x xΩ = ∈ Ω = ∈∂Ω ，对于任意的一个空间 ( )H Ω ， [ ] ( )( )0, :PL T H Ω 表示由

[ ] ( )( ) ( ) ( ) [ ] ( ) [ ]{ }0, : : , a.e. 0, ; , 0,P P
H

L T H v v t H T v t L TΩ = ⋅ ∈ Ω ⋅ ∈ 上所定义的空间。其中1 p≤ ≤ ∞，
H⋅ 表

示为 ( )H Ω 空间上的自然范数。 [ ] ( )( )0, :PL T H Ω 的范数记为 [ ] ( )( )0, :pL T H Ω
⋅ ，即： 

[ ] ( )( ) ( )( )
1

0, : 0
, dP

p pT

L T H H
v v t t

Ω
= ⋅∫ ，然后我们用 ( )1H − Ω 来表示空间 ( )1

0H Ω 的对应的对偶空间。用 ,⋅ ⋅ 表示一

个希尔伯特空间和其对偶空间上的对偶对。令 [ ] ( )( )2 1
00, :K L T H⊂ Ω 表示被下式定义的可行性函数的集

合： 

[ ] ( )( ) ( ) ( ) [ ]{ }2 1
0 *0, : : , , a.e., 0,K u L T H u x t u x t T= ∈ Ω ≥ ×Ω在  

显然 K 是 [ ] ( )( )2 1
00, :L T H Ω 上的凸闭子集。对 ( )1

0H Ω 空间上的一个子集 D，由下式定义函数

( ) { }1
0:D Hδ Ω → = +∞  ： 

( )
0,

,D

u D
uδ

∈
= +∞

若

其他
 

接下来我们对上面给定的有界区域 Ω进行以下划分，这样的分解有助于我们构造反射问题的变分形

式。 
我们定义： 

( ) ( ){ }1 *: , ,t x u x t u x tΩ = ∈Ω <  

( ) ( ){ }2 *: , ,t x u x t u x tΩ = ∈Ω =  

显然 ( )( )1 2mes 0t tΩ− Ω Ω = ，即我们把有界区域 Ω分为了 1
tΩ 和 2

tΩ 。 

我们假设函数{ },u y 满足(1)~(5)，且满足 u K∈ ， 0y ≥ ，那么函数 y 其实是被唯一确定的： 

( ) ( )( ) ( ) 1, , , , tuy x t J u x t f x t x
t

∂ = − + − ∈Ω ∂ 
 

( ) 2, 0, ty x t x= ∈Ω                                   (6) 

这样通过对有界区域 Ω 的划分，在不同的区域下，由(6)表示的数学关系与(1)至(5)表示的数学关系

等价，于是我们便可以说明 u 解决了(1)至(5)的反射问题。(6)作为(1)至(5)对应的反射问题，形式上更为

简单，这很大程度上降低了原方程的求解难度。 
将把上述问题重写为单边反射变分不等式问题。我们首先给出一些假设条件，这些假设条件会在之
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后的证明过程中频繁用到。紧接着我们给出一个变分不等式问题，并证明了给出的变分不等式是反射问

题(1)至(5)所对应的变分形式，还根据相关参考文献的结论证明了此变分不等式的解是唯一确定的。 
给出以下四个假设，并让这四个假设对于(1)至(3)对应的函数成立： 

对任意常数 1k > ，令
1 1r
k

= + ， 1s k= + ，显然有
1 1 1
r s
+ = 成立，即 r 与 s 为共轭指数。 

假设1 对任意的 , 1, ,i j n=  ， ( ) ( )1
ija L H∞∈ Ω Ω ，并且存在一个常数 0 0b > ，使得对任意的 nξ ∈ ，

( ) 2
0A x bξ ξ ξ≥ 在区域 Ω上几乎处处成立。 

假设 2 [ ] ( )( )0, :s sf L T L∈ Ω 。 
假设 3 [ ] ( )( )2,

* 00, :S su L T W∈ Ω ， ( )2,
0 0

ru W∈ Ω ，在区域 Ω上 ( ) ( )* 0,0u x u x≤ 几乎处处成立。并且 

[ ] ( )( )* 0, :s su L T L
t

∂
∈ Ω

∂
。 

假设 4 ( ) ( )2G v L∈ Ω 对任意的 ( )2v L∈ Ω ，G 是 ( )2L Ω 上的单调且 Lipschitz 连续的函数，即对任意

的 ( )2
1 2,v v L∈ Ω 和一些常数 0α > ，函数 G 满足 

( ) ( )( )1 2 1 2, 0G v G v v v− − ≥  

和 

( ) ( ) ( ) ( )221 2 1 2 LL
G v G v v vα

ΩΩ
− ≤ −  

定义函数 ( ),B u v 为： 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )( )2 1
0, , , d , , 0, :B u v v x t A x u x t x u v L T H

Ω
= ∇ ∇ ∀ ∈ Ω∫

  

然后我们引入以下变分不等式问题。 
问题 1 找到函数 u K∈ ，使得对所有的函数 v K∈ ， ( ) ( )0,0u x u x= 在区域 Ω上几乎处处成立，且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

,
, , , , , , , , , , ,

, , , ,

u t
v t u t B u t v t u t G u t v t u t

t

f t v t u t

∂ ⋅ 
⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ 

∂ 
≥ ⋅ ⋅ − ⋅

            (7) 

在 [ ]0,T 上几乎处处成立。 
我们已经给出一个变分不等式问题，类似文献[10]中 Lemma 2.1 可知，上述问题 1 是反射问题(1)至

(5)所对应的变分形式。 
命题 1 若假设 1 至假设 4 成立，那么问题 1 是反射问题(1)至(5)对应的变分问题，且存在唯一解。 
命题 1 的证明可参考文献[19] (pp. 258-259)中的结论。 
接下来我们给出了一个惩罚项。然后构造一个非线性抛物型偏微分方程（惩罚方程）来逼近变分不

等式，并且证明了惩罚方程的解唯一。然后，我们给出并证明了几个对得到收敛结果有很大帮助的引理。 
我们先构造一些函数，这些函数在之后的证明过程中会起到关键作用。 
对任意函数 [ ] ( )( )2 1

00, :u L T H∈ Ω ，函数 ( )( ),u x tϕ 由下式定义： 

( )( ) ( ) ( )( )*, , ,u x t u x t u x tϕ
−

= −
 

其中 ( ),x t Q∈ ，对任意的 a∈，定义 ( ) { }min ,0a a
−
= ， ( ) { }max ,0a a

+
= 。显然 ( )( )* , 0u x tϕ = 。对任意

的 a∈，再定义下面这个函数： 

( )
1, 0

1,
a

aχ
≥

= −

若

其他
 

https://doi.org/10.12677/pm.2024.142071


马治山，杜巩胜 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2024.142071 724 理论数学 
 

由函数 ( )( ),u x tϕ 和函数 ( )aχ 的定义，可以得到对于一个确定的参数 ε ( ε 是大于等于 0 且远小于 1
的，即1 0ε ≥ )，我们可以再定义一个函数 ( )uεσ ： 

( ) ( )( ) ( )( ) [ ] ( )( )
11

2 1
0, 0, :kku u u u L T Hεσ ϕ ε χ ϕ ε= + − ∀ ∈ Ω                   (8) 

紧接着，利用上面所构造的函数，我们不难得到，函数 ( )uεσ 是单调函数，并且有 
( ) 0u u Kεσ = ⇔ ∈  

经过上述的准备工作，我们考虑惩罚方程： 

( )( ) ( )( ) ( ), , ,
u

J u x t u x t f x t
t
λ

λ ε λλσ
∂

+ + =
∂

                         (9) 

对于 ( ),x t Q∈ 及初始边界条件 ( ) ( ) ( ], 0, , 0,u x t x t Tλ = ∈∂Ω× 和 ( ) ( )0,0 ,u x u x xλ = ∈Ω，其中 

( ]1, 0,1λ ε> ∈ 和 1k > 都是相关参数， ( ]0,Q T= Ω× 。(9)所对应的变分形式如下。 
问题 2 找到这样一个 [ ] ( )( )2 1

00, :u L T Hλ ∈ Ω ，使得对于所有的 [ ] ( )( )2 1
00, :v L T H∈ Ω ，都有： 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

1

1

,
, , , , , ,

, , , , , , , , ,

k

k

u t
v t u t u t v t

t

B u t v t G u t v t f t v t

λ
λ λ

λ λ

λ ϕ ε χ ϕ

λε

 ∂ ⋅ 
⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅    ∂   

 
= − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅  

 

               (10) 

在 [ ]0,T 上几乎处处成立。其中在 Ω上 ( ) ( )0,0u x u x= 。 
接下来参考文献[13]中 Theorem 3.1 可以得到以下命题，我们可以确定上述问题 2 的解是唯一确定的。 
命题 2 在假设 1 至假设 4 全部成立的条件下，那么对于任意的参数 ( ]0,1ε ∈ 和 1λ > ，问题 2 存在唯

一解。 

2.2. 主要结果 

定理 1 在假设 1 至假设 4 全部成立的条件下，设 u 是问题 1 的解，uλ 是问题 2 的解。若 

( ) ( )1, ku t
L

t
+∂ ⋅

∈ Ω
∂

                                   (11) 

在 [ ]0,T 上几乎处处成立，则存在一个独立于 uλ ， λ 以及 ε 的正常数 C，使得下式成立： 

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )2 1 2
0

1
2

0, : 0, :

1
kL T H L T Lu u u u Cλ λ λε

λ
∞Ω Ω

 − + − ≤ + 
 

                    (12) 

3. 主要结果的证明 

接下来我们将通过相关引理的证明，得到我们的主要收敛结果。 

引理 1 设 uλ 是问题 2 的解，设
1 1r
k

= + ，若 ( ) ( ), ru t Lλ ⋅ ∈ Ω 在 [ ]0,T 上几乎处处成立，那么肯定存在

一个独立于 uλ ， λ 以及 ε 的正常数 C，使得： 

( )( )
( )

1, r kL Q
u t Cλϕ ε

λ
 ⋅ ≤ + 
 

                             (13) 

在 [ ]0,T 上几乎处处成立。 
证明：设 C 是一个独立于 uλ 和 λ 的正常数。因为 uλ 是问题 2 的解，所以 uλ 满足(10)。令(10)中的函
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数 ( )v uλϕ= ，则可以得到： 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )

1

1

,
, , , , , , , , ,

, , , , , ,

k

k

u t
u t u t u t u t B u t u t

t

G u t u t f t u t

λ
λ λ λ λ λ λ

λ λ λ

ϕ λ ϕ ε χ ϕ ϕ ϕ

ϕ λε ϕ

 ∂ ⋅ 
⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅    ∂   

 
= − ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅  

 

  (14) 

在 [ ]0,T 上几乎处处成立。紧接着定义： 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

*

*

: , ,

: , ,

t
I

t
II

x u x t u x t

x u x t u x t
λ

λ

Ω = ∈Ω ≤

Ω = ∈Ω <
                            (15) 

由上式，我们把区域Ω划分为 t
IΩ 与 t

IIΩ ，并且有 ( )( )mes \ 0t t
I IIΩ Ω Ω = ，则对于满足任意的 , ,i j I II= ，

都能得到 t t
i jΩ Ω 等于空集。此外，当 t

Ix∈Ω 的时候，都有函数 ( )( ), 0u x tλϕ = 。在此分解方式的基础之

上，利用假设 3，就可以得到： 

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )
( )

( )( )
( )

( )( )
( )

*

*

,,
, d

, ,,
0 , d

,
,

,

t
II

r
s

r

L
L

L

u x tu x t
u x t x

t t

u x t u x tu x t
u x t x

t t

u t
u t

t

C u t

λλ
λ

λλ
λ

λ

λ

ϕ
ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

Ω

Ω

Ω
Ω

Ω

 ∂∂
−  ∂ ∂ 

 ∂ −∂
= + −  ∂ ∂ 

∂ ⋅
≤ ⋅

∂

≤ ⋅

∫

∫
                  (16) 

在 [ ]0,T 上几乎处处成立。其中
1 1r
k

= + ， 1s k= + ，显然
1 1 1
r s
+ = 。由上文内容，我们可以得到在 ∂Ω

以及 t
IΩ 上 ( ) 0uλϕ = 。再根据假设 3，函数 ( ),B u v 的定义以及分部积分法，可得： 

( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )(

( ) ( )( )( )( ) ( )( )

, , , ,

, , , d

, , , d

( , ) , , d

B u t u t u t

u x t A x u x t u x t x

A x u x t u x t u x t x

A x u x t u x t v u x t s

λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

Ω

Ω

∂Ω

⋅ − ⋅ ⋅

= ∇ ∇ −

= − ∇ ⋅ ∇ −

+ ∇ − ⋅

∫
∫

∫



 

( ) ( )( )( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )( )
( )

*

*

( , ) , , d

, , d , d

0 , , d

,

t
I

t t
II II

t
II

rL

A x u x t u x t u x t x

A x A x u x t u x t x u x t x

A x u x t u x t x

C u t

λ λ λ

λ λ

λ

λ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

ϕ

Ω

Ω Ω

Ω

Ω

= − ∇ ⋅ ∇ −

− ∇ ⋅ ∇ ∇ ⋅ ∇

= − ∇ ⋅ ∇

≤ ⋅

∫

∫ ∫

∫
 

在 [ ]0,T 上几乎处处成立。其中 v 是边界 ∂Ω上外法线的单位向量。再根据假设 4 我们知道 G 是一个

单调函数。那么显然函数ϕ 也是单调函数并且 ( )* 0uϕ = ，则可以得到下式： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )* * *, , 0G u G u u G u G u u uλ λ λ λϕ ϕ ϕ− = − − ≥  

根据假设 2 可以得出： 
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( ) ( )( ) ( )( )
( )

1 1

, , , 1 , r
k k

L
f t u t C u tλ λλε ϕ λε ϕ

Ω

   
⋅ + ⋅ ≤ + ⋅      

   
 

在 [ ]0,T 上几乎处处成立。再根据假设 1，我们得到： 

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )
( )1

0

2 2

0, , , , d ,
H

B u t u t b u x t x C u tλ λ λ λϕ ϕ ϕ ϕ
Ω Ω

⋅ ⋅ ≥ ∇ ≥ ⋅∫               (17) 

在 [ ]0,T 上几乎处处成立。将上述(16)，(17)代入到(14)当中，就可以得到： 

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )( )
( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )

( )( )
( )

1
0

1
2

1

*

1

,
, , , , , , ,

, , , , , ,

1 ,

r

r

k
H

k
L

k
L

u t
u t u t u t u t C u t

t

C u t G u u t f t u t

C u t

λ
λ λ λ λ λ

λ λ λ

λ

ϕ
ϕ λ ϕ ε χ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ λε ϕ

λε ϕ

Ω

Ω

Ω

   ⋅
⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅     ∂   

 
≤ ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅  

 
 

≤ + ⋅  
 

   (18) 

在 [ ]0,T 上几乎处处成立。再根据假设 3， ( ) ( )* 0,0u x u x≤ 在 Ω上几乎处处成立，那么 

( ) ( )( )0 * ,0 0u x u x
−

− =                                  (19) 

因此对任意满足 ( ) ( )0,0v x u x= 的函数 v，根据函数 ( )( ),u x tϕ 的定义以及(19)，有 ( )( ),0 0v xϕ = 。所

以 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2
0

, 1 1, d , ,0 ,
2 2

t v x
v x v x t v x v x t

ϕ τ
ϕ τ τ ϕ ϕ ϕ

τ
∂

 = − = ∂∫             (20) 

从 0 到 t 分别对(18)的两边积分，根据赫尔德不等和(20)，就可以得到： 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( ) ( )( )
( )

( )( )
( )( )

1
0

1

0

2

0

11

0

, , , , d

1 , , , , d
2

1 , dr

t k

t

H

rt rk
L

u x u x u x

u t u t C u

C u

λ λ λ

λ λ λ

λ

λ ϕ τ ε χ ϕ τ ϕ τ τ

ϕ ϕ ϕ τ τ

λε ϕ τ τ

Ω

Ω

 
+  

 

+ ⋅ ⋅ + ⋅

 
≤ + ⋅  

 

∫

∫

∫

                   (21) 

在 [ ]0,T 上几乎处处成立。而且要注意 ( )( ) ( )( ), ,u x u xλ λϕ τ ϕ τ ε≤ + 以及其中的
11r
k

= + 。紧接着由

(21)可以得到： 

( )( )
( )

( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( )
( )( )

0

1

0

11

0

, d

, , , d d

1 , d

r

r

rt

L

t k

rt rk
L

u

u x u x u x x

C u

λ

λ λ λ

λ

λ ϕ τ τ

λ ϕ τ ε ϕ τ χ ϕ τ τ

λε ϕ τ τ

Ω

Ω

Ω

⋅

≤ +

 
≤ + ⋅  

 

∫

∫ ∫

∫

               (22) 

在 [ ]0,T 上几乎处处成立。因此 

( )( )
( )( )

1 1

0

1 1, dr

k
rt r k

kL
u C Cλϕ τ τ ε ε

λ λΩ

   ⋅ ≤ + ≤ +       
∫                   (23) 
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在 [ ]0,T 上几乎处处成立。 
根据上面的证明，(13)成立。□ 
引理 2 在引理 1 相同的假设下，那么下式 

( ) [ ] ( )( ) ( ) [ ] ( )( )2 2 1
0

1
2

0, : 0, :

1max , kL T L L T H
u u Cλ λϕ ϕ λε

λ∞ Ω Ω

   ≤ +      
               (24) 

成立。 
证明：由引理 1 可知 C 是一个独立于uλ 和 λ 的正常数。因为 uλ 是问题 2 的解，所以uλ 一定满足(10)。 
因此我们再联立(21)和(23)，就可以得到： 

( )( ) ( )( )( )

11

1
1

1 1, , , 1
2

u t u t C C

κ

κ

λ
λ λ κ κ

λε
ϕ ϕ λε ε

λ λ

+
 
+      ⋅ ⋅ ≤ + + ≤     







 

              (25) 

 

在 [ ]0,T 上几乎处处成立。再由(25)得到： 

( )( ) ( )( )( ) 1, , , r
ku t u t Cλ λϕ ϕ λε

λ
 ⋅ ⋅ ≤ + 
 

 

在 [ ]0,T 上几乎处处成立，其中
11r
k

= + 。类似的，我们同样可以根据(21)和(23)得到： 

( )( )
( )1

0

2

0

1, d
t r

kH
u x Cλϕ τ τ λε

λΩ

 ≤ + 
 ∫  

在 [ ]0,T 上几乎处处成立，其中参数 ( ]0,1ε ∈ 且 rε ε≤ 。综上所述，我们可以得到(24)。 
在给出下个引理之前，我们先做以下准备工作： 
(15)定义了 t

IΩ 和 t
IIΩ ，接下来再定义函数 λρ 以及 ( )uλψ ： 

( )* *

,
,

t
I
t
II

u u x
u u u u x

λ
λ

λ

ρ
+

 − ∈Ω=  − − − ∈Ω

若

若
                           (26) 

和 

( ) ( )*

0,
,

t
I
t
II

x
u

u u xλ
λ

ψ
−

 ∈Ω=  − ∈Ω

若

若
                             (27) 

根据前文我们提到的 ( )a
+
和 ( )a

−
的定义，显然 ( ) ( )a a a

+ −
= + 成立。所以根据(26)和(27)可以得到： 

( )u u uλ λ λρ ψ− = −                                   (28) 

这样我们就给出了函数 λρ 以及 ( )uλψ 的定义，有了这些准备工作，我们便可以引入下面的引理。 

引理 3 在假设 1 至假设 4 全部成立的条件下，设 u 和uλ 分别为问题 1 和问题 2 的解。当
1 1r
k

= + 时，

( )ru Lλ ∈ Ω ，我们可以得到： 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )
1 1

, , , , 0k ku t u t tλ λ λϕ ε χ ϕ ε ρ
 

⋅ + ⋅ − ⋅ ≤  
 

                    (29) 

在 [ ]0,T 上几乎处处成立。 
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证明：根据定义 ( )( ) ( ) ( )( )*, , ,u x t u x t u x tλ λϕ
−

= − ，所以当 t
Ix∈Ω 时， ( )( ), 0u x tλϕ = 以及 

( )( )( ), 1u x tλχ ϕ = 。而当 t
IIx∈Ω 时， ( )( ) ( ) ( )*, , , 0u x t u x t u x tλ λϕ = − ≥ ， ( ) ( )*, , ) 0u x t u x tλρ = − ≥ ，以及

( )( )( ), 1u x tλχ ϕ = − 。则可以得到： 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )
1 1

, , , d 0t
I

k ku x t u x t x t xλ λ λϕ ε χ ϕ ε ρ
Ω

 
+ − =  

 
∫                  (30) 

和 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 1

11

* *

, , , d

, , , , d 0

L
II

t
II

k k

kk

u x t u x t x t x

u x t u x t u x t u x t x

λ λ λ

λ

ϕ ε χ ϕ ε ρ

ε ε

Ω

Ω

+ −

 
= − − + + − ≤  



 
  
 



∫

∫

                (31) 

在 [ ]0,T 上几乎处处成立。则根据(30)和(31)，(29)成立。□ 
引理 4 在引理 2 相同的假设条件下，有 

( )( ) ( )( ), d , du x t x u x t x
β β

λ λψ ϕ
Ω Ω

=∫ ∫                          (32) 

当 2rβ = = 时，有 

( )( ) ( )( )2 2
, d , du x t x u x t xλ λψ ϕ

Ω Ω
∇ = ∇∫ ∫                         (33) 

证明：我们首先来证明(32)成立。根据(27)中定义的函数ψ 以及(15)中对 Ω的分解，得到： 

( )( ) ( ) ( )*, d 0 , , dt
II

u x t x u x t u x t x
β β

λ λψ
Ω Ω

= + −∫ ∫  

再根据函数ϕ 的定义，可以得到： 

( )( ) ( ) ( )*, d 0 , , dt
II

u x t x u x t u x t x
β β

λ λϕ
Ω Ω

= + −∫ ∫  

因此，(32)成立。类似的，同样可以证明(33)成立。 
最后我们给出收敛结果。 
定理 2.1 的证明： 
根据 t

IΩ 和 t
IIΩ 在(15)中的定义可得，当 t

Ix∈Ω 时 u uλ λρ = − ，若 t
IIx∈Ω ，则 *u uλρ = − 。因为 ,u uλ 分

别是问题 1 以及问题 2 的解，所以得到： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ),
, , , , , , , , , , ,

u t
t B u t t G u t t f t t

t λ λ λ λρ ρ ρ ρ
∂ ⋅ 

− ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ ≥ ⋅ − ⋅ 
∂ 

        (34) 

以及 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

1

1

,
, , , , , ,

, , , , , , , , ,

k

k

u t
t u t u t t

t

B u t t G u t t f t t

λ
λ λ λ λ

λ λ λ λ λ

ρ λ ϕ ε χ ϕ ρ

ρ ρ λε ρ

 ∂ ⋅ 
⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅    ∂   

 
= − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅  

 

             (35) 

在 [ ]0,T 上几乎处处成立。将上述不等(34)和等(35)相加，得到： 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

1

1

, ,
, , , , , ,

, , , , , , , , , ,

k

k

u t u t
t u t u t t

t

B u t u t t G u t G u t t t

λ
λ λ λ λ

λ λ λ λ λ

ρ λ ϕ ε χ ϕ ρ

ρ ρ λε ρ

   ∂ ⋅ − ⋅
⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅     ∂   

 
≥ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅  

 

 

在 [ ]0,T 上几乎处处成立。再根据假设 4，得到： 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )( )
( )

( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( )( )
( )( )

2 2

2 2

1 1 1
0 0 0

2

, , , ,

, , , , , , , , ,

, , ,

, , ,

, , ,

L L

L L

H H H

G u t G u t t

G u t G u t u t u t G u t G u t u t

C u t u t u t

C t u t u t

C t u t u t

λ λ

λ λ λ λ

λ λ

λ λ λ

λ λ λ

ρ

ψ

ψ

ρ ψ ψ

ρ ϕ ϕ

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω Ω

⋅ − ⋅ ⋅

= ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅

≤ ⋅ − ⋅ ⋅

= ⋅ − ⋅ ⋅

≤ ⋅ ⋅ + ⋅

 

在 [ ]0,T 上几乎处处成立。因此 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( )( )
( )( )1 1 1

0 0 0

2

, ,
, , , , , ,

, , ,
H H H

u t u t
t B u t u t t

t

C t u t u t

λ
λ λ λ

λ λ λ

ρ ρ

ρ ϕ ϕ
Ω Ω Ω

 ∂ ⋅ − ⋅
⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅  ∂ 

≤ ⋅ ⋅ + ⋅

 

在 [ ]0,T 上几乎处处成立。对上面这个不等式两边从 0τ = 到 tτ = 进行积分，联立(20)和(28)，可得： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

[ ] ( )( ) ( ) [ ] ( )( ) ( ) [ ] ( )( )2 1 2 1 2 1
0 0 0

0

0 0

2

0, : 0, : 0, :

1 , , , , , , d
2

,
, , d , , , d

t

t t

L T H L T H L T H

t t B

u
B u

u u

λ λ λ λ

λ
λ λ λ

λ λ λ

ρ ρ ρ τ ρ τ τ

ψ τ
ρ τ τ ψ τ ρ τ τ

τ

ρ ϕ ϕ
Ω Ω Ω

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

 ∂ ⋅
 ≤ ⋅ + ⋅ ⋅
 ∂
 

+ +

∫

∫ ∫                  (36) 

在[ ]0,T 上几乎处处成立。再根据(15)定义的 t
IΩ 与 t

II NΩ ，(26)定义的 ρ 以及(27)定义的ψ ，可以推出： 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )* *, , , ,,
, , , d , ,t

l

u x t u x t u t u tt
u t u x t x u t

t t t
λ

λ λ λ

ρ
ψ ψ ψ

Ω

 ∂ − ∂ ⋅ − ⋅∂ ⋅ 
⋅ = = ⋅    ∂ ∂ ∂   

∫  

在 [ ]0,T 上几乎处处成立。由此可得： 

( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) [ ] ( )( ) [ ] ( )( ) ( )( )
( )

( )
( )

( )
( )

22

0

0

*

0

*
0, :0, :

,
, , d

,
, , , , , d

, ,
, , , , , d

, ,
, r

s s

t

t

t

L T LL T L L Q
L Q L Q

u x
x

t

x
u t t u x

t

u x u x
u t t u x

t

u t u t
u C u t

t t

λ
λ

λ
λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ

ψ τ
ρ τ τ

ρ τ
ψ ρ ψ τ τ

τ τ
ψ ρ ψ τ τ

ψ ρ ψ∞∞ ΩΩ

 ∂
  ∂ 

∂ 
= ⋅ ⋅ −  

∂ 
 ∂ −

= ⋅ ⋅ −   ∂ 
 ∂ ⋅ ∂ ⋅ ≤ + ⋅ +
 ∂ ∂
 

∫

∫

∫
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在 [ ]0,T 上几乎处处成立，其中
1 1r
k

= + ， 1s k= + 。再根据假设 3，通过上述不等式，利用(32)和引

理 3 以及(11)，推出： 

( )( ) ( )

( ) [ ] ( )( ) [ ] ( )( ) ( ) ( )22

0

0, :0, :

,
, , d

rL T L

t

L T L L Q

u x
x

t

C u u

λ
λ

λ λ λ

ψ τ
ρ τ τ

ϕ ρ ϕ∞∞ ΩΩ

 ∂
  ∂ 

≤ +

∫
                    (37) 

在 [ ]0,T 上几乎处处成立。根据引理 4 中的(33)，得到： 

( )( ) ( )( ) ( ) [ ] ( )( ) [ ] ( )( )
( ) [ ] ( )( ) [ ] ( )( )

2 12 1
00

2 12 1
00

0, :0, :0

0, :0, :

, , , d L T HL T H

L T HL T H

t
B u x x C u

C u

λ λ λ λ

λ λ

ψ τ ρ τ τ ψ ρ

ϕ ρ

ΩΩ

ΩΩ

≤

≤

∫
             (38) 

在 [ ]0,T 上几乎处处成立。将(37)以及(38)代入(36)，并且利用引理 1 和引理 2 中的(13)和(24)，得到： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) [ ] ( )( ) ( ) [ ] ( )( ) [ ] ( )( ) [ ] ( )( )

( ) [ ] ( )( ) ( ) ( )

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )

2 1 21 2 1
00 0

2 1
0

2 1 2
0

0

0, : 0, :0, : 0, :

2

0, :

1
2

0, : 0, :

1 , , , , , , d
2

1 1 1

r

t

L T H L T LL T H L T H

L T H L Q

k k kL T H L T L

t t B x x

C u u

u u

C

λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ

λ λ

ρ ρ ρ τ ρ τ τ

ϕ ϕ ρ ρ

ϕ ϕ

λε ρ ρ λε ε
λ λ λ

∞∞

∞

Ω ΩΩ Ω

Ω

Ω Ω

⋅ ⋅ +

  ≤ + +    

+ +

 
       ≤ + + + + + +             

∫



       (39) 

在 [ ]0,T 上几乎处处成立。再有 

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 1
0

2 1
0

2

0, : 0, :

2 2

0, : 0, :

0

1
2

1 , , , , , , d
2

L T L L T H

L T L L T H

t

C

C t t B x x

λ λ

λ λ

λ λ λ λ

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ ρ τ ρ τ τ

∞ ∞

∞ ∞

Ω Ω

Ω Ω

 + 
 

 ≤ + 
 

 ≤ ⋅ ⋅ + 
 ∫

                   (40) 

在 [ ]0,T 上几乎处处成立。将上面(39)代入(40)，得出： 

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )

2 1
0

2 1 2
0

2

0, : 0, :

1
2

0, : 0, :

1 1

L T L L T H

k kL T H L T LC

λ λ

λ λ

ρ ρ

λε ρ ρ λε
λ λ

∞ ∞

∞

Ω Ω

Ω Ω

 + 
 

 
     ≤ + + + +           

               (41) 

上述(41)可以写为 ( )2 2y C zy z≤ + 的形式，即： 
2 2 2

2

2 4
Cz C zy Cz − ≤ + 

 
                                (42) 

因此 y Cz≤ 。将 y 和 Z 替换为 [ ] ( )( ) [ ] ( )( )2 1 2
00, : 0, :L T H L T Lλ λρ ρ ∞Ω Ω

+ 以及

1
21

k λε
λ

 + 
 

，(42)就可以重写为： 
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[ ] ( )( ) [ ] ( )( )2 1 2
0

1
2

0, : 0, :

1
kL T H L T L Cλ λρ ρ λε

λ
∞Ω Ω

 ≤ + 
 

                       (43) 

最后，我们根据上述(24)、(37)、(38)和(43)以及引理 1、引理 2，得到： 

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )

[ ] ( )( ) [ ] ( )( ) ( ) [ ] ( )( ) ( ) [ ] ( )( )

2 1 2
0

2 1 2 2 1 2
0 0

0, : 0, :

0, : 0, : 0, : 0, :

1
21

L T H L T L

L T H L T L L T H L T L

k

u u u u

u u

C

λ λ

λ λ λ λρ ρ ϕ ϕ

λε
λ

∞

∞ ∞

Ω Ω

Ω Ω Ω Ω

− + −

≤ + + +

 ≤ + 
 

 

我们即得出了定理 1 中的(12)。□ 
这样的话，我们最后就证明了给定惩罚方程的解收敛于变分不等式的解，且根据定理 1 得到了收敛

速度为
1 21O k λε

λ

  +     
，其中 λ 是惩罚参数，且当 k 很大时，只需要一个较小的 1λ > 就可以达到很高的

近似精度。 
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