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摘  要：本文研究了恒加试验下，基于最小路径描述的复杂系统可靠度的估计问题。假设每个子系统

的寿命分布为指数分布，且在恒加试验下，得到的每个子系统的寿命样本为定数截尾样本，在此条件

下，本文给出了复杂系统的可靠度的估计及其渐近分布。 
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1. 引言 

恒定应力加速寿命试验(简称恒加试验)是一种常

用的评价高可靠性长寿命产品的各种可靠性特征的

寿命试验方法。通过在加速试验条件下获得的样本来

推断正常条件下产品的可靠性指标。这是非常有意义

的课题。关于恒加试验的统计推断问题已经有很多成

果，1982 年，A. P. Basu、N. Ebrahimi[1]将 Shaked 和 Sing- 

purwalla 的非参数统计方法延伸到两个方面，首先解

决了删失数据的问题，其次把这种方法应用在竞争失

效加速寿命试验中；1990 年，N. Balakrishnan[2]用极大

似然方法讨论了指数分布加速寿命试验逐步 II型截尾

样本下的刻度参数的估计问题；1996 年，张志华、罗

旭[3]给出了指数分布恒加试验下广义线性模型的极大

似然估计；2000 年，B. Dimitri 等[4]给出了加速寿命试

验对数线性模型下数据分析的改进方法；2002 年，王

乃生、王玲玲[5]研究了指数分布恒加试验中试验数据

缺失时的统计分析方法，给出了加速模型参数的极大

似然估计与线性估计，证明了极大似然估计的存在性

和唯一性；2008 年，A. J. Watkins、A. M. John[6]研究

了威布尔分布恒加试验 II 型截尾样本下，当参数与应

力满足对数线性模型时参数的极大似然估计问题；

2009 年，S. Voiculescu 等[7]对于指数分布加速寿命 *通讯作者。 
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试验下，加速模型为阿伦尼斯模型的参数给出了极大

似然估计及贝叶斯估计，并用 Monte Carlo 模拟表明

此方法优于以前的结论；同年 H. Alaa、A. Hamid[8]研

究了Burr II分布加速寿命试验逐步 II型删失数据下的

双参数极大似然估计问题。以上结论都是针对元件进

行研究的结果，对于系统的研究较少，特别是对于基

于最小路径、最小割集描述的复杂系统还没有相应的

研究成果。对于系统可靠性，一般都是在正常试验条

件下，基于完全或不完全数据下的研究。2008 年，张

国志等[9]对于基于最小路径、最小割集矩阵描述的复

杂系统给出了系统可靠度的解析表达式及算法实现；

2010 年，张国志、张伟[10]研究了基于最小路径描述的

多源点多汇点网络系统可靠性问题；2012 年，张学玲
[11]等研究了子系统寿命数据为区间型数据，各子系统

是相互独立的基于最小路径描述的复杂系统的可靠

度估计及性质。但在加速寿命试验条件下，对复杂系

统可靠性的研究目前并不多见。 

本文所研究的问题是在假设恒加试验下复杂系

统的最小路径矩阵已知的条件下，给出了当每个元件

寿命服从不同参数的指数分布时，定数截尾样本下系

统的可靠度的估计及其渐近分布。 

2. 研究问题 

复杂系统的描述见文献[9]： 

设系统 S 是由 m 个独立子系统 构成，

子系统寿命变量分别记为

1 2, , , mS S S
, m1 2, ,X X 

A

X

 1 2, , , k

，系统的寿命

变量记为 X。记 阶矩阵m k   

0 ik

1 2, , ,i i ikV V V

, 1, 2, ,ik i m 

in ik

1, 2, ,i i m 

ij

ik

下

1 2  1, 2, , ;  1, 2, ,
ijij ij ijr it t t i m j k

 为系统

S 的最小路径矩阵。 

系统的第 i 个元件寿命服从指数分布，恒加试验

的实施如文献[12]描述如下： 

1) 确定正常应力水平V 和 个加速应力水平

，这些应力水平满足： 
i

0 1 2 ii iV V V V     

2) 从该批产品中随机选出 个样品，并分为

组，其样本容量分别为 

 1 2 1 2, , ,
i ii i ik i i ikn n n n n n n     , 

将第 j组样品安排在应力水平V 下进行加速寿命试验。 

3) 在 个加速应力水平下分别进行定数截尾加

速寿命试验。设在应力水平 ijV ijn 样品中有 ijr 个失

效，其失效数据满足： 

个

      

0

1 2, , ,
ii i ikV V V

 

 

恒加试验的统计推断是在下面两个假定下进行

的： 

A1：在正常应力水平V 和加速应力水平 

下产品寿命均服从指数分布。其分布函

数为： 

1   0;  1,2, , ;  0,1, 2 ,ijt
ij it e t i m j k

     

ij

F  

 为产品在应力水平V 下的平均寿命。当ij 0j式中 

时，    0ij iF t F t 0，为第 i 个元件在正常应力水平V

下的分布函数。 

A2：产品的平均寿命 ij 与

之

所施加的加速应力水平

ijV 间有如下加速模型，即： 

 ln   1,2, , ;  0,1, 2 ,ij i i ij ia b V i m j k     

,i ib  V
0j

 

式中 a 为待估参数； 是 V 的已知函数，当

0ijV V 。  时，

3. 恒加试验下复杂系统可靠度的估计 
及渐近分布 

指数分布定数截尾样本下平均寿命的极大似然

估计有很多好的统计性质，如渐近正态性，为了研究

系统估计的性质，本文首先以下面引理形式给出。 

引理 1 设产品的寿命服从指数分布，分布函数为

  1 tF t e   ，式中 为产品的平均寿命。取 n 个产

品进行寿命试验，设 是截尾数为 d 的定数截 1 2, , , dt t t

 
1

d

i i
i

n d t


  尾样本，总试验时间为 T，且T t 。在

此条件下平均寿命 的极大似然估计为 ˆ T

d
  ，则有： 

   2ˆ 0,Ld N     

证明：因为  22
2

T
d


 [13]，且

2
2

T
E d


   
 

，

2
4

T
Var d


   
 

。则
2T 2

2

1

d

i
i

可以表示成
 

1 2 2, , , d

 ，其中

   0,1 , 1,2, , 2i N i d  相互独立，且 。 

由中心极限定理得：  

2 2
2 2

1 1

2
2

1

0 1

d d

i i
i i

d

i
i

E

N

Var

 



 



   
 

 
 
 

 



近

， ，即
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 0,1L N

2
2

4

T
d

d



。 

 
1

1
,

ik

i ij ij i
ji

则  1 0,1Ld N
d

T


   
 

。 

又因为 ˆ T

d
  ，所以  

ˆ
1 0,1Ld N



 

   
 

，即： 

 ˆ  20,Ld N  

ij

ij

   

定理证明完毕。 

3.1. 第 i 个元件可靠度的估计及性质 

假如恒加试验如上文中(1)，(2)，(3)所述，并且

满足两个基本假定，此时文献[12]得到应力水平V 下

 的极大似然估计： 

ˆ , 1, 2, ,ij
ij

ij

T
i m

r
   ; 1, 2, , ij k 

 ij ij ijrn r ijV

 

式中 为应力水平 下的总试

验时间。 


ij

t
1

ijr

ij ijp
p

T t


 

由引理 1 有  ˆ
ij ij ijr  20,L

ijN    ，由独立

性有  ˆ
i i ir     10,L N 

 1 2, , ,
i

T

i ik 

，其中， 

, 。记 

，设

 1 2
ˆ ˆ, , ,

i

T

i ik  i i 

i ijr r

ˆ ˆ
i i 

1
min

ij k 
 2lim

i

ij
ij

r
i

r

r



 ， 

 2 2 2
2 2 , ,

i ii ik ik
2 2 2

1 1 1diag ,i i i     

îj

。 

利用估计 就可以写出加速模型 

 ln , 1, 2, ,ij i i ija b V i 

   ; 1, 2, im j k 

 
2

i i ija b V  
 

。 

令 ，可以得到

的最小二乘估计 如下： 

 
1

, ln
ik

ij
j

Q a b 




 

,i ia b ˆˆ ,i ia b

ˆ

ˆˆ

i i

i i

x y
i

x x

i i i i

l
b

l

a y b x



 







 

其中 

1

1 ik

jik
ˆ, lni ij ij ijy y y 


  ; 

jx x V
k




   x

1 1 1

1i i i

i i

k k k

x y ij ij ij ij
j j ji

l x y x y
k  

  
    

  
    

2

2

1 1

1i i

i i

k k

x x ij ij
j ji

l x x
k 

 
   

 
   

这样可以得到如下的加速模型： 

 ˆˆln a b V 

   

当 0V V

i i i

 时，就可以得到正常应力水平下对数平

均寿命 0ln i 的估计 0ln i


，记 0 0 x V 。由加速模型 

及估 ˆˆ ,i ia b 得计 ： 0
0ln i

i i x

x x
y l

 
i i

i i

y
x xl

   ，则 0ln i


为 

 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,

i

T

i i i ik     的函数，可得： 

   0 0ln 0,L
i i N 2

0
ˆlni ir    

其中

 

  
2

0ij i ix x x x
2 2
0

1

1i

i i

k

i ij
j i x xk l

 


           
 。 

为了研究系统可靠度的估计及性质，首先需要获

可靠度的估计及性质。 

第 i 个元件可靠度的估计为： 

 

得元件

  0ie

t

iR t 







            (1) 

0i由式(1)及 ln


的渐近正态性可得第 i 个元件可

靠度估计的渐近正态性，以下面引理

 

形式给出。 

ln

tt

t






引理 2 00 ii e
iR e e  是 0ln i





的函数，则 

元件的可靠度估计  iR t 具有渐近正态性，即： 

    0 2
02

ˆ ,i i i

t
r R 




 

22

0, i

t

L
it R t N e 

 
   
 

证明：令 0
ˆln i

0

1, 2, ,

i

i m
 

 

 ， 0 0ln i   ， 

则   0
ˆˆ i

t t

e
iR t e e


 

  。 

令  
t

eg e
  其 


，对 求导得： 

t

e t
e

e


g 


   

所以



    0

00

t

L
i

t
r g g e Z

e


 


      ，其中 Z 为

正态变量标准 。 
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则对于给定的 t，有： 

    
   

0

2

0 2
2

10

ˆ

0,

1,2, ,

i

i i

L

ij i i

ij
j i x xi

t

x x x
N e

k l

i m

 
 

 

           






 

3.2. 系统可靠度的估计及性质 

为了得到系统的可靠度的估计，将文献[9]的定理

引理 3[9] 独立子系统 S 的寿命分布函数为

22 1i
t k xt 

  

i i ir R t R

以下面引理形式给出。 

设 i

iF t ，记    1R t F t  ， 1, 2,i m  。系统 S 的最

小路径矩阵为

i i

m kA  ，寿命分布函数为  1, AF t ，可靠度

函数

  

 1 1,1, ,1T   ，

为： 

1, 1,1A AF t  

记 C

 R t

 1 2, , , kc c c 这里
1T

A

 
  
 

jC 为  1
k

m
j

 
  

 
阶矩阵

  1,A A R t

   

   , ,
T

mR t 。 

由式(1)及引理3自然可得到系统可靠度

然估计为 

ˆ ˆ

   ˆ ˆ, ,
T

mR t , 

，则有 

   1,
j

k
C

R t R t 


1j

其中     1 21, ,R t R t R t 

的极大似

      1, 1,
ˆ j

A AR t R t R t           (2) 
1

k
C

j



其中     1 2
ˆ ˆ1, ,R t R t R t 

  0i

t

iR t e 





 , 1, 2,i m  , 
0 i

i x yi i
x xi i

x x
y l

l
e


 

 。 

由式(2)及引理2可以计算出系统可 度估计的渐

近分布，本文以下面定理的形式给出。 

定理 1 系统由相互独立的子系 iS ，

1,i  m k

0î

靠

 设复杂 统

2, ,m 组成，系统的最小路径矩阵是 A  ，系统

可靠度估计 
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具有渐近正态性，即： 
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则

2 2t t

 2 Tt u u   是 R t 的函数。 

证明：由引理 2 知，对于给定的 t，有： 

     0

22
2
02

0

ˆ ,i

t

L
i i i

t
r R t R t e  

 
    


  

由独立性有： 
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其中： 
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  1, A R t 为  R t 的函数，有一阶全微分，那么

有： 
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定理证明完毕。 

4. 结论 

数都是以元件为研究对象，而对系

但却很重要。通常构成系统的元件往往

靠性，在加速寿命试验下，获得元件的结

尾样

中给予指导和帮助的老师


 

以前的结论多

统的研究很少

也具有高可

本数据也是常用的办法之一。本文通过在恒加试

验下获得的元件寿命截尾样本，给出了复杂系统可靠

度的估计及性质。这为恒加试验下系统可靠性统计分

析，如可靠度置信区间，MTTF 估计及性质等的研究

提供了一个有效的工具。 
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