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Abstract 
In this paper, the classical absolute ruin risk model and that model with interference are re-
searched based on constant interest investment and a linear threshold barrier dividend strategy. 
First, renewal equations of moment-generating function and n-th moment with present value of 
total dividends until absolution ruin are obtained. Second, partial integro-differential equations of 
Gerber-Shiu function are given. 
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摘  要 

在本文中，我们研究基于常利率投资和线性阈值分红策略下的经典的绝对风险破产模型和带干扰的绝对

破产风险模型问题。首先，本文得到累计分红现值的矩母函数和累计分红现值的n-阶矩函数的更新方程。

然后，著名的Gerber-Shiu期望折现罚金函数所满足的更新方程及边界条件采用类似的方法也可以获得。 
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1. 引言 

在复合 Poisson 风险模型[1]中，保险公司的盈余过程通常被刻画为 

( ) ( )
( )

1
, 0

N t

k
k

U t u ct S t u ct X t
=

= + − = + − ≥∑                           (1) 

盈余模型(2.1)就是著名的经典风险模型。 
保险公司在实际经营过程中，除了索赔的不确定因素外，公司自身经营状况、市场的通货膨胀等随

机因素也会对保险公司的资产运作产生重要的影响。为了体现这种不确定性，Gerber (1970) [2]通过引入

布朗运动表示公司不确定性的支出或收入，建立了如下带扰动的风险模型： 

( ) ( )
( )

( )
1

, 0
N t

k
k

U t u ct S t u ct X W t tσ
=

= + − = + − + ≥∑                       (2) 

其中，(1)和(2)中 0u > 是保险公司初始盈余； 0c > 是保费收入率； ( ){ }, 0N t t > 是服从参数为 λ 的 Poission
过程，表示直到 t 时刻为止的索赔次数；{ }, 1iX i ≥ 为独立同分布随机变量序列，表示索赔额；(2)中 0σ >

是常数，表示扰动强度； ( ){ }, 0B t t ≥ 是标准布朗运动。假设 ( ){ }, 0N t t > ，{ }, 1iX i ≥ 和 ( ){ }, 0B t t ≥ 是相

互独立的。 
在本文中，我们假设当保险公司盈余低于 0 时，保险公司可以以利率 β 进行贷款，其贷款量恰好等

于当时的赤字，这样就使得盈余水平恢复到 0 水平，公司可以跟以前一样继续进行经营下去，同时公司

会从其保费收入中拿出部分收入来连续偿还贷款[3]。对于投资利率[4] [5]和红利策略[6]，我们假设红利

支付方式采取线性阈值分红策略[7]，当公司盈余处在 0 到 tb b at= + 之间[8] [9]时， 1c 为单位时间公司收

取的保费，a ( )10 a c≤ < 为红利率，盈余会收到投资利率为 γ 的投资收入，此时只涉及到投资收入，不涉

及红利支付。当公司盈余超过 tb b at= + 时，红利以 a 分发，发完红利之后的净保费率以 2 1 0c c a= − ≥ 表

示，盈余会收到投资利率为 γ 的投资收入。 
将上述假设引入到模型(1)和(2)中，新的盈余过程分别定义为： 

( )
( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

2

1

1
1

d d ,

d d d ,0

d d , 0

b b

b b b

b b

c U t t S t U t b at

U t c U t t S t U t b at

cc U t t S t U t

γ

γ

β
β


 + − > +
= + − ≤ ≤ +

 + − − < ≤


                     (3) 

和 
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( )
( )( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

2

1

1
1

d d ,

d d d ,0

d d , 0

b b

b b b

b b

c U t t S t W t U t b at

U t c U t t S t W t U t b at

cc U t t S t W t U t

γ σ

γ σ

β σ
β


 + − + > +
= + − + ≤ ≤ +

 + − + − < ≤


                 (4) 

其中， ( )bU t u= 是初始资本。 

定义 ( ) 1
, inf 0u b b

cT t U t
β

 
= ≥ ≤ − 

 
为绝对破产时刻，且对任意 0t ≥ ，均有 ( ) 1

b
cU t
β

> − ，则 ,u bT = ∞。

令 ( )0δ δ > 表示折现利息力， ( )D t 为 t 时刻之前的累积红利支付额，则绝对破产时刻前所有红利支付的

精算现值定义为 ( ), 0
e dbT t

u bD D tδ−= ∫ ； 

红利支付的矩母函数为 ( ) ,, ; e u byDM u y b E  =  ； 

红利支付的 n-阶矩函数为 ( ) ,; ,n
n u bV u b E D n N = ∈  。 

Gerber-Shiu 期望折现罚金函数为 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ),
, , ,, e , 0u bT

b u b b u b u b bm u b E U T U T I T U uδ ω− = − < ∞ =   

其中， ( )I ⋅ 是示性函数， ( ),b u bU T − 为绝对破产前瞬时盈余； ( ),b u bU T 为绝对破产赤字，罚金函数 ( )1 2,x xω

是定义在 1 1, ,c c
β β

   
− +∞ × − +∞   
   

上的任意非负可测函数。 

贯穿于本章，我们假设函数 ( ), ;M u y b ， ( );nV u b 和 ( ),m u b 在各自的定义域上关于u 和 y 是足够光滑的。 

2. ( )M u y b, ; 和 ( )nV u b; 所满足的积分–微分方程 

由初始资本的取值不同，矩母函数 ( ), ;M u y b 记为 

( )
( )
( )

( )

3

1

1
2

, ; ,
, ; , ; , 0

, ; , 0

M u y b u b at
M u y b M u y b u b at

cM u y b u
β


 > +
= ≤ ≤ +

 − < <


 

针对模型(4)带常利率投资和线性阈值分红策略下带扰动的绝对破产模型 
定理 2.1. 当 0 u b at≤ ≤ + 时有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1

22
1 1 1 1

1 12

1
1 20

, ; , ; , ; , ;
, ;

2

, ; d , ; d 0
c

u u

u

M u y b M u y b M u y b M u y b
u c y a M u y b

u y bu
cM u z y b F z M u z y b F z F uβ

σ γ δ λ

λ λ λ
β

+

∂ ∂ ∂ ∂
+ + − + − +

∂ ∂ ∂∂

 
− + − + + = 

 
∫ ∫

      (5) 

当 u b at> + 时有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1

22
3 3 3

22

3
3 30

1
1 2

, ; , ; , ;
2

( , ; )
, ; , ; d

, ; d , ; d 0
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c
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u b u

M u y b M u y b M u y b
u c y

u yu
M u y b

a M u y b M u z y b F z
b

cM u z y b F z M u z y b F z F uβ

σ γ δ
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β

−

+

−

∂ ∂ ∂
+ + −

∂ ∂∂
∂

+ − + −
∂

 
+ − + − + + = 

 

∫

∫ ∫

            (6) 
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当 1 0c u
β

− < < 时有 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

22
2 2

12

2 2
2

1
20

, ; , ;
2

, ; , ;
, ;

, ; d 0
cu

M u y b M u y b
u c

uu
M u y b M u y b

y a M u y b
y b

cM u z y b F z F uβ

σ β

δ λ

λ λ
β

+

∂ ∂
+ +

∂∂
∂ ∂

− + −
∂ ∂

 
+ − + + = 

 
∫

                       (7) 

其中边界条件为 

1
2 , ; 1cM y b

β
 
− = 
 

                                   (8) 

( )1lim , ; 1
b

M u y b
→∞

=                                    (9) 

( )
2

1lim , ; e
cy

u
M u y b δ

→∞
=                                 (10) 

( ) ( )1 20 , ; 0 , ;M y b M y b+ −=                               (11) 

( ) ( )3 1, ; , ;M b y b M b y b+ −=                               (12) 

证明：为方便起见，不妨假设 

( )
( )

1 1

e 1
, e

t
th u t u c

γ
γ

γ

−
= + ， ( )

( )
2 1

e 1
, e

t
th u t u c

β
γ

β

−
= + ， ( )

( )
3 2

e 1
, e

t
th u t u c

γ
γ

γ

−
= +  

1) 当 0 u b at≤ ≤ + 时，考虑一个非常小的时间区间 [ ]0, t ，其中 t 足够小，使得 t 时刻的盈余达不到线

性阈值 b at+ ，既有 ( )2 ,h u t b at< + 。考虑首次索赔时刻和索赔额，及索赔额是否导致绝对破产，可得 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

1

1
1

1

1
1

1 1 1

,
1 10

,
2 1,

,

, ; 1 , , e ;

, , e ; d

, , e ; d

d

t

h u t W t t

ch u t W t t
h u t W t

ch u t W t

M u y b t M h u t W t y b at

t M h u t W t z y b at F z

M h u t W t z y b at F z

F z o t

δ

σ δ

σ δβ
σ

σ
β

λ σ

λ σ

σ

−

+ −

+ + −

+

∞

+ +

= − + +


+ + − +



+ + − +


+ +



∫

∫

∫

           (13) 

将 ( ) ( )( )1 1 , , e ;tM h u t W t y b atδσ −+ + 用 Taylor 展开有 

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

22
1 1

1 12

1 1

, , ;

, ; , ;
, ;

2
, ; , ;

tM h u t ye b at

M u y b M u y b
M u y b u c t

uu
M u y b M u y b

yt at o t
y b

δ

σ γ

δ

− +

∂ ∂
= + + +

∂∂
∂ ∂

− + +
∂ ∂

                   (14) 

将(14)带入(13)中，两边同除以 t ，再令 0t → ，得到方程(5)。 
2) 采用同样的方法，当 u b at> + 有 
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( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( )
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3
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3
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,
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,
1 3,

,
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,
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, , e ; d
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t
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h u t W t t
h u t W t b at

ch u t W t t
h u t W t

h u t

M u y b t M h u t W t y b at

t M h u t W t z y b at F z

M h u t W t z y b at F z

M h u t W t z y b at F z

F z

δ

σ δ

σ δ
σ

σ δβ
σ

λ σ

λ σ

σ

σ

−

+ − − −

+ −

+ − −

+ + −

+

+

= − + +


+ + − +



+ + − +


+ + − + 



+

∫

∫

∫

( ) ( )1cW t
o t

σ
β

∞

+
+∫

         (15) 

将 ( ) ( )( )3 3 , , e ;tM h u t W t y b atδσ −+ + 用 Taylor 展开有 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 3

22
3 3

3 22

3 3

, , e ;

, ; , ;
, ;

2
, ; , ;

tM h u t W t y b at

M u y b M u y b
M u y b u c t

uu
M u y b M u y b

yt at o t
y b

δσ

σ γ

δ

−+ +

∂ ∂
= + + +

∂∂
∂ ∂

− + +
∂ ∂

                  (16) 

将(16)带入(15)中，两边同除以 t ，再令 0t → ，得到方程(6)。 

3) 当 1 0c u
β

− < < 时，令 0t 是方程 ( )2 , 0h u t = 的根，即

1

1
0

1

ln ct
c u

β

β
 

=  + 
它表示在 0t 之前没有索赔发

生时的盈余恢复到 0 水平的时刻，满足当 0t t< 时有 ( )2 , 0h u t < ， ( )2 0, 0h u t = 。另一方面当 0t t≤ 时， ( )2 ,h u t
表示 0t 之前没有索赔发生时的盈余。利用首次索赔时刻和索赔额大小，由全概率公式有 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

1
2

1
2

2 2 2

,
2 20

,

, ; 1 , , e ;

, , e ; d

d

t

ch u t w t t

ch u t w t

M u y b t M h u t W t y b at

t M h u t W t z y b at F z

F z o t

δ

σ δβ

σ
β

λ σ

λ σ

−

+ + −

∞

+ +

= − + +


+ + − +




+ +


∫

∫

          (17) 

将 ( ) ( )( )2 2 , , e ;tM h u t W t y b atδσ −+ + 用 Taylor 展开有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

22
2 2

2 2 2 12

2 2

, ; , ;
, , e ; , ;

2
, ; , ;

t M u y b M u y b
M h u t W t y b at M u y b u c t

uu
M u y b M u y b

yt at o t
y b

δ σσ γ

δ

− ∂ ∂
+ + = + + +

∂∂
∂ ∂

− + +
∂ ∂

   (18) 

将(18)带入(17)中，两边同除以 t ，再令 0t → ，得到方程(7)。 
下面验证边界条件： 

当 1cu
β

= − 时，则绝对破产即可发生，从而没有红利支付，因此(8)成立。 

当 b →∞时，则没有分红被支付，因此(9)成立。 

当 b →∞时， ,u bT = ∞。又因 2
,0 u b

cD
δ

< ≤ ，从而(10)成立。 

对于(11)和(12)，方法类似于 Wan [10]。 
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注 2.1：在定理 2.1 中当 0σ = 时，我们就得到带常利率投资和线性阈值分红策略下的绝对破产模型，

即(3)所对应 ( ), ;M u y b 所满足的积分–微分方程。 
注 2.2：在定理 2.1 中当 0a = 时，我们就得到带常利率投资和阈值分红策略下的带扰动的绝对破产

模型，此结果类似于于文广[11]的博士论文。 
同样 ( );nV u b 可根据初始盈余的不同定义为 

( )
( )
( )

( )

3

1

1
2

; ,
; ; , 0

; , 0

n

n n

n

V u b u b at
V u b V u b u b at

cV u b u
β


 > +
= ≤ ≤ +

 − < <


                            (19) 

其中 ( )01 ; 1V u b = 。 

利用表示定理 ( ) ( )
1

, ; 1 , , 1, 2,3
!

n

i ni
n

yM u y b V u b i
n

∞

=

= + =∑ 可得 ( );nV u b 所满足的积分–微分方程。 

定理 2.2. 当 0 u b at≤ ≤ + 时有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

22
1 1 1

12

1 10

2

; ; ;
2

; ; d

; d 0

n n n

u
n n

cu
nu

V u b V u b V u b
u c a

u bu

n V u b V u z b F z

V u z b F zβ

σ γ

λ δ λ

λ
+

∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂∂

− + + −

+ − =

∫

∫

                      (20) 

当 u b at> + 时有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1

22
3 3 3

22

3 30

1 2

; ; ;
2

; ; d

; d ; d 0

n n n

u b
n n

cu u
n nu b u

V u b V u b V u b
u c a

u bu

n V u b V u z b F z

V u z b F z V u z b F zβ

σ γ

λ δ λ

λ λ

−

+

−

∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂∂

− + + −

+ − + − =

∫

∫ ∫

                   (21) 

当 1 0c u
β

− < < 时有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1

22
2 2 2

12

2 20

; ; ;
2

; ; d 0

n n n

cu
n n

V u b V u b V u b
u c a

u bu

n V u b V u z b F zβ

σ β

λ δ λ
+

∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂∂

− + + − =∫
                     (22) 

其中边界条件为 

1
2 ; 0n

cV b
β

 
− = 
 

                                    (23) 

( )1lim ; 0nb
V u b

→∞
=                                     (24) 

( ) 2
1lim ;

n

nu

cV u b
δ→∞

 =  
 

                                  (25) 

( ) ( )1 20 ; 0 ;n nV b V b+ −=                                   (26) 

( ) ( )3 1; ;n nV b b V b b+ −=                                   (27) 
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证明：方法类似于定理 2.1。 
注 2.3：在定理 2.2 中当 0σ = 时，我们就得到带常利率投资和线性阈值分红策略下的绝对破产模型，

即(3)所对应 ( );nV u b 所满足的积分–微分方程。 
注 2.4：在定理 2.2 中当 0a = 时，我们就得到带常利率投资和阈值分红策略下的带扰动的绝对破产

模型，此结果类似于于文广[11]的博士论文。 

3. Gerber-Shiu 期望折现罚金函数 

在这部分中将给出著名的 Gerber-Shiu 期望折现罚金函数所满足的偏积分–微分方程。 
由初始盈余的取值不同 ( ),m u b 定义为 

( )
( )
( )

( )

3

1

1
2

; ,
; ; , 0

; , 0

m u b u b at
m u b m u b u b at

cm u b u
β


 > +
= ≤ ≤ +

 − < <


                            (28) 

定理 3.1. 当 0 u b at≤ ≤ + 时有 
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1

1
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1 1 1
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2
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β
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+ ∞

+

∂ ∂ ∂
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∂ ∂∂

− + + −

+ − + − =

∫

∫ ∫

                    (29) 

当 u b at> + 时有 
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              (30) 

当 1 0c u
β

− < < 时有 
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∫

∫

                      (31) 

其中边界条件为 

( ) ( )3 3lim ;
b

m u b m u
→∞

=                                  (32) 

( ) ( )1 20 ; 0 ;m b m b+ −=                                  (33) 

( ) ( )3 1; ;m b b m b b+ −=                                  (34) 
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证明： 
1) 当 0 u b at≤ ≤ + 时,考虑一个非常小的时间区间 [ ]0, t ，其中 t 足够小，使得 t 时刻的盈余达不到线

性阈值 b at+ ，既有 ( )2 ,h u t b at< + 。考虑首次索赔时刻和索赔额，及索赔额是否导致绝对破产，可得 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( )
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λ σ

λ σ

σ

ω σ
β

−

+

+ +

+

∞

+ +

= − + +


+ + − +



+ + − +

 
+ − − − + 

 

∫

∫

∫

              (35) 

使用与(13)相似的方法可得(29)。 
2) 采用同样的方法，当 u b at> + 有 

( ) ( ) ( ) ( )( )
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          (36) 

使用与(15)相似的方法可得(30)。 

3) 当 1 0c u
β

− < < 时，有 

( ) ( ) ( ) ( )( )
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2 2 2

,
2 20

1
2 2,

; 1 e , ;
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−
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∫

∫

           (37) 

使用与(17)相似的方法可得(31)。 
边界条件可采用相同的方法得到。 
注 3.1：在定理 3.1 中当 0σ = 时，我们就得到带常利率投资和线性阈值分红策略下的绝对破产模型，

即(3)所对应 ( );m u b 所满足的积分–微分方程。 
注 3.2：在定理 3.1 中当 0a = 时，我们就得到带常利率投资和阈值分红策略下的带扰动的绝对破产

模型，此结果类似于于文广[11]的博士论文。 

4. 结论 

本文将投资策略采用常利率的投资和分红策略推广到线性阈值的分红策略两方面去研究绝对破产模

型下的红利支付的矩母函数和红利支付的 n-阶矩函数以及著名 Gerber-Shiu 期望折现罚金函数，更加接近
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真实市场。 
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