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Abstract 
In general, the risk is in forms of portfolio in finance or in forms of the sum of insurance policy in 
insurance. And they are generally not independent and we do not know the correlation, and we 
call this correlation copula, of them. So we cannot research that using the method of investigating 
only one risk or regard random variables as independent. We need to consider the correlation of n 
random variables with given identical marginal distributions. In the quantitative risk manage-
ment, the research about the sum of n random variables under uncertain correlation, especially 
focuses on the risk measure of the sum of n random variables. In this paper, we investigate 

( )SVaRα  (Value-at-Risk) and the copula that it can minimize the ( )SVaRα  in a confident level 
α . Then we get the copula of minimum of ( )SVaRα  under monotone density. And this copula is 
that n random variables are complete mixable. Finally, this paper gets the minimum and maxi-
mum of ( )SVaRα  at the situation of two dimensions. This result is also got under complete mix-
ability. 
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摘  要 

由于在金融行业中风险一般是以投资组合的形式或者在保险行业是以保单加和的形式存在，并且他们之

间并不是独立的，并且相依结构大部分都是未知的，我们不能再用单一风险或者随机变量之间相互独立

的方法进行研究，我们需要考虑他们之间的相依结构。在量化风险度量领域，对相依关系不确定情况下

风险加和的研究很多，其中主要集中在加和的风险度量。本文主要针对在给定相同的边际分布的情况下，

对 ( )SVaRα  (Value-at-Risk)风险度量的相依结构进行了研究，从而得到了在密度单调情形下使得风险

加和的 ( )SVaRα 最小的相依结构，这种相依结构就是在随机变量完全混合时的相依结构，最后本文得到

了特殊情况，即两个随机变量完全混合的相依结构及 ( )SVaRα 的最大值和最小值。  
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1. 引言 

当今社会，风险影响着经济生活的方方面面，大到影响国家宏观决策与经济发展，小到决定一个公

司的生死存亡。无论是在银行，保险公司还是在其他的商业公司中，风险的存在形式多种多样，多个风

险之间的相依关系也是错综复杂。因此，对风险实行有效的管理对公司的发展有重要的意义。风险管理

的目标就是希望将风险固定下来，及时拿出相应的准备金来应当对风险，若风险度量不准确，则会极大

的影响公司的稳定性。 
在实际生活中，尤其是在金融行业，风险并不是单独存在的，往往是以多个风险加和的形式存在。

此时风险的边缘分布一般已知，当 n 个风险的分布相互独立时，处理是比较方便的，但在实际中风险之

间并非相互独立，并且它们之间的关系，我们也一无所知。那么在风险之间关系未知的情况下，如何使

得风险的加和风险最小呢？ 

2. 风险度量 

在研究风险之前，首先我们应该先说明如何度量风险。度量风险的测度有很多，例如：VaR，ES，
TVaR，CTE 等[1]，它们的定义如下： 

定义 2.1. VaR (Value-at-Risk) [2] [3]对于风险 S，在(置信)水平 p 下的 VaR 定义为： 

( ) ( ) ( ){ }1VaR inf :S SS F s R F sα α α−= = ∈ ≥  

因此，VaR 恰好是在 p 点计算的 S 的分布函数的反函数。 
定义 2.2. ES (expected shortfall) [4]对于风险 S，在水平 ( )0,1p∈ 时的期望缺口(ES)定义为： 

( )( )ES VaRE S Sα α +
= −    

定义 2.3. VaR (Tail-Value-at-risk)对于风险 S，在水平 ( )0,1p∈ 时的 TVaR 定义为： 
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( ) ( )11TVaR VaR , d
1

S S t tα αα
=

− ∫  

从上述表达式可以看出，TVaR 恰好是 S 从 p 开始的 VaR 的算术平均。 
定义 2.4. 条件尾期望(Conditional Tail Expectation) (CTE)对于风险 S，在水平 ( )0,1p∈ 时的条件尾期

望定义为： 

( ) ( )CTE VaRS E S S Sα α=  >    

因此，CTE 为“在最坏的 ( )100 1 %α− 情形下的平均损失”。 
在众多的风险度量方法中较为常用的为 VaR 和 ES，因为 VaR 有比较直观的含义，它相当于是随机

变量的分位数，也就是说损失随机变量大于其α 分位数最大为(1 α− )的概率，而且 VaR 是可以回测的。

ES 风险度量是尾部 VaR 的平均，它一般比 VaR 的值偏大，所以它是一个比 VaR 更为保守的风险测度，

而且它是一个次可加的风险度量，但由于 ES 计算的是 VaR 的尾部平均，因此 ES 的计算与 VaR 相比更

加困难，甚至是不可能的。近二十年间对 VaR 的研究比 ES 更多，而且对 VaR 的统计估计更为成熟，银

行、保险公司等金融机构也更多的用 VaR 作为其风险度量。本文将针对其中的一个风险度量，即 VaR
进行研究。VaR 早在 1993 年由 G30 集团在研究衍生品种基础上发表《衍生产品的实践和规则》提出，

后来在风险管理方面得到了广泛应用[5]。 

3. 完全混合及相依结构 

在问题开始之前，首先给出相关定义。 

3.1. 完全混合 

n 是一个正整数，对于一个 R 上的概率分布 F，如果存在 n 个随机变量 1, , ~n FX X� 使得 1 nX X+ +�

是一个常数，则称分布 F 是 n 阶可完全混合的(或简称为 n 阶可混合)。其中 ( )1, , nX X� 的联合分布成为

一个 n 阶可混合结构[6]，(n-complete-mix)。 
Sklar (1959)指出可以将随机变量的联合分布分解成边际分布和它们之间的相依结构(copula)，而变量

之间的相依结构可以用 copula 来表达[7]，下面给出 copula 函数的定义。 
假设 ( )1, , nX XX = � 联合分布函数 XF ，其边际分布函数分别为：

1
, ,

nX XF F� ，
1
, ,

nX XF F� 均服从 [ ]0,1
上的均匀分布，则{ }1

, ,
nX XF F� 的联合分布就称为 copula。 

根据定义 

( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )

1

1

1

1

1 1
1 1

1 1
1

, ,

, ,

, , ,

n

n

n

Y X X n

X n X n

Y X n X n

C P F F

P X F X F

F F Y F

µ µ

µ µ

µ µ

− −

− −

= ≤ ≤

= ≤ ≤

= ≤

�

�

�

 

令 ( ) , 1, ,j X jF x j nµ = = � ，我们可以得到 

( ) ( ) ( )( )11 1, , , ,
nX n X X X nF x x C F x F x=� �  

3.2. 同单调与反单调 

3.2.1. 同单调 
假设随机变量 ( ),X Y 是概率空间 ( ), , PΩ F 上的随机变量，如果对任意的 1 2,ω ω ∈Ω ，有

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 0X X Y Yω ω ω ω− − ≥ ，则称二维随机变量 X，Y 同单调。 
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3.2.2. 反单调 
二位随机变量(X, Y)为反单调的，如果(X, −Y)是同单调的。 

3.3. 完全混合的性质和例子 

在给出上述的定义后，我们给出完全混合的性质及几个完全混合的例子。 

3.3.1. 完全混合的性质 
1) 完全混合仿射变换下的不变性 
假设随机变量 ~X F 的分布是 n ( )2n ≥ 阶可混合的，那么对于任意常数 a，b，随机变量 aF b+ 的分

布也是 n ( )2n ≥ 阶可混合的。 
2) 完全混合分布角度的加性 
假设随机变量 ~X F 和 ~Y G ，F 和 G 均可以 n ( )2n ≥ 阶混合，并且拥有一致的中心 µ ，则对于任

意的 λ ，有 ( )1F Gλ λ+ − 是 n 阶可混合的，并且拥有一致的中心 µ 。 
3) 完全混合指数角度的加性 
若随机变量 ~X F 的分布是 n 阶可混合的，也是 k 阶可混合的，那么对于任意常数 a，b，F 也是(an + 

bk)阶可混合的。 
4) 完全混合的收敛性[8] 
假设分布 F 和 iF 都是紧集 S R⊂ 上的分布， iF 都是 n 阶可混合的， 1,2,i = �，并且当 k →∞时， kF

依分布收敛于 F，则 F 一定是 n 阶可混合的。 

3.3.2. 完全混合的例子 
1) 均匀分布的 n(n ≥ 2)阶可混合性 
假设随机变量 X 服从 [ ],U a b 的均匀分布，根据仿射变换的性质，我们可以将 X 变换为 [ ]0,1U 的均匀

分布，所以不失一般性，仅讨论 [ ]0,1U 是否可以 n 阶可混合即可。 
显然，对称分布一定是 2 阶可混合的，假设 ~Y F ，一定存在某常数 b，使得 ~b Y F− ，此时

Y b Y b+ − = ，说明 Y 是 2 阶可混合的。因为 [ ]0,1U 也是对称分布，所以 [ ]0,1U 也是 2 阶可混合的，所以

[ ]0,1U 所有偶数阶均是可混合的。接下来，只需证明 [ ]0,1U 是奇数阶可混合的。 

首先我们考虑是否能够三阶可混合。考虑 [ ]1 ~ 0,1X U ，当 1
10
2

X≤ ≤ ， 12
1
2

X X= + ， 13 1 2X X= − ；

当 1
1 1
2

X≤ ≤ 时，令 12
1
2

X X= − ， 13 2 2X X= − ，此时 1 2 3, ,X X X 均服从 [ ]0,1U 的均匀分布， 1 2 3
3
2

X X X+ + =   

a.s.，因此， [ ]0,1U 是三阶可混合的，又因为它是 2 阶可混合的，所有大于 1 的正整数均可由 2，3 的组 
合进行构造，所以， [ ]0,1U 是可以 n 阶可混合的，由此，根据仿射变换， [ ],U a b 也是可以 n 阶可混合的。

 2) 正态分布的 n(n ≥ 2)阶可混合 
单峰对称分布可表示为一族均匀分布的凸组合，而由(1)可知，所有均匀分布均是可 n 阶混合的，根

据完全混合分布角度的可加性，单峰对称分布均可以 n 阶混合。正态分布也属于单峰对称分布，所以正

态分布是 n 阶可混合的。 
除此之外二项分布也可以完全混合，在这里不再详述，还有一些分布永远无法混合，比如指数分布、

几何分布、负二项分布、泊松分布等，因为这些分布均为一端有界而另一端无界，由于此时重心靠近一

端，而另一端的极值无法永远无法与另一端混合形成混合结构，因此这些分布用于无法完全混合。 
接下来我们从完全混合问题的经典问题入手，即 1, , ~nX X F� ，相依结构未知，如何使得下式最小： 

( )1min Var nX X+ +�  
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在两个随机变量(n = 2)时比较好考虑，当两个随机变量反相关(当一个随机变量增大时，而另一个随

机变量减小)时，两随机变量加和为常数，此时两随机变量加和的方差达到最小，也就是构成了完全混合

结构。但若 n ( )3n ≥ 个随机变量，则无法使得随机变量之间两两反相关，这类似于负负得正，那如何设

计出一个相关结构使得方差最小呢？最理想的情况就是当 n 个随机变量加和为常数，即形成混合结构时，

方差达到最小，为 0。完全混合能够使得各随机变量间达到较好的反相关性，因此在考虑下述问题时，

我们首先考虑完全混合。 

4. 风险加和的 VaR 最小值问题 

4.1. 问题相关定义和引理 

4.1.1. 质量函数 
质量函数是每个点上的质量，这类似于密度函数，与密度函数唯一不同的是质量函数不要求其和为

1。 

4.1.2. 引理 
d
NS 上的一个质量函数 A 满足质量递减，且重心为 0，则 A 一定是 1d + 阶可混合的。其中

{ }, , 1,0,1, ,d
NS N dN= − −� � 表示的是质量函数 A 的点集， 1d n= − ， d

NS 中有 ( )1 1d N+ + 个点。 
引理的证明见文献[8]。 

4.1.3. 推论 
假设分布 P 概率密度函数 p(x)在 [ ],a b 是单调的，并且在 [ ],a b 之外的地方 ( ) 0p x = ，如果 p(x)是单调 

递增的，并且有 ( ) ( )1E X b b a
n

≤ − − ；如果 p(x)是递减的，并且有 ( ) ( )1E X a b a
n

≥ + − ，则 P 对于任意大 

于等于 n 可混合。 

4.1.4 ( )minVaR Sα 或 ( )maxVaR Sα  

1, , ~nX X F� �  (n 为正整数)，密度函数为 p(x)在区间 [ ]0,1 上，在区间 [ ]0,1 以外有 ( ) 0p x = ， 1, , nX X�

相依结构未知， 1 nS X X= + +� ，在置信度为α 时，能否使得 ( )VaR Sα 最小或最大，使得下式成立的相

依结构是什么？ 

( )min VaR Sα 或 ( )max VaR Sα  

因为我们考虑的是 VaR，只需要将区间 [ ]0,α 上的值进行搭配，而不需要考虑区间 [ ],1α 上的值，所

以后续讨论我们只针对区间 [ ]0,α 进行讨论，并记此区间上的随机变量的分布函数为 F (具体只需进行归

一化即可)，因此在新的分布下，上述问题等价于 ( )1min VaR S 。 
我们首先考虑 p(x)单调递减，当 1,2n = 时，分布 F 的密度函数 p(x)在区间 [ ]0,1 上单调递减，其期望 

( ) 1
2

Fµ ≤ 。当 1n = 时满足条件的分布 F 是不存在的。当 2n = 时，满足条件的分布只有均匀分布 [ ]0,1F U= ， 

根据上述完全混合的例子中可以看出，这是 2 阶可混合的。 
当 3n ≥ 时，首先令 ( ) ( ){ }, 1 , , 1 ,NS N N N dN N dN N= − − + −� ，在 [ ]1,d− 上 ~Y F ，其均值为 0，

密度函数单调递减。令 NF 为[NY]/N 的分布函数，其中[NY]为 NY 的整数部分，{NY}表示 NY 的小数部分，

ˆ
NF 为 NS 上的离散均匀分布的分布函数。由于 

( ) [ ]( ) { }( )( ) { }( )
( ) { }( ) { }( )

NF E NY NY N E Y NYE NY N N

E Y E NY N E NY N

µ − = −

= − = −

= =
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且
{ } 1 ,0

NY
N N

 ∈ −  
，所以其期望也在

1 ,0
N

 −  
之间，因此 ( ) 1 ,0N N

Fµ  ∈ −  
。 

由于 ˆ
NF 服从 NS 上的离散均匀分布，因此其均值为： 

( ) 2
ˆ 1

NF d
µ

−
=  

因为 2d ≥ ，即 3n ≥ ，所以上式 ( ) 1ˆ
2NFµ ≥ 。 

接下来，我们想寻找一个
20 N N

λ≤ ≤ ，构造一个 ˆ
NF 和 NF 的组合，使组合的期望为 0，取 

( )
( )1

2

N
N

N
d

F

F

µ
λ

µ

−
=

−
−

 

构造函数 ( ) ˆ1N N NN NF F Fλ λ= − + ，则 ( ) 0NFµ = ，且 NF 在 NS 上递减，因而 NF 可 1d + 阶可混合。 
当 N →∞时，根据完全混合的收敛性知， NF 依分布收敛于 F，且 F 是 1d + 阶可混合的。 
根据完全混合的仿射不变性，我们可以得到当密度函数 p(x)在区间 [ ]0,1 上单调递减，在区间 [ ]0,1 以 

外有 ( ) 0p x = ，且 ( ) 1F
n

µ ≥ 时 F 可 n 阶完全混合。 

由于当 X 的密度单调递增时，−X 的密度则单调递减，若 X 可完全混合，由完全混合仿射不变性可知，

−X 也可以完全混合，故密度函数单调递增也可完全混合。 

当 ( ) 1F
n

µ < 时，无法构成完全混合结构，我们考虑以下的结构： 

当均值条件不满足时，这说明中心偏左，最大值即使用最小的来进行调和也无法达到均值，于是我

们考虑将最大的与( 1n − )个最小的匹配，即 1VaR t− 配( 1n − )个 ( )1VaR n t− ， [ ]0,1t∈ ，直到 ( ),1 1c n c− −  区

间内能够混合。下面我们给出该相关结构： 
随机向量( 1, , nX X� )具有一致的边际分布，则分布函数的联合分布(copula)为 [ ]0,1 n

上的均匀分布，

即 ( )1, , ~ F
n nU U Q� ，其中 F

nQ 为 copula 结构，它满足： 
当密度函数递增时： 
(a) 对每一个 1, 2, ,i n= � ，给定 [ ]0,iU c∈ ，我们有 ( )1 1 ,j iU n U j i= − − ∀ ≠ ； 
(b) 对于所有的 ( ),1 1iU c n c∈ − −  ， ( ) ( )1 1

1 nF U F U− −+ +� 是一个常数。 
令 ( )F F

n n nQ Q c= ，其中 nc 为 copula F
nQ 满足(a) (b)条件存在的所有 c 中的最小值，并且 0nc = 当且仅当

F 是 n 阶完全混合的。定义 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 11 1 1H x F x n F n x− −= + − − − ，则有 

( ) ( )
11 1min 0, : dn

n c
c c H t t c H c

n n
    = ∈ ≤ −       

∫  

当密度函数递减时： 
(c) 对每一个 1, 2, ,i n= � ，给定 [ ]1 ,1iU c∈ − ，我们有 ( )( )1 1 ,j iU n U j i= − − ∀ ≠ ； 
(d) 对于所有的 ( )1 ,1iU n c c∈ − −  ， ( ) ( )1 1

1 nF U F U− −+ +� 是一个常数。 
由于当 X 的密度单调递减时，−X 的密度则单调递增，所以 F 的性质与密度递增时类似，定义

( ) ( ) ( )( ) ( )1 11 1 1H x n F n x F x− −= − − + − ，则有 

( ) ( )
11 1min 0, : dn

n c
c c H t t c H c

n n
    = ∈ ≥ −       

∫  
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下面我们对该结构的存在性进行证明。由于密度函数单调递增时和单调递减时类似，所以我们只针

对密度函数单调递增的情况进行证明。 
首先我们令 [ ] ( )( )1, , ~ 0, 1 1 ,1nU U U c n c− −  � ∪ 使得 1, , nU U� 的联合分布均匀的分布在每个线段

( ) [ ]1 1 , 0,,j i iU n U j i U c= − − ∀ ≠ ∈ 。通过 4.1.3 推论可知存在 ( )1, , ~ ,1 1nZ Z U c n c− −  � 使得 

( ) ( )1 1
1 nF U F U− −+ +� 是一个常数，因为 ( )1

iF U− 的密度单调递增，并且由 ( ) ( )
1 1dn

c
H t t c H c

n
 ≤ − 
 ∫ 可知， 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1
1 1 1

1
nE F Z F c F n c F c

n
− − − − ≤ + − − − −

 

令随机变量 U 是均匀分布，且与( 1 1,, , , ,n nU U Z Z� � )相互独立，且 { } { }1 1i i iU nc U ncX Y Z< ≥= + ，则 ~iX U ，

1, ,i n= � 。 1, , nX X� 的联合分布满足性质(a) (b)，这表明 F
nQ 是存在的。 

特别地，当 n = 2 时，如何得到 min 或 ( )1 2max VaR X Xα + ? 
当两个随机变量加和时求其最大最小值思路是比较容易想的，因为我们想要让该组合的分位数较小，

应该考虑在取值一定的情况下，让他们的加和尽可能的集中，当所有的组合都集中于一点时，

( )1 2VaR X Xα + 达到了最小，那什么样的相关结构能使他们集中于一点呢？就是反单调的时候，相关结

构如图 1 所示。 
对应上述图 1 中相依结构的表达式为： 

1 ,
,

x x
y

x x
α α

α α
+ − >

=  − ≤
 

该相依结构同时达到了 ( )1 2VaR X Xα + 的最大值和最小值，若取 0.95α = ，则其最大值为 1.95，最小

值为 0.95。 
 

 
Figure 1. The copula of anti-monotone with two variables 
图 1. 两随机变量反单调的相关结构 
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二维情况下比较容易计算 VaR 的最值，但在多维的情况下就没有那么容易了，具体的计算请参考文

献[9]。 
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