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Abstract 
In this paper, we study the model selection in multiple linear regressions. Model selection is a hot 
topic in statistical research. With the advent of the era of large data, the dimension of data is get-
ting higher and higher. There is a greater demand for model selection in the fields of economics 
and finance, biostatistics and image processing. At the same time, sparse model plays an increa-
singly important role in machine learning, which can avoid over-fitting. This paper mainly studies 
the model selection based on multiple linear regression model, and summarizes the ridge re-
gression, LASSO and SCAD methods and Bayesian model selection methods. Later, through data 
simulation and case analysis, we focus on the sparse model under the premise of the four model 
selection methods that are analyzed and compared. Through research and analysis, it can be 
found that the results of ridge regression are better when the model is approximately sparse, 
SCAD method can better remove the unimportant variables, and the results are very little dif-
ferent from ridge regression. Therefore, this good property can be fully utilized in practical ap-
plication. 
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摘  要 

模型选择是统计研究的热点，随着大数据时代的到来，数据维数越来越高，在经济金融学领域，生物统

计领域，图像处理等领域对模型的选择产生了更大的需求。同时稀疏模型在机器学习中发挥越来越重要

的作用，它可以避免模型过度拟合的情况。本文主要基于多元线性回归模型进行模型选择的研究，主要

对带有惩罚因子的模型选择方法中的岭回归、LASSO和SCAD三种方法和贝叶斯模型选择方法进行了总结

阐述。后面通过数据模拟和实例分析，重点研究在稀疏性模型的前提下，对这四种模型选择的方法进行

分析对比。通过研究分析可以发现在模型稀疏性较强的情况下，岭回归表现较好，SCAD方法能较好地去

除不重要变量，结果与岭回归相差甚小，由此可以根据这种良好的性质在实际的应用当中得到充分利用。 
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1. 引言 

近几年来线性回归模型以其简洁易于分析的优点受到研究者们的青睐，最典型的线性回归模型为 
T

i i iY x β ε= + ，或者等价于Y X β ε= + ， 

其中 ( )1, , T
nY Y Y=  是 n 维响应变量， ( )1, , T

nX x x=  是 n p× 的设计矩阵， ( )1, ,
T

pβ β β=  是 p维参数向

量和， ( )1, , T
nε ε ε=  是 n 维独立同分布的随机误差向量。线性回归模型简单来说是一种因素与另外多种

因素的依存关系，尤其是在分析多因素的情况下，线性回归模型会显得更加简单和方便。同时线性回归

分析可以准确地计量各个因素之间的相关程度与回归拟合程度的高低，提高预测方程式的效果；而实际

上一个变量仅受单个因素影响的情况极少，多为多因素影响，尤其在经济，生物等领域，所以通常使用

多元线性回归对实际问题进行分析。 
对于多元线性回归问题，选取一个适合的模型对数据的分析起着至关重要的作用，全模型的估计结

果固然比较好，但对于变量比较多的情况下，全模型就会显得繁琐产生过度拟合的情况，因此在这种情

况下，为了后续工作的快速有效进行变量选择是很有必要的，尤其在商业和生物学等领域，人们不得不

越来越频繁的处理高维问题，这就使对有效的变量选择产生了巨大的需求。 
对于高维线性回归，最小二乘的惩罚方法通过约束模型的回归系数进行变量选择，在过去十年中该

方法已经得到广泛发展。从 1970 年 Hoerl 和 Kennard [1]提出的岭回归到 1996 年 Tibshirani [2]将岭回归估

计中的 L2 范数罚正则项替换成 L1 范数罚正则项得到了 The Least Absolute Shrinkage and Selection Oper-
ator (LASSO)这一变量选择方法，后来 2001 年 Fan 和 Li [3]提出了 Smoothly Clipped Absolute Deviation 
(SCAD)的变量选择方法。自从变量选择的过程被提出后，许多研究者们对其进行了深入的研究总结，Luo
和 Chen [4]于 2008 年对 The Extended Bayesian Information Criterion (EBIC)进一步详细阐释，之后在变量
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选择这一方面还做了大量研究，使其发展渐趋成熟，如 Cho 和 Fryzlewicz (2011)等[5] [6] [7]，Zhang K，

Yin F，Xiong S [8]对带有惩罚因子的模型选择做了简单的总结，白玥和田茂再[9]于 2017 年对 LASSO、

SCAD 等方法做了对比，进行了有无分组的讨论。与此同时，为了选出最优模型，运用贝叶斯思想方法

进行了贝叶斯模型选择[10]研究，在模型先验信息已经得到的情况下，根据其思想可以准确算得模型的后

验概率，这也就得到了每一模型的概率，利用贝叶斯因子便能选出概率相对较大的模型以此作为最优模型。 
而稀疏模型近几年来在机器学习和图像处理等领域发挥着越来越重要的作用，它具有变量选择的功

能，可以解决建模中的过拟合等问题。稀疏模型可以将大量的冗余变量去除，只保留与响应变量相关性

最大的解释变量，不仅简化了模型而且还保留了数据集中最重要的信息，有效解决了高维数据及建模中

的诸多问题。同时，稀疏模型具有更好的解释性，便于数据可视化、减少计算量等优点被大量使用。 
本文主要基于稀疏性较强的线性回归模型，对多种模型选择方法做一模拟比较，文章第二部分主要

介绍惩罚因子模型选择方法，第三部分则主要介绍贝叶斯模型选择方法，第四部分主要进行数据模拟对

多种方法进行对比，第五部分则主要进行实例分析。 

2. 惩罚因子模型选择 

模型选择是统计领域中的前沿问题，以线性回归模型为基础对多种模型选择方法做一简单介绍。考

虑线性回归模型 
Y X β ε= +                                    (1) 

其中 ( )1, , T
nY Y Y=  是 n 维响应变量， ( )1, , T

nX x x=  是 n p× 的设计矩阵， ( )1, ,
T

pβ β β=  是 p维参数向

量和， ( )1, , T
nε ε ε=  是 n 维独立同分布的随机误差向量。 

用最小二乘的方法得到参数 β 的估计值为 

( )2 1ˆ arg minOLS Y X X X X Yβ β −′ ′= − =                        (2) 

对于线性模型而言，变量选择即是模型选择，对于传统的变量则方法有 Lasso，岭回归和 SCAD 等

方法，由于变量的个数较多，对后面的计算产生很大影响，所以运用这些方法进行变量选择是很有必要

的，而这些传统的变量选择方法都是基于增加惩罚项的思想进行运算的。 
惩罚因子法是目前比较流行的模型选择的方法，且运作效率较高，可以同时做到变量选择和参数估

计，在参数估计时惩罚因子法可以通过压缩部分系数为零来实现模型选择。这部分主要介绍惩罚最小二

乘实现模型选择，即实现下式最小化 

( )2Y X Pλβ β− +                               (3) 

其中 ( )Pλ β 为惩罚项， λ 为调整参数，惩罚项 ( )Pλ β 的选取不一样则出现了多种模型选择方法。 

2.1. 岭回归 

岭回归是 Hoerl 和 Kennard [1]提出的，主要解决变量之间多重共线性的问题，如果变量之间存在多

重共线性，则岭回归提供了一种较为稳定的方法，改进了最小二乘方法。 
由于线性回归模型中自变量可能存在着多重共线性的问题，所以最小二乘方法所估计的参数

( ) 1ˆ X X X Yβ −′ ′= 不是很稳定，岭回归则给 X X′ 加了一个正常数矩阵 ( )0pkI k > ，这样 ( )pX X kI′ + 接近奇

异性的程度就会比 X X′ 要轻的多，由此便得到了岭回归的参数估计 

( ) 1ˆ
ridge pX X I X Yβ λ

−
′ ′= +                               (4) 

这一估计还等价于以下优化问题，通过利用 2l 惩罚函数来改进最小二乘估计，得到参数的估计 
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2 2

1

ˆ arg min
p

ridge j
j

Y Xβ β λ β
=

 
= − + 

 
∑                          (5) 

其中 0λ ≥ 为调整参数， pI 是 p p× 的单位矩阵；而调整参数 λ 主要通过最小化 GCV 准则得到 

( )
( )( )

( )( )( )

2

2
n

n

I A Y
GCV

Trace I A

λ
λ

λ

−
=

−
                           (6) 

其中 ( ) ( ) 1
pA X X X I Xλ λ

−
′ ′= + ；调整参数λ 也可以通过岭迹图对调整参数进行选择，这种方法存在较强的

主观因素。虽然岭回归得到参数估计 ˆ
ridgeβ 是 β 的有偏估计，但一定程度上解决了变量之间的多重共线性的

问题。 

2.2. LASSO 方法 

LASSO 方法是 Tibshirani [2]在 The nonnegative garrote (NG) [11]方法的基础上发展而来的，也是岭回

归的一特殊形式。对于 NG 方法，其参数估计为 

( )1 1
ˆ ˆ ˆ, ,NG p pu uβ β β=                                 (7) 

这里的 ( )1, , pu u u=  为非负向量，是下面二次凸优化的解 

2

0 1

ˆmin 2
p

ju j
Y XBu uλ

≥ =

 
− + 

 
∑                             (8) 

其中 ( )1̂
ˆˆ , , pB diag β β=  ， ( )1̂

ˆ, , pβ β ′
 是参数最小二乘的估计值， λ 为调整参数。 

而 LASSO 方法的思想与 NG 方法类似，都是将部分系数进行压缩到零来实现模型选择。LASSO 是

在
1

p

j
j

tβ
=

≤∑ 的约束下进行的参数估计，等价于添加 1l 惩罚函数优化以下函数得到参数估计，即 

2

1

ˆ arg min
p

LASSO j
j

Y Xβ β λ β
=

 
= − + 

 
∑                        (9) 

其中 λ 为调整参数，通常是通过十折交叉验证的方法选择。 
相比于岭回归来说，LASSO 方法对重要变量的系数压缩较轻，提高了参数估计的准确性。LASSO

方法计算复杂度较小，具有参数估计的连续性和渐近正态性这一良好的 oracle 性质[12]。 

2.3. SCAD 方法 

SCAD [3]方法是由 Fan 和 Li (2001)提出的，其惩罚函数是对称且非凹的 

( )2
,

1

ˆ arg min
p

SCAD i
i

Y X Pλ γβ β β
=

 
= − + 

 
∑                      (10) 

其中 ( ), iPλ γ β 是惩罚项，其一阶导数为： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ), 1

P I Iλ γ

γλ θ
θ λ θ λ θ λ

γ
 − ′ = ≤ + + > 

−  
                    (11) 

通过数值模拟和实证分析等方法，Fan 和 Li 建议 γ 取 3.7，调整参数 λ 则通过 CV 方法取得最优值。 
Fan 和 Li (2001)的文章提出 SCAD 方法也具有良好的 oracle 性质：1) 稀疏性：模型选择的结果将一

些不重要的变量系数变为零或真模型中变量系数为零的经过选择之后其估计值接近于零；2) 渐近正态性：

模型选择后的参数估计渐近服从正态分布。而且 SCAD 方法较岭回归方法而言，减少了选择模型的预测
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方差，较 Lasso 方法而言，减轻了过度压缩系数的情况，减少了参数估计的偏差。 

3. 贝叶斯模型选择 

除了通过利用惩罚因子来压缩系数的方法进行模型选择外，还可通过计算模型的概率，由概率的大

小进行模型选择，贝叶斯模型选择便是利用这一点。 
同样对于上述线性回归模型，含有 p个预测因子 1 2, , , pX X X ，为了进行模型选择，我们首先利用

二进制变量进行理解。令 ( )1 2, , , pγ γ γ γ=  为 p 维二进制变量，其中 iγ 为示性变量，如果变量 iX 被选入

模型中则 1iγ = ，否则 0iγ = 。根据不同变量的选入情况，只利用被选入变量做简单的线性回归，由此可

知整个模型空间有 2 p 种可能的选择，得到每一模型的概率。 
对于模型概率的计算，其关键即为得到模型的后验概率，在数据 y 给定的情况下，得到模型后验概率 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

k k
k k

l l
l

P y M P M
P M y

P y M P M
=

=
∑

                         (12) 

这里 ( ) ( ) ( ), dk k k k k kP y M P y M P Mθ θ θ= ∫ 是模型 kM 的边缘似然概率， kθ 是模型中的参数，

( )k kP Mθ 是 kθ 在模型 kM 条件下的先验密度函数， ( ),k kP y Mθ 是似然概率， ( )kP M 是模型 kM 的先验

概率。将比值
( )
( )

1

2

P M y
P M y

定义为贝叶斯因子，通过贝叶斯因子可以快速的找到概率最大的模型，这一模型

就是贝叶斯模型选择的结果，即 

( )ˆ arg max
k

k
M

M P M y=                              (13) 

为了进一步研究分析模型选择的结果，将对多种模型选择的方法进行比较研究，其具体分析将在第

四部分数据模拟中加以说明。 

4. 数据模拟 

这一部分将以多元线性回归为基础，对带有惩罚因子的多种模型选择与贝叶斯模型选择方法在不同

情况下进行模拟对比，主要研究模型选择在稀疏模型下的情况。 
模拟 1：对于线性回归模型 

( )2, ~ 0,Y X Nβ ε ε σ= +                            (14) 

给出 8 个预测因子，即 8p = ，并且每个变量数据均由正态分布产生，即 ( )1 2 8, , , ~ 0,X X X N Σ ，而

这里正态分布里面的方差矩阵Σ的第 i 个和第 j 个的相关系数取 i jρ − ，此次模拟中回归系数选择为

( )4,3,1.5,0,0,2,0,0β = ，而 ρ 的选择是从 0.1 变化到 0.9。 
根据样本容量 n 和随机误差服从正态分布中的方差σ 的取值不同，分成四种情况进行模拟：情况一：

30, 1n σ= = ；情况二： 30, 4n σ= = ；情况三： 100, 1n σ= = ；情况四： 100, 4n σ= = 。对于每种情况，

我们重复进行 1000 次试验，且最后结果由模型损失 Model Error (ME) ( )ˆE y y− 来表现，为了便于观测结

果，将对模型损失取对数进行观测，图 1 是此次模拟的结果。 
模拟 1 结果表明：由于岭回归根据 GCV 选取 λ 后将全部变量选入，岭回归的模型损失最小。其次是

SCAD 方法，并且 ρ 的不同对结果影响不太大。当σ 较小时，SCAD 和 LASSO 方法相差不大，但当σ 较

大时 SCAD 方法优于 LASSO。这说明 SCAD 方法与岭回归结果相差甚小，且可以较好的将不重要的参

数去除掉，具有良好的稀疏性性质，减少了后期计算量。 
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Figure 1. Variation of different correlation coefficients under sparse models 
图 1. 稀疏模型下不同相关系数变化情况 
 

模拟 2：继续沿用模拟 1 中的线性模型 

( )2, ~ 0,Y X Nβ ε ε σ= +  

此次模拟我们主要考虑系数稀疏性不强，但有一些接近于 0 的情况。这里取 30n = ，分别对 1σ = 和

4σ = 这两种情形下观察 0.1,0.5,0.9ρ = 的变化情况变量系数设置为 ( )4,3,1.5, , , 2, ,z z z zβ = ，其中 z 从 0
变化到 1.5，其他设置与模拟 1 相同。而结果在图 2 中展现。 

由模拟 2 可以看出模拟结果虽然与模拟 1 类似，但是 ρ 的大小对结果有影响。当σ 和 ρ 均较大时，

随着 z 的增加，SCAD 模型损失越来越小，而且模型损失也接近全模型的模型损失。这说明对于随机误

差和回归变量的相关性加强，SCAD 方法不但能够较为准确的选取重要变量，将不重要的变量去除掉，

而且损失也小于其他的惩罚方法。SCAD 的优势更为明显，它不但可以较好的将不重要的参数去除掉。 
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5. 实例分析 

这一部分我们主要对麦考斯[13]等的著作中采用的内膜—中膜厚度及其影响因素的数据集进行分析，

这一数据是法国波尔多地区的多家医院于 1999 年利用超声技术对受试者进行的测量，收集了一些主要风

险因素信息。这一数据中含有 8 个预测因子，即 8p = ，110 个观测值，其中内膜—中膜厚度(measure)作
为响应变量Y ，令 ( )1 2 8, , ,X X X 表示为会诊时的年龄(AGE)，体重(weight)等 8 个预测因子，由此可以

得到响应变量与预测因子之间的关系 
8

1
i i

i
Y Xβ

=

=∑  

而模型选择的目的就是为了选出最优模型，最终进行预测，使预测的结果更为准确。为了达到我们

的目的，所以这里选用前 100 个观测值为训练集，即 100n = ，后 10 个观测值为测试集，以此分析不同

模型选择方法之间的差异。 
此次结果放在下面两表中，其中表 1 为各个预测因子之间的相关系数，表 2 是对内膜—中膜厚度数

据分析结果的总结。由表 1 可以看出部分变量之间存在很强的相关关系，变量之间存在共线性问题，由

此我们可以看出对婴儿出生体重的影响虽然由 8 个预测因子影响，但是数据特征信息主要集中在几个变

量上，进而就可以简化模型，减少计算量。从表 2 中可以看出岭回归和 SCAD 方法在此稀疏模型中表现

良好，但 SCAD 可以较好的去除不重要变量，贝叶斯模型选择则过度筛选变量，造成信息丢失的情况，

总体来看 SCAD 方法与岭回归得到的全模型的预测结果相差较小。 
 

 
Figure 2. Coefficient variations in almost sparse models under different conditions 
图 2. 几乎稀疏模型不同情形下系数变化情况 
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Table 1. Correlation coefficient matrix of prediction factors 
表 1. 各预测因子之间的相关系数矩阵 

变量 1X  2X  3X  4X  5X  6X  7X  8X  

1X  1 0.293 −0.646 −0.485 −0.093 0.043 −0.047 −0.196 

2X  0.293 1 −0.394 −0.090 0.260 0.177 −0.232 0.209 

3X  −0.646 −0.394 1 0.562 0.026 −0.041 0.142 0.162 

4X  −0.485 −0.09 0.562 1 0.120 0.091 −0.080 0.184 

5X  −0.093 0.26 0.026 0.120 1 0.483 0.033 0.207 

6X  0.0430 0.177 −0.041 0.091 0.483 1 −0.095 0.292 

7X  −0.047 −0.232 0.142 −0.080 0.033 −0.095 1 −0.032 

8X  −0.196 0.209 0.162 0.184 0.207 0.292 −0.032 1 

 
Table 2. Analysis of intima-media thickness data 
表 2. 内膜–膜中厚度数据分析 

方法 选择预测因子 相对应系数 
2ˆY Y−  

岭回归 1 2 3 4

5 6 7 8

, , , ,
, ,

X X X X
X X X X

 0.001，0.003，−0.0004，0.001， 
0.005，−0.0004，0.002，0.017 

0.00431 

LASSO 2 4 7 8, , ,X X X X  0.004，0.001，0.0002，0.012 0.00435 

SCAD 2 4 8, ,X X X  0.0046，0.0016，0.004 0.00417 

贝叶斯模型选择 2 4,X X  0.007，0.004 0.00700 

6. 总结 

本文主要对带有惩罚因子的岭回归、LASSO、SCAD 三种模型选择和贝叶斯模型选择进行了简单的

介绍，并通过数据模拟和实例分析对多种方法进行了对比分析，得到在稀疏模型的前提下，岭回归表现

较好，SCAD 可以较好地去除不重要变量。而本文主要基于线性回归模型进行研究，所以后面主要工作

可以对其他更为复杂的模型进行研究。 
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