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Abstract 
This paper introduces the unknown equal variance model of bivariate Meta-analysis based on the 
difference mean. We obtain the maximum likelihood estimator of the difference mean effect and 
unknown variances; then we find the combining overall difference mean effect overallD  by the 
fixed-effect model of bivariate Meta-analysis based on the difference mean. Moreover, we obtain 
the corresponding covariance matrix and the ( )1 100%−α  confidence interval for the overall dif-
ference mean effect overallD . 
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摘  要 

本文介绍基于均差估值的二变量Meta-分析的未知相等方差模型，通过极大似然估计法给出效应量及方

差估计，进而得到各研究均值效应量协方差矩阵的估计量。然后，通过基于均差效应量二变量Meta-分
析的固定效应模型给出了合并均差统计量 overallD 的具体形式和权重。进而得到了 overallD 的协方差矩阵和

两个变量的 ( )1 100%−α 置信区间。 
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1. 引言 

在科学研究的进程中，有这样一类问题：不同的研究者会对同一个问题进行研究，在研究实验过程

中，总是通过实验组和对照组的比较给出一些问题的因果关系。由于不同的研究者所在的区域不同，研

究的对象和实验条件有一定的差异，在实验中的样本量大小也各有不同，这就导致同一项研究得到的研

究结论有一定的差异。同一科学研究问题结论的差异性会产生这样的疑问：如何对这同一问题给出一个

综合的评价，得到一个具有统计学意义的因果关系呢？对于这一问题，我们需要对每一个研究者的研究

进行合并，给出每一个研究在综合评价研究中的权重。并且要保证我们得到的综合评价是具有统计学意

义的。 
在上述问题中，一个科学问题需要客观评价时，将所有这一问题的各个研究的数据放在一起，这首

先体现了数据的大量性；由于对同一个问题研究有着很大的差异性，因此得到的数据是多样的真实的。

从这一问题的特点来看，这应该是最早的大数据问题。如何从这些复杂多样的数据中获得我们想要的信

息，解决这一问题的方法称为 Meta-分析法。 
Meta-分析是针对同一问题的不同研究进行定量合并的综合评价方法。虽然 Meta-分析在很多应用领

域都有较好的应用，但对 Meta-分析本身的统计方法研究相对少了很多。从广义上来讲，Meta-分析是以

估计量标准误差的逆为权重的点估计加权平均。固定效应模型 Meta-分析依赖于各个研究具有相等效应

量，最终的效应量是以估计量方差的逆作为权重得到的加权平均效应量。虽然固定效应模型变量之间不
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允许有协变量，但是对固定响应模型的处理相对来说是很标准的。 
随着数据科学的快速发展，各行各业数据维度和数据量急速增加导致单变量 Meta-分析无法满足现实

应用的需求。多变量 Meta-分析方法应运而生并具有许多单变量 Meta-分析不具备的优点，如整体性，相

关性及优化参数等。针对多变量 Meta-分析的理论研究也在不断深入。1988 年，为了研究教练在 SAT 中

的作用，Raudenbush SW 等人通过广义最小二乘法建立了多效应量合并的模型[1]；2002 年，van Hou-
welingen HC 等人在广义多元混合线性模型的框架下，通过似然估计方法给出了多元 Meta-回归模型，并

将此模型扩展到了非正态分布情形[2]。2008 年，Riley RD 等人通过极大似然估计法给出了一些特殊相关

系数情形下的二变量 Meta-分析的协方差矩阵估计[3]；2008 年，Ritz J 等人通过极大似然估计和估计方程

给出了协方差矩阵已知情形下的多元效应量回归参数，并将此模型应用到肺癌发病率的临床推断中[4]。
2010 年，Paul M 等人通过基于可积嵌套拉普拉斯近似的贝叶斯方法给出了多元 Meta-分析的合并效应量

估计，这种方法得到的方差估计偏移量更小且稳定[5]。 
本文通过极大似然估计法给出效应量及方差估计得到各研究均值效应量协方差矩阵的估计量。由基

于均差效应量二变量 Meta-分析的固定效应模型给出了合并均差统计量 overallD 的具体形式和权重，构建了

基于均差估值的二变量 Meta-分析的未知相等方差模型。进而得到了 overallD 的协方差矩阵和两个变量的

( )1 100%α− 置信区间。 

2. 问题描述 

在协方差矩阵的基于均差估值的二变量 Meta-分析的未知相等方差模型中，我们假设个体量 1
C
i jX ，

1
T
i jX ， 2

C
i jX 和 2

T
i jX 是独立的并且是正态分布，其均值分别为 1

Cµ ， 1
Tµ ， 2

Cµ 和 2
Tµ ，假设两个变量研究的

方差分别为 2σ ， 2τ 。因此 1
C
iX ， 1

T
iX ， 2

C
iX 和 2

T
iX 是独立的且服从正态分布，其均值分别为 1

Cµ ， 1
Tµ ， 2

Cµ

和 2
Tµ ，方差分别为

2

1
C
in

σ
，

2

1
T
in

σ
，

2

2
C
in
τ

，
2

2
T
in
τ

。假设两个变量之间的关系是相互独立的。 

由上述假设，可以得到均差效应量 iD 的分布为： 
2

1 1 1
2

2 2 2

,
0

0
i i

i
i i

D w
N

D w
µ σ
µ τ

     
          

=


D   

其中 1 1 1
T Cµ µ µ= − ， 2 2 2

T Cµ µ µ= − 为均值， 1
1 1

1 1
i T C

i i

w
n n

= + ， 2
2 2

1 1
i T C

i i

w
n n

= + 及 0ρ 是非随机的。一般地， 1µ ，

2µ 为未知参数。接下来通过极大似然估计法来估计 1µ ， 2µ 。 

3. 均值效应量的极大似然估计 

根据之前的假设效应量 iD 服从正态分布，因此关于 µ 的似然函数为： 

( )
( )

( ) ( )T 1

1
1 2

1, , exp
22π

k
i i i

i i
i

i

L
det

−

=

 − − = − 
  

∏
D S D

D S
S

µ µ
µ  

其中 1

2

µ
µ
 

=  
 

µ ，
2

1
2

2

0
0

i
i

i

w
w

σ
τ

 
=  
 

S 。其所对应的对数似然函数为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T 1

1 1

1 1ln , , ln 2π
2

ln
2

k k

i i i i i i
i i

L k det −

= =

 = − − − − − ∑ ∑D S S D S Dµ µ µ  

定理 3.1 设效应量 iD 服从正态分布
2

1 1 1
2

2 2 2

,
0

0
i i

i
i i

D w
N

D w
µ σ
µ τ

     
          

=


D 
，则 
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1). µ 的极大似然估计量的分量为：

1 2

1 11 2
1 2

1 11 2

ˆ ˆ,
1 1

k k
i i

i ii i
k k

i ii i

D D
w w

w w

µ µ= =

= =

= =
∑ ∑

∑ ∑
。 

2). 2 2,σ τ 的极大似然估计量分别为：
( ) ( )2 2

1 1 2 22 2

1 11 2

ˆ ˆ1 1,
k k

i i
ML ML

i ii i

D D
k w k w

µ µ
σ τ

= =

− −
= =∑ ∑ 。 

证明：因为关于 µ 的似然函数为： 

( )
( )

( ) ( )T 1
2 2

1
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1, , , , exp
22π

k
i i i
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其所对应的对数似然函数为： 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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D S
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1). 上述对数似然函数对 1µ ， 2µ 的偏导数为： 

( ) ( )2 2 2 2
1 1 2 2
2 2

1 11 21 2

ln , , , , ln , , , ,
, .

k ki i i ii i

i ii i

L LD D
w w

σ τ σ τµ µ
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令
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2

2
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1 1 2 2
2 2

1 11 2

0, 0.
k k
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i ii i

D D
w w
µ µ

σ τ= =

− −
= =∑ ∑  

因此上述关于 1 2,µ µ 的线性方程组的解为：

1 2
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k k
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2). 上述对数似然函数对 ,σ τ 的偏导数为： 
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因此上述关于 ,σ τ 的方程组的解为：
( ) ( )2 2

1 1 2 22 2

1 11 2

1 1,
k k

i i

i ii i

D D
k w k w

µ µ
σ τ

= =

− −
= =∑ ∑ 。 

将 1 2ˆ , ˆµ µ 代入上式即得：
( ) ( )2 2

1 1 2 22 2

1 11 2

ˆ ˆ1 1, .
k k

i i
ML ML

i ii i

D D
k w k w

µ µ
σ τ

= =

− −
= =∑ ∑ 。 

注：由上述定理可知，

1
1 1

1 1

k k

ML i i i
i i

µ
−

− −

= =

 =  
 
∑ ∑W W D ，其中 1

2

0
, 1, ,

0
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i
i

w
i k

w
 
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W  ；且 

2
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2
2

0
, 1, ,

0
ML i

iML
ML i

w
i k

w
σ

τ
 

= = 
 

S  。 

由上述效应量 iD 服从正态分布的合并效应量均值估计量分量的具体形式，可以得到合并效应量均值

估计量的如下性质： 

性质 3.1 设效应量 iD 服从正态分布
2

1 1
2

2 2

0
,

0
i

i

w
N

w
µ σ
µ τ

   
        

， µ 的极大似然估计量的分量为：

1 2
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D D
w w

w w

µ µ= =

= =

= =
∑ ∑

∑ ∑
。则 ˆMLµ 对于 µ 是无偏的。 

证明：要证明估计量的无偏性，需证等式 ( )ˆMLE =µ µ 成立.根据我们给出的效应量 iD 服从正态分布

的合并效应量均值估计量分量的具体形式，需要证明 ( )1 1ˆE µ µ= ， ( )2 2ˆE µ µ= 。因为 ( )1 1iE D µ= ，

( )1 2iE D µ= ，所以 

( )

( )11 1

1 1 11 1 1
1 1

1 1 11 1 1

ˆ ,
1 1 1

k k k
ii

i i ii i i
k k k

i i ii i i

E DD
w w w

E E

w w w

µ

µ µ= = =

= = =

 
  
 
 
 

= = = =



∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
 

( )

( )22 1

1 1 12 2 2
2 2

1 1 12 2 2

ˆ .
1 1 1

k k k
ii

i i ii i i
k k k

i i ii i i

E DD
w w w

E E

w w w

µ

µ µ= = =

= = =

 
  = = = = 
 
  

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
 

综上所述， ˆMLµ 对于 µ 是无偏的。 

4. 均值效应量极大似然估计量的协方差矩阵 

假设所有的研究都提供所有的均值效应.由多变量统计学的大数定理，合并效应量均值估计量可以近

似为一个多元正态分布，其对应的协方差矩阵可由下面的定理给出： 

定理 4.1 设效应量 iD 服从正态分布
2
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w
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证明：根据多元随机变量可知：如果随机变量 ( )~ ,ND µ Σ ， ( ) TVar =MD M MΣ ，其中 T 表示矩阵 

的转置。 

因为合并均值效应量极大似然估计量的矩阵形式为：

1
1 1
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ML i i i
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µ
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由 1

2

0
0
i

i
i

w
w

 
=  
 

W 及
2

1 2

0
0
σ

τ
 

Σ =  
 

可得 ˆMLµ 所对应的协方差矩阵 ( )ˆMLVar µ 为： 

( )

2

1 1
2

1 2

0
1

ˆ
0

1

k

i i
ML

k

i i

w
Var

w

σ

τ
=

=

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

∑

∑

µ 。 

通过合并均值效应量极大似然估计量 ˆMLµ 所对应的协方差矩阵 ( )ˆMLVar µ 可以给出 ˆMLµ 的如下性质： 

性质 4.2 设效应量 iD 服从正态分布
2

1 1
2

2 2

0
,

0
i

i

w
N

w
µ σ
µ τ

   
        

，那么 µ 的极大似然估计量的分量为：
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1 2

1 11 2
1 2

1 11 2

ˆ ˆ,
1 1

k k
i i

i ii i
k k

i ii i

D D
w w

w w

µ µ= =

= =

= =
∑ ∑

∑ ∑
。则 ˆMLµ 对于 µ 是一致的。 

证明： ˆMLµ 对于 µ 的一致性的充分条件是证明 ( )ˆlim MLk
E µ

→∞
= µ并且 ( )ˆlim 0MLk

V µ
→∞

= 。 

由性质 3.1 可知，对于任意的 k 都有 ( )ˆMLE =µ µ 成立，因此可得 ( )ˆlim MLk
E µ

→∞
= µ。又因为在合并均

值效应量极大似然估计量 ˆMLµ 所对应的协方差矩阵 ( )ˆMLVar µ 中有： 

( )( )

( )( )

2

1,1

1 1
2

2,2

1 2

ˆlim lim 0,
1

ˆlim lim 0.
1

ML kk k

i i

ML kk k

i i

Var

w

Var

w

σ

τ

→∞ →∞

=

→∞ →∞

=

= =

= =

∑

∑

µ

µ
 

即得 ( )ˆlim 0MLk
V µ

→∞
= 。综上所述， ˆMLµ 对于 µ 是一致的。 

5. 整体均值合并统计量的估计 

在上述研究中，效应量用的是均差。因此我们可以给出均值效应量 iD 的协方差估计为： 1
ˆ ˆ

iML i= ΣS W ，

其中
2

1 2

0ˆ
0
ML

ML

σ
τ

 
Σ =  

 
。 

在 Meta-分析中，合并统计量是由具体研究表现统计量的加权平均给出的。根据均差估计二变量 Meta-
分析的固定效应模型可知，通过 ˆ

iMLS 可以给出每一个研究的权重及均差合并统计量。具体如下： 
1). 对于均值合并统计量，每个研究均差的权重为： 

1
1 1

1

2
1

1 2
1 2

1 1 11 2

1 1

ˆ ˆ

0
1 1 .
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k

i iML iML
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k
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i i k

j j ij j

j j

w
w

w w
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−
=
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=

 =  
 

 
    =         
 

∑

∑
∑ ∑

∑

ν S S

 

注意到权重 iν 只与个体研究的样本量有关并且是非随机的。 

2). 整体均值合并统计量的估计量为：

1

1 1

1 1
overall

1 2

1 1

1 2

1

1

k
i

i i
k

k i i
i i k

i i

i i
k

i i

D
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w
D
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w

=

=

=

=

=

 
 
 
 
 
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 
 
 
 
 
 

∑

∑
∑

∑

∑

D D ν  

从上式我们注意到， overallD 与合并均值的极大似然估计量 ˆMLµ 的结果是一致的。因此 overallD 的协方差

阵的估计量为： 
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通过 overallD 所对应的协方差矩阵 ( )overallVar D 可以给出单变量和联合变量的置信区域，其具体形式为： 

性质 5.1 设效应量 iD 服从正态分布
2

1 1
2

2 2

0
,

0
i

i

w
N

w
µ σ
µ τ

   
        

，那么合并均值效应量 overallD 的估计量

为：

1 2

1 11 2
1 2

1 11 2

ˆ ˆ,
1 1

k k
i i

i ii i
k k

i ii i

D D
w w

D D

w w

= =

= =

= =
∑ ∑

∑ ∑
。则合并均值效应量 ˆMLµ 所对应各个分量的 ( )1 100%α− 置信区间为：

( )( ) ( )( )1 overall 1 overall1,1 1,1
2 2

,Z Var Z Varα αµ µ
 

− +  
 

D D 和 ( )( ) ( )( )2 overall 2 overall2,2 2,2
2 2

,Z Var Z Varα αµ µ
 

− +  
 

D D ，

其中
2

Zα 表示正态分布的
2
α

分位数， ( )( )overall ,i j
Var D 表示矩阵 ( )overallVar D 第 i 行第 j 列的分量。 

6. 结束语 

本文通过极大似然估计法给出效应量及方差估计，进而得到各研究均值效应量协方差矩阵的估计量。

然后，由基于均差效应量二变量 Meta-分析的固定效应模型给出了合并均差统计量 overallD 的具体形式和权

重，构建了基于均差估值的二变量 Meta-分析的未知相等方差模型，进而得到了 overallD 的协方差矩阵和两

个变量的 ( )1 100%α− 置信区间。本文的结果对流行病学的研究有着重要的统计学意义。 
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