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Abstract 
This paper first illustrates classical probability statistics theory and method, the incomplete ap-
plicability in the field of uncertainty financial risk measurement, and the origin of the uncertainty 
of the coherent risk measurement model. Then, based on the nonlinear expectation theory, by 
constructing the G-normal distribution of the random limit normal distribution, combining the 
VaR and CVaR risk measurement model, we define the random limit risk measurement model 
GVaR and GCVaR. Finally, the above two risk measurement models are proved to be reasonable 
and appropriate coherent risk measurements. 
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摘  要 

本文阐明经典的概率统计理论和方法，在不确定性金融风险度量领域的不完全适用性及相应风险度量模

型不确定性存在的根源。进而在非线性期望理论基础上，通过构建随机极限正态分布G-正态分布，结合

VaR、CVaR风险度量模型，定义了随机极限风险度量模型GVaR和GCVaR。最后，理论上证明了以上两种

风险度量模型是合理的、恰当的一致性风险度量。 
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1. 引言 

相较于传统金融业风险，互联网金融风险有更大的不确定性。其风险主要有：高技术带来的系统风

险，包含操作风险、信息泄露风险；市场选择风险；互联网金融立法滞后风险。风险与不确定性问题将

深刻改变整个经济学的体系。而开拓对不确定性风险的量化分析及涵纳不确定性因素的风险度量理论意

义深远。在险价值(VaR: Value at Risk)和条件在险价值(CVaR)是刻画金融风险中重要的风险指标。然而

VaR 方法计算基于一定的概率统计模型。VaR 在不服从正态分布的情况时，次可加性无法满足，从而形

成 VaR 非一致性风险度量。CVaR 虽然是一致性风险度量，但事实上，CVaR 度量方法不能揭示金融市场

上的风险不确定性。宫晓琳[1]等诠释了非线性期望理论对不确定性研究的理论原理，论证了随机分析将

成为引致风险管理领域深刻变革的重要技术理论。 
本文立足于非线性期望理论，探讨 G-期望和 G-正态分布理论，研究互联网金融风险不确定性问题，

给出了 GVaR 和 GCVaR 一致性风险度量方法。 

2. 随机极限正态分布及其理论 

本节将介绍随机极限正态分布的理论基础及其分布形态的主要特征。概括而言，随机极限正态是基

于非线性期望理论的一类较为有效的基础性概率统计分布模型。下面解析非线性期望理论在理论构建与

模型设计中如何处理一系列不确定性，并实现对风险的度量。 

非线性期望理论 

测度与概率论是解决金融风险问题的一个基本数学工具。三元组 ( ), ,F PΩ 描述线性概率空间。其中

Ω刻画所有可能发生的随机事；F 表示所有相关随机事件组合的集合；而 P 则表示随机事件组合发生的

可能性值[1]。经典的概率理论也用来刻画金融领域里的随机事件。但是随着金融市场中不确定性的大大

增强，传统的风险度量方法不能解决互联网金融市场的风险度量问题。不同于此，2006 年，彭实戈[2]
引入了一种新的非线性期望 G-期望及相关联的 G-正态分布。G-期望是一个全非线性期望，其不依赖于给

定的概率空间，它刻画了随机变量方差的不确定性，所以能更为本质的刻画金融不确定性风险。 
令Ω为随机事件集合， Γ为由定义在事件集合Ω上的实值函数所组成的线性空间，满足： 
1) 1∈Γ。 
2) Γ对于局部 Lipschitz 函数是稳定的。即对所有的 1n ≥ 和所有的 ( )1 2 ,, , , n

n l lipx x x C R∈ ，则同样

有 ( )1, , nx xϕ ∈Γ 。其中 ( ),
n

l lipC R 表示所有ϕ 的线性空间，ϕ 满足： 

( ) ( ) ( )1 , ,k k nx y C x y x y x y Rϕ ϕ− ≤ + + − ∀ ∈  

0,C k N> ∈ 仅依赖于ϕ 。集合 Γ可以理解为随机事件集合Ω上的随机变量空间。 
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定义 1：次线性期望 
E 为一个次线性期望，即 G-期望，则 :E RΓ → 满足下列条件： 
1) 单调性： ,X Y∀ ∈Γ，如果 X Y≥ ，则 [ ] [ ]E X E Y≥  。 
2) 保常性： c R∈ ，则 [ ]E c c= 。 
3) 次可加性： ,X Y∀ ∈Γ，则 [ ] [ ] [ ]E X E Y E X Y+ ≥ +   。 
4) 正齐性： [ ] [ ]0, ,X E X E Xλ λ λ∀ ≥ ∈Γ =  。 
当 E 满足以上 4 条件时， ( ), , EΩ Γ  为次线性期望空间。它是对一般概率空间 ( ), ,F PΩ 上线性期望

( ) ( )d , , ,E X X P X F P
Ω

= ∈ Ω∫ 的扩展。而若仅满足条件(a)，(b)，则称 E 为非线性期望，( ), , EΩ Γ  为非线性

期望空间。 
从定义可知，和线性概率中随机变量的分布是由一个确定的分布函数来决定不同，非线性期望空间

中随机变量的分布由函数ϕ 所组成的线性空间 ( ),
n

l lipC R 来构建。因此，在非线性期望理论下，无需假设

随机变量的分布函数是唯一确定的，也不再需要对分布假设形式进行定义。而是在具有不确定性的前提

下，用包含有大量函数的线性空间 ( ),
n

l lipC R 来描述真实的概率分布。 
在次线性空间基础上，彭实戈[2]引入了 G-正态分布的概念。G-正态分布所具有的均值的确定性，方

差的不确定特性。对研究互联网金融市场上的不确定性风险度量具有更加本质的意义。 
定义 2：G-正态分布 
在次线性期望空间 ( ), , EΩ Γ  ， X ∈Γ，且 X 满足下面的表达式 

[ ] [ ] 2 2 2 20, ,E X E X E X E Xσ ρ   = − − = = = − −   
     

则称 X 满足 ( )2 2~ 0, ,X N σ ρ   分布，也记作 ( )2 2~ 0, ,X N σ ρ   正态分布。一般情况下，G-正态分

布的具体表达式不容易给出，彭实戈[3]在 2007 年给出了两种特殊情况下的一维 G-正态分布的表达式。

王鹏，韩东[4]在 2011 年给出了该特殊情况下 G-期望相关计算问题解决方法。 
性质 1：定义 ( )2 2~ 0, ,X N σ ρ   的一个随机变量，对 ( ),

n
l lipC Rϕ∀ ∈ ，则 X 的分布 ( )E Xϕ   可得到： 

1) 当ϕ 为凸函数，即 

( )( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 1 , , , 0,1x y x y x y Rϕ λ λ λϕ λ ϕ λ+ − ≤ + − ∀ ∈ ∈  

时，有 

( ) ( )
2

22

1 exp d
22π

xE X x xϕ ϕ
σσ

+∞

−∞

 
= −    

 
∫  

2) 当ϕ 为凹函数，即 

( )( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 1 , , , 0,1x y x y x y Rϕ λ λ λϕ λ ϕ λ+ − ≥ + − ∀ ∈ ∈  

时，有 

( ) ( )
2

22

1 exp d
22π

xE X x xϕ ϕ
ρρ

+∞

−∞

 
= −      

 
∫  

3. GVaR、GCVaR 审慎风险度量 

VaR (Value at Risk)方法在金融风险度量、确定内部经济资本需求、设定风险限额以及绩效评估等方

面有着广泛应用，但是有关 VaR 的计算基本上是围绕着估计或模拟资产组合损失分布函数的某些特征而

展开的。金融市场中数据往往是带有尖峰后尾的特点，它们的方差也可能不存在，有时甚至连期望都不
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存在，这样就无法应用 VaR 方法。更为遗憾的是，VaR 不满足次可加性，意味着投资组合的分散化反而

或许导致风险增加，这显然不合常理。 
基于此，Artzner 等[5]人提出一个良好的、恰当的、合理的风险度量应该满足如下性质定义。 
给定概率空间 ( ), ,F PΩ 和此概率空间上的一个实值随机变量 X，它可表示某个投资组合或资产未来

的不确定性收益。 
定义 3：一致风险度量 
令Θ为实值随机变量 X 所有样本可能值的集合，它可表示为所有我们感兴趣的金融头寸所在的集合

空间。那么，一个泛函 : Rρ Θ→ 是一致风险度量，对于所有 ,X Y ∈Θ满足如下四条性质： 
1) 单调性： ( ) ( )X Y X Yρ ρ≤ ⇒ ≤ ； 
2) 次可加性： ( ) ( ) ( )X Y X Yρ ρ ρ+ ≤ + ； 
3) 正齐性： ( ) ( )X Xρ λ λρ= ； 
4) 平移不变性： ( ) ( )X a X aρ ρ+ = − 。 
平移不变性实际上说明了风险度量的主要功能是合理地为风险排序。次可加性意味着对资产进行组

合不会产生额外风险。一致风险度量观点促使 Uryasev [6]首次提出了条件风险度量(CVaR)。下面对比给

出 VaR 和 CVaR 的定义。 
设 ( )T

1 2, , , nr r r r=  表示投资组合中标的金融资产占投资总资产的比率， ( )T
1 2, , , nx x x x=  表示标的

金融资产投资损失率， ( ),f x r 表示投资组合的损失函数， β 表示置信度，则 

( )( ){ }inf : ,VaR R P f x rβ α α β= ∈ ≤ ≥  

( ) ( ) ( ) ( ), | , , | ,CVaR E f x r f x r VaR VaR E f x r VaR f x r VaRβ β β β β   = ≥ = + − ≥     

由 CVaR 的定义可以看出，CVaR 确定了超过最大可接受损失部分的期望值。相较于 VaR 它是一致

性风险度量。但无论是 VaR 还是 CVaR，分布函数 ( )( ),P f x r α≤ 可以写成 ( ),f x rE I α≤
 
 的形式，这个是一

个经典的线性期望，不能够诠释金融市场特别是互联网金融市场不确定性风险。而非线性 G-期望则完全

不依赖于线性概率和线性期望性质，以此它成为了金融市场不确定风险度量的有效度量[7] [8]。 
下面由损失函数 ( ) T,f x r r x= ，利用非线性 G-期望构造互联网金融市场上不确定性风险度量。 

引理 1：令 :G Rρ Γ → ，定义 ( )( ) ( ), : ,G f x r E f x rρ = −   是一致风险度量[9]。 

定理 1：令 :G Rρ Γ → ，定义 ( )( ) ( ), : ,G f x r E f x rρ α= −   是一致风险度量。 
至此，类似于 VaR、CVaR 的定义，结合定理 1，给出 CVaR、GCVaR 的定义，我们称之为随机在险

价值和随机条件在险价值。 
定义 4：令置信水平 0β ≥ ，设标的金融资产在未来指定时期可能最大损失为： 

( ){ }inf : ,GVaR R E f x rβ α α β= ∈ − ≥    

其中 ( )T
1 2, , , nr r r r=  指投资组合中标的金融资产占投资总资产的比率， ( )T

1 2, , , nx x x x=  指标的金融资

产损失率。 
定义 5：给定某置信水平 0β ≥ ，某一金融资产在未来特定时期超过最大可接受损失部分的期望值为： 

( ) ( ) ( ), | ( , ) , | ,GCVaR E f x r f x r GVaR GVaR E f x r GVaR f x r GVaRβ β β β β   = ≥ = + − ≥   
 

 

其中 ( )T
1 2, , , nr r r r=  表示投资组合中对应金融资产占总资产的比率， ( )T

1 2, , , nx x x x=  表示相应的金融

资产损失率。 

https://doi.org/10.12677/sa.2019.83050


蒋文国 
 

 

DOI: 10.12677/sa.2019.83050 460 统计学与应用 
 

4. GVaR、GCVaR 一致性风险度量 

前文中提到，一个良好的、合理的风险度量应该符合一致风险度量。下面对上边定义的 GVaR、GCVaR
进行理论证明。 

定理 2：定义 4 中定义的 GVaR 是一致性风险度量。 
证明： 
1) 单 调 性 ： 对 ( ) ( )1 2, , ,f x r f x r∀ ∈Γ ， 若 ( ) ( )1 2, ,f x r f x r≥ ， 由 非 线 性 期 望 保 单 调 性 ，

( ) ( )2 1, ,E f x r E f x rα α− ≥ −        。从而 

( )
( ){ }
( ){ }

( )

1

1

2

2

,

inf : ,

inf : ,

,

GVaR f x r

R E f x r

R E f x r

GVaR f x r

β

β

α α β

α α β

  

= ∈ − ≥  

≤ ∈ − ≥  

=   





 

于是 GVaR 满足一致性风险公理的单调性条件。 
2) 次可加性：对 ( ) ( )1 2, , ,f x r f x r∀ ∈Γ， 

( ) ( )
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

( ){ } ( ){ }
( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

, ,

inf : , ,

inf : , ,

inf : , inf : ,

, ,

GVaR f x r f x r

R E f x r f x r

R E f x r E f x r

R E f x r R E f x r

GVaR f x r GVaR f x r

β

β β

α α β

α γ α γ η

α α υ γ γ ω

+  

 = ∈ − + ≥   

= + ∈ − + − ≥      

≤ ∈ − ≥ + ∈ − ≥      

= +      



 

 

 

其中 , , , 0ω υ η γ > 。于是 GVaR 满足一致性风险的次可加性条件。 

3) 正齐性：对 0λ∀ > ，由非线性期望的保常性和正齐性可得 

( )
( ){ }
( ){ }

( )

,

inf : ,

inf : ,

,

GVaR f x r

R E f x r

R E f x r

GVaR f x r

β

η

λ

α α λ β

λ υ υ λ η

λ

  

= ∈ − ≥  

= ∈ − ≥  

=   





 

其中 0, 0α βυ η
λ λ

= > = > ，于是 GVaR 满足正齐性条件。 

4) 平移不变性：对 ( ), , 0f x r c∀ ∈Γ > ，由非线性期望的保常性得 

( )
( ){ }
( ){ } [ ]{ }

( ) [ ]

,

inf : ,

inf : , inf :

,

GVaR f x r c

R E f x r c

R E f x r R E c

GVaR f x r GVaR c

β

β β

α α β

α α β α α β

+  

 = ∈ − + ≥   

= ∈ − ≥ − ∈ − ≥  

= −  



 

 

于是 GVaR 满足一致性风险度量的平移不变性条件。 
综上所证，GVaR 满足一致性风险度量定义的四个条件，所以 GVaR 是非线性期望理论下的随机极限

一致性风险度量。 
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定理 3：定义 5 中定义的 GCVaR 是一致性风险度量。 
证明： 
1) 单调性：对 ( ) ( )1 2, , ,f x r f x r∀ ∈Γ，若 ( ) ( )1 2, ,f x r f x r≥ ，由 GVaR 为一致风险度量保单调性，

( ) ( )1 2, ,GVaR f x r GVaR f x rβ β≤      。从而 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1

1 1 1

2 2 2

2

,

, | , ,

, | , ,

,

GCVaR f x r

E f x r f x r GVaR f x r

E f x r f x r GVaR f x r

GCVaR f x r

β

β

β

β

  
 = ≥    
 ≥ ≥    

=   





 

于是 GCVaR 满足一致性风险公理的单调性条件。GCVaR 指在随机极限理论下，在某一指定的置信

水平下，标的资产的投资组合损失将在未来的某时间段内超过随机在险价值 GVaR 的条件期望。如果在

任何情况下都有损失函数 ( ) ( )1 2, ,f x r f x r≥ ，则 ( ) ( )1 2, ,GCVaR f x r GCVaR f x rβ β≥       ，也就是说一种资

产组合在任何情况下风险高于另一个资产组合。那如果前者随机损失的各分量大于后者随机损失所对应

的各分量，那么前者资产组合的损失就相对较大。 
2) 次可加性：对 ( ) ( )1 2, , ,f x r f x r∀ ∈Γ， 

( ) ( )
( ) ( ) [ ]
( ) [ ] ( ) [ ]

( ) ( )

1 2

1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2

1 2

, ,

, , |

, | , |

, ,

GCVaR f x r f x r

E f x r f x r f f GVaR f f

E f x r f GVaR f E f x r f GVaR f

GCVaR f x r GCVaR f x r

β

β

β β

β β

+  
 = + + ≥ + 
   ≤ ≥ + ≥   

= +      



 

 

于是 GCVaR 满足一致性风险的次可加性条件。 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2, , , ,GCVaR f x r f x r GCVaR f x r GCVaR f x rβ β β+ ≤ +          ，那任意资产组合的总风险损失不大

于各资产单独风险损失之和。 
3) 正齐性：对 0λ∀ > ，由非线性期望的保常性和正齐性可得 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

,

, | , ,

, | , ,

,

GCVaR f x r

E f x r f x r GVaR f x r

E f x r f x r GVaR f x r

GVaR f x r

β

β

β

β

λ

λ λ

λ η

λ

  
= ≥      
= ≥      
=   





 

其中
1 0η
λ

= > ，于是 GCVaR 满足正齐性条件。 

4) 平移不变性：对 ( ), , 0f x r c∀ ∈Γ > ，由非线性期望的保常性得 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( ) [ ]

( ) [ ]

,

, | , ,

, | , ,

, | , , |

,

GCVaR f x r c

E f x r c f x r c GVaR f x r c
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E f x r f x r GVaR f x r E c c GVaR c

GCVaR f x r GCVaR c

β

β

β β

β β

β β

−  
 = − − ≥ −   
 = − − ≥ −   
   = ≥ − ≥     
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



 

 

于是 GCVaR 满足一致性风险度量的平移不变性条件。 
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综上所证，GCVaR 满足一致性风险度量的四个条件，所以 GCVaR 是非线性期望理论下，一致性随

机极限风险度量。 

5. 结论 

本文章通过开拓不确定性情况下的金融风险度量与分析，以期探索非线性期望理论与传统风险度量

模型的结和，从而对相应的学术领域的研究提供思路。就现实意义而言，文章旨在基于更为贴近金融现

实的概率统计理论与模型，建立具有包含不确定性因素的风险度量模型理论，以实现对复杂金融系统的

风险审慎度量。 
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