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Abstract 
Ratio estimation of population totals is one of the oldest uses of auxiliary information in survey 
sampling. A new generalized ratio estimator is proposed in this article, and the usual ratio esti-
mator is a special case of the new generalized ratio estimator. Then this article discusses under 
what circumstances, the mean squared error is minimum. Also the minimum mean squared error 
is derived. Finally, a meaningful application is given. 
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摘  要 

抽样调查中比估计是一种可以提高抽样精度的估计方法，本文在一般比估计基础之上提出一种广义比估

计方法，并说明一般比估计方法只是广义比估计方法的特例。接着本文中讨论了广义比估计的最优值及

其估计量的优良性，最后本文中讨论了一个实际应用实例。  
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1. 引言 

抽样调查中常常利用比估计来提高调查的精度，对于调查的变量 Y，如果有一个与调查变量 Y 相关

性较高的辅助变量 X，并且利用已有资料知道总体中辅助变量 X 的总值和均值，即可考虑利用比估计来

估计调查变量 Y 的总值或者均值[1]。另外，如果需要调查总体中两个变量 X 与 Y 的比值，也可以利用样

本比值给出总体比值的估计。因此比估计是抽样调查中常用的方法，适用面广，常用于简单随机抽样法

中，也可以用于分层随机抽样法中。 
首先给出利用已知的辅助变量 X 的信息构造比估计，可以提高调查变量 Y 估计值精度的介绍。简单

随机抽样下的比估计定义为：总体的两个变量 Y 和 X 的总值或均值的比率为
Y YR
X X

= = ，简单随机样本

中两个变量 Y 和 X 的总值或者均值的比率，也就是总体比例的估计值 ˆ y yR
x x

= = ，因此调查变量 Y 的均

值的比估计为 ˆ ˆ
R

yY RX X
x

= = ，调查变量 Y 的总值的估计值为 ˆ ˆ ˆ
R

yY RX X NRX
x

= = = ，其中辅助变量 X 的

总值或者均值需已知[2] [3]。 
由抽样调查中的知识可知比估计有如下性质[4]-[11]： 

 比估计和变量 Y 的均值估计均为有偏估计： ( ) 1ˆE R R O
n

 − =  
 

， ( ) 1ˆ
RE Y Y O

n
 − =  
 

。 

 比估计和变量 Y 的均值估计的均方误差分别为： 

( ) ( )
( )

2

2
2 3 2

1

ˆ ˆ

1 1 1 1 1
1

N

i i
i

MSE R E R R

f Y RX O O
n N nX n=

= −

−    = ⋅ ⋅ ⋅ − + =   −    
∑

， 

( ) ( ) ( )

( )

2 2
3 2

1

2 2 2
3 2

1 1 1ˆ ˆ
1

1 1 12

N

R R i i
i

Y X Y X

fMSE Y E Y Y Y RX O
n N n

f S R S S R S O O
n nn

ρ

=

−  = − = ⋅ ⋅ − +  −  
−    = ⋅ − + + =   

   

∑
， 

其中抽样比
nf
N

= ，相关系数 XY

X Y

S
S S

ρ = 。 

 当满足 2 2 2X X YR S R S Sρ≤ ，即
2

X

Y

C
C

ρ ≥ 时，其中变异系数 X
X

SC
X

= ， Y
Y

SC
Y

= ，比估计方法均值Y 的

估计值 ˆ
RY 的均方误差优于简单估值法 Ŷ y= 的均方误差。 

2. 广义比估计定义以及性质 

2.1. 广义比估计定义 

文[12]中对于超总体模型提出了一种广义差估计方法，文[13]中对于超总体模型提出了一种广义比估

计方法，并与文[12]中的广义差估计方法进行了比较，讨论了其优良性。本文中对于总体中的二元变量 X
与 Y 给出一个广义比估计的定义，总体的两个变量总值或均值的广义比率 
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1a a a a

Y YR
X N X−= =  

其中 a 为任意实数，简单随机样本中两个变量总值或者均值的广义比，即总体广义比的估计值

1
ˆ

a a a a

y yR
x n x−= = ，因此调查变量 Y 的均值的广义比估计值为 ˆ ˆ a

Ra a a

yY R X X
x

= = ，同样调查变量 Y 的总

值的广义比估计为 ˆ a
Ra a

yY N X
x

= ，特殊的当 a = 1 时，调查变量 Y 的均值的广义比估计即为一般的比估

计，广义比估计与一般比估计要求一样，需要已知辅助变量 X 的总值或者均值；当 a = 0 时，调查变量 Y
的均值的广义比估计即为一般的简单估计。 

2.2. 广义比估计的性质 

由广义比估计的定义可以推知广义比估计有如下性质： 
定理 1. 调查变量 Y 的均值的广义比估计为有偏估计。 

( ) ( )1 1ˆ
2

X
Ra X Y

aY f C aE Y Y C C
n

ρ
−  +  − = −    

 

其中抽样比
nf
N

= ，相关系数 XY

X Y

S
S S

ρ = ，变异系数 X
X

SC
X

= ， Y
Y

SC
Y

= 。 

证明：记 0
x X

X
ε −

= ，即 ( )01x Xε= + ， 1
y Y

Y
ε −
= ，即 ( )11y Yε= + ，则可知 0 0Eε = ， 1 0Eε = ，

2 2
0

1
X

fE C
n

ε −
= ， 2 2

1
1

Y
fE C

n
ε −

= ， 0 1
1

X Y
fE C C

n
ε ε ρ−

= 。 

又因为 

( )
( )

( )( )

( ) ( )

( )

1
1 0

0

2
1 0 0

2
1 0 0 1 0

1ˆ 1 1
1

1
1 1

2

1
1

2

aa a
Ra a a a

YyY X X Y
x X

a a
Y a

a a
Y a a

ε
ε ε

ε

ε ε ε

ε ε ε ε ε

−+
= = = + +

+

+ 
= + − + + 

 
+ 

= + − − + + 
 





， 

即 

( ) 2
1 0 0 1 0

1ˆ
2Ra

a a
Y Y Y a aε ε ε ε ε

+ 
− ≈ − − + 

 
， 

所以 

( ) ( )

( )

( )

2
1 0 0 1 0

2

1ˆ
2

11 10 0
2

1 1
2

Ra

X Y X

X
X Y

a a
E Y Y YE a a

a af fY a C C C
n n

aY f C a C C
n

ε ε ε ε ε

ρ

ρ

+ 
− ≈ − − + 

 
+ − −

= − − + 
 

−  +  = −    

。 

定理 1 得证。 
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定理 2. 调查变量 Y 的均值的广义比估计的均方误差为 

( ) ( ) ( )22
2 2 21ˆ ˆ 2Ra Ra Y X X Y

Y f
MES Y E Y Y C a C a C C

n
ρ

−
 = − = + − 。 

证明： ( ) ( )
( )

( )
( )

2

2
2 2

1 0 0 1 0

22
1 0 0 1

2
2 2 2

ˆ ˆ

1
2

1
2

Ra Ra

Y X X Y

MES Y E Y Y

a a
Y E a a

Y E a a

Y f
C a C a C C

n

ε ε ε ε ε

ε ε ε ε

ρ

= −

+ 
≈ − − + 

 

≈ − −

−
 = + − 

。 

定理 2 得证。 

定理 3. 调查变量 Y 的均值的广义比估计 ˆ a
Ra a

yY X
x

= ，当 Y

X

Ca
C

ρ= 时，估计值 ˆ
RaY 的均方误差达最小，

最小值为 ( ){ } ( )2 21ˆmin 1Ra Y
fMES Y S

n
ρ−

= − 。 

证明：由定理 2 可知 ( ) ( )2
2 2 21ˆ 2Ra Y X X Y

Y f
MES Y C a C a C C

n
ρ

−
 = + −  ，因此对 a 求导可得： 

( )( ) ( )2
2

ˆd 1
2 2 0

d

Ra

X X Y

MES Y Y f
aC C C

a n
ρ

−
 = − =  ， 

求得 min
Y

X

Ca
C

ρ= ，并且 ˆ
RaY 的均方误差最小值 

( ){ } ( ) ( )
22

2 2 2 21 1ˆmin 2 1Y Y
Ra Y X X Y Y

X X

Y f C C fMES Y C C C C S
n C C n

ρ ρ ρ ρ
 −   − = + − = − 
   

。 

定理 3 得证。 

由此可见广义比估计方法调查变量Y的均值Y 的估计值 ˆ
RaY 的最小的均方误差优于简单估值法 Ŷ y=

的均方误差 ( ) 21ˆ
Y

fMES Y S
n
−

= ，并且当调查变量 Y 与辅助变量 X 相关性越高时，广义比估计方法调查变

量 Y 的均值Y 的估计值 ˆ
RaY 的最小均方误差越小。 

3. 一个应用例题 

调查某一社区居民用于食物的消费的支出，若该社区有居民共 300 户，共 1100 人，现简单随机抽样

调查了其中的 35 户居民，调查各户的月食物支出 Y (单位：元)和家庭人口 X，得数据： 
35

1
120i

i
x

=

=∑ ，
35

1
31350i

i
y

=

=∑ ，
35

2

1
450i

i
x

=

=∑ ，
35

2

1
29692900i

i
y

=

=∑ ，
35

1
114440i i

i
x y

=

=∑ 。 

 按照简单估值法，估计每户每月用于食物的平均支出的估计值为 ( )

35

1 31350ˆ 895.70
35 35

i
i

y
Y y == = = ≈

∑
元 ，

这一估计的均方误差的估计值为： 
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( )
2

2 2

1 1

1 1 1 1ˆˆ 1196.77
1

n n

Y i i
i i

f fMES Y s y y
n n n n= =

 − −  = = − ≈  −    
∑ ∑  

 按照比估计法，以每户人数 X 作辅助变量，记
YR
X

= 其估计值为
31350ˆ 261.25
120

y yR
x x

= = = = ，因此

每户每月用于食物的平均支出的估计值为 ( )1100ˆ ˆ 261.25 957.92
300RY RX= = × ≈ 元 ，这一估计的均方误

差的估计值为： 

( ) ( )2

1

2 2 2

1 1 1

1 1ˆˆ ˆ
1

1 1 ˆ ˆ2
1

453.6942

n

R i i
i

n n n

i i i i
i i i

fMES Y y Rx
n n

f y R x y R x
n n

=

= = =

−
= ⋅ ⋅ −

−
−  = − + −  

≈

∑

∑ ∑ ∑  

 按照广义比估计法，以每户人数 X 作辅助变量，记 a a

YR
X

= ，其中 

2 0.0607Y XY Y XY

X X Y X X

C S S Y S Xa
C S S S X YS

ρ= = = ≈ 时，估计值 ˆ
RaY 的均方误差达最小。因此每户每月用于食物

的平均支出的估计值为
( )

0.0607

0.0607

31350 35 1100ˆ ˆ 899.37209
300120 35

a
Ra a a

yY R X X
x

 = = = ≈ 
 

，这一估计的均方

误差的估计值为： ( ) ( ) ( )2 2 21ˆˆ 1 1196.77 1 0.8819 265.98499Ra Y
fMES Y S

n
ρ−

= − = × − ≈ 。 

由此可见广义比估计法的估计值相对而言比较适中，并且其估计值的均方误差最小。 

4. 总结 

本文中讨论了一种广义比估计方法，显然一般比估计方法只是广义比估计方法的特例，广义比估计

法中有一个参数 a，可以先根据具体问题确定参数 a 的值使得广义比估计法的估计值的均方误差达最小，

并且本文证明了广义比估计方法得到的估计值的均方误差是小于简单估值法估计的均方误差。另外，一

般比估计方法要求辅助变量 X 与调查变量 Y 有强相关性，但是广义比估计法没有此要求，当然如果辅助

变量 X 与调查变量 Y 有较强相关性，则广义比估计法的估计值的均方误差会更小，效果则更优。 
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