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Abstract 
To solve the multicollinearity problem in binary logistic regression model, a new estimator, namely 
stochastic restricted two-parameter maximum likelihood estimator, is proposed, considering the 
existence of prior information of the parameters to be estimated in the model. Moreover, we ob-
tain the necessary or sufficient conditions for the new estimator to be superior to Liu maximum 
likelihood estimator, Liu-Type maximum likelihood estimator, two-parameter maximum likelih-
ood estimator, stochastic restricted maximum likelihood estimator, stochastic restricted Liu 
maximum likelihood estimator and stochastic restricted Liu-Type maximum likelihood estimator 
under the criterion of mean squared error matrix. The recommend optimal values of the biasing 
parameters in the new estimation are discussed and given. Furthermore, based on the optimal 
recommended value of biasing parameters, a Monte Carlo simulation experiment is introduced to 
discuss the performance of this new estimator under the mean squared error. 
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摘  要 

针对二元逻辑回归模型中的复共线性问题，同时考虑模型中待估参数存在先验信息的情况，提出了一类

新估计即随机约束两参数极大似然估计。研究得到了新估计在均方误差矩阵准则下优于Liu极大似然估计，

Liu-Type极大似然估计，两参数极大似然估计，随机约束极大似然估计，随机约束Liu极大似然估计和

随机约束Liu-Type极大似然估计的充要或充分条件。探讨并给出了新估计中偏参数的最优建议值。更进

一步，基于偏参数的最优建议值，通过蒙特卡罗模拟方法，分析了新估计在均方误差意义下的优良性。 
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1. 引言 

考虑二元逻辑回归模型中因变量 iy 服从 ( )iBe π 分布。其中，伯努利参数 iπ 依赖未知参数 β 和解释

变量 ix 的取值，表达式如下： 

( ) ( )
( )

exp
Pr 1

1 exp
i

i i
i

x
y

x
β

π
β

′
= = =

′+
， 1, ,i n=                           (1) 

X 是 n p× 的矩阵， ix 是 X 第 i 列。 ( )1, , pβ β β ′=  为 1p× 的未知系数矩阵。 
在逻辑回归模型中，使用迭代加权最小二乘(IRLS)算法可得 β 的极大似然估计(MLE)： 

( ) 1ˆ ˆ ˆ
MLE X WX X WZβ

−
′ ′=                                  (2) 

其中 ( )1, , nZ Z Z ′=  且 ( ) ( )
ˆ

ˆlog
ˆ ˆ1

i i
i i

i i

y
Z

π
π

π π
−

= +
−

， ( )ˆ ˆ ˆ1i iW Diag π π = − 。 

在逻辑回归模型中，当解释变量高度相关时即存在复共线性问题时，MLE 的方差会膨胀。为了克服

这个问题，学者们提出了很多估计来改进 MLE。例如，Schaefer 等[1]提出了岭极大似然估计(RE)。Månsson
等[2]提出了 Liu 极大似然估计(LE)，表达式为： 

( ) ( )1ˆ ˆ ˆ
LE MLE d MLEC I C dI Fβ β β−= + + =                           (3) 

其中C X WX′=


， ( ) ( )1
dF C I C dI−= + + ， 0 1d< < 。 

Asar [3]提出了 Liu-Type 极大似然估计(LTE)，表达式为： 

( ) ( )1ˆ ˆ ˆ
LTE MLE kd MLEC kI C dI Fβ β β−= + − =                         (4) 

其中 ( ) ( )1
kdF C kI C dI−= + − ， 0,k d> −∞ < < +∞。 

Huang J [4]提出了两参数极大似然估计(TPE)，表达式为： 

( ) ( )1ˆ ˆ ˆ
TPE MLE k d MLEC kI C kdI Fβ β β−

−= + + =                        (5) 
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其中 ( ) ( )1
k dF C kI C kdI−
− = + + ， 0,0 1k d> < < 。 

考虑在实际工作中，逻辑回归模型中的未知参数向量 β 有可能存在一些先验信息，这时我们可通过

等式约束、不等式约束、椭球约束等来描述这些先验信息。本文将考虑带随机线性约束的情况。一般的

随机线性约束为： 

( ) ( ), 0,h H u E u Cov uβ= + = = Ψ                          (6) 

其中，H 是 ( )1q p× + 的满秩已知矩阵。h 是一个 1q× 预设值的向量。u 是一个服从均值为 0，方差矩阵为

Ψ的 1q× 随机向量。其中Ψ为已知的 q q× 阶正定矩阵。 
基于随机线性约束，Nagaraja 和 Wijekoon [5]提出了随机约束极大似然估计(SRE)，表达式为： 

( ) ( )11 1ˆ ˆ ˆ
SRE MLE MLEC H HC H h Hβ β β

−− −′ ′= + Ψ + −                    (7) 

为了进一步改进 SRE，Varathan 和 Wijekoon 在文献[6]和[7]中分别提出了随机约束岭极大似然估计

(SRRE)和随机约束 Liu 极大似然估计(SRLE)。其中 SRLE 表达式为： 

( ) ( )1ˆ ˆ ˆ
SRLE SRE d SREC I C dI Fβ β β−= + + =                         (8) 

Wu 和 Asar [8]提出了随机约束 Liu-Type 极大似然估计(SRLTE)，表达式为： 

( ) ( )1ˆ ˆ ˆ
SRLTE SRE kd SREC kI C dI Fβ β β−= + − =                        (9) 

我们结合 SRE 和 TPE 提出了一个新的估计即随机约束两参数极大似然估计(SRTPE)，其表达式为： 

( ) ( )1ˆ ˆ ˆ
SRTPE SRE k d SREC kI C kdI Fβ β β−

−= + + =                      (10) 

其中 0,0 1k d> < < 。 
从 SRTPE 的表达式看出，SRTPE 是一种更一般的估计，它可以退化为 SRE，SRRE，SRLE： 

1) 
0

ˆ ˆlim SRTPE SREk
β β

→
= . 

2) 
1

ˆ ˆlim SRTPE SREd
β β

→
= . 

3) ( ) 1

0
ˆ ˆ ˆlim SRTPE SRE SRREd

C Iβ β β−

→
= + = . 

4) ( ) ( )1

1
ˆ ˆ ˆlim SRTPE SRE SRLEk

C I C dIβ β β−

→
= + + = . 

2. 提出估计的性质 

接下来我们将在均方误差矩阵(MSEM)准则下，对新提出的新估计 SRTPE 与 TPE，LTE，LE，SRE，
SRLE 和 SRLTE 进行比较。其中参数 β 的估计 β̂ 的 MSEM 为： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆMSEM E Cov Bias Biasβ β β β β β β β
 ′ ′= − − = + 
 

              (11) 

这里 ( )ˆCov β 是方差矩阵， ( )ˆBias β 是估计 β̂ 的偏差。一般的，当 ( ) ( )1 2
ˆ ˆ 0MSEM MSEMβ β∆ = − ≥ 时，

我们称估计 2β̂ 在 MSEM 准则下优于 1̂β 。 
现在，我们将根据以下三个引理来证明我们所得的定理。引理如下： 
引理 1. (Rao 和 Toutenburg [9])设矩阵 A 和 B 是 n n× 阶矩阵，且 0A > ， 0B ≥ 。则 0A B+ > 。 
引理 2. (Rao [10])设 M 和 N 都为 n n× 阶正定矩阵，则 M N> 当且仅当 ( )1

max 1NMλ − < 。 
引理 3. (Trenkler 和 Toutenburg [11])令参数向量 β 的两个估计 ˆ

j jA yβ = ， 1, 2j = 。设 
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( ) ( )1 2
ˆ ˆ 0Cov Covβ β∆ = − > 。则 ( ) ( )1 2

ˆ ˆ 0MSEM MSEMβ β− > 当且仅当 ( ) 1
2 1 1 2 1u u u u−′ ′∆ + ≤ 。其中， ju 为 ˆ

jβ
的偏差。 

定理 1. SRTPE 在 MSEM 准则下总是优于 TPE。 
证明：由公式(11)可得 TPE 和 SRTPE 的 MSEM 如下， 

( ) 1
1 1

ˆ
TPE k d k dMSEM F C F m mβ −

− − ′= +  

( ) ( ) 11
1 1

ˆ
SRTPE k d k dMSEM F C H H F m mβ

−−
− −′ ′= + Ψ +  

其中 ( )( ) 1
1 1m k d C kI β−= − + 。现在我们考虑它们的差，令 

( ) ( )
( )

( ){ }

1

11 1
1 1 1 1

11 1

ˆ ˆ
TPE SRTPE

k d k d k d k d

k d k d

MSEM MSEM

F C F m m F C H H F m m

F C C H H F

β β
−− −

− − − −

−− −
− −

∆ = −

′ ′ ′= + − + Ψ −

′= − + Ψ

 

由于： 

( ) ( )1 11 1 1 1 1+C H H C C H HC H HC
− −− − − − −′ ′ ′+ Ψ = − Ψ  

则 

( ) ( )1 11 1 1 1 1 0C H HC H HC C C H H
− −− − − − −′ ′ ′Ψ + = − + Ψ ≥  

又因为矩阵 ( ) ( )1 0k dF C kI C kdI−
− = + + > ，因此 

( ){ }
( ){ }

( ) ( )

11 1
1

11 1 1

ˆ ˆ 0

k d k d

k d k d

TPE SRTPE

F C C H H F

F C H HC H HC F

MSEM MSEMβ β

−− −
− −

−− − −
− −

′∆ = − + Ψ

′ ′= Ψ +

= − ≥

 

证明完成。 

定理 2. 当 ( ) ( ){ }1 11 1
max 1k d k d kd kdF C H H F F C Fλ

− −− −
− −′+ Ψ < 时，新估计 SRTPE 在 MSEM 准则下优于 

LTE 当 且 仅 当 ( ) 1
1 2 2 2 1 1m D m m m−′ ′+ ≤ 。 其 中 ( ) 11 1

2 kd kd k d k dD F C F F C H H F
−− −

− −′= − + Ψ ，

( )( ) 1
2m d k C kI β−= + + 。 

证明：由公式(11)可得 LTE 的 MSEM 为 

( ) 1
2 2

ˆ
LTE kd kdMSEM F C F m mβ − ′= +  

接下来我们考虑 LTE 与 SRTPE 的 MSEM 的差 

( ) ( )
( )

2

11 1
2 2 1 1

2 2 2 1 1

ˆ ˆ
LTE SRTPE

kd kd k d k d

MSEM MSEM

F C F m m F C H H F m m

D m m m m

β β
−− −

− −

∆ = −

′ ′ ′= + − + Ψ −

′ ′= + −

 

因为 1 0kd kdF C F− > ， ( ) 11 0k d k dF C H H F
−−

− −′+ Ψ > ，根据引理 2， 

当 ( ) ( ){ }1 11 1
max 1k d k d kd kdF C H H F F C Fλ

− −− −
− −′+ Ψ < 时， 2 0D > 。再根据引理 3，当 ( ) 1

1 2 2 2 1 1m D m m m−′ ′+ ≤ 时，
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2 0∆ ≥ 。定理得证。 

定理 3. 当 ( ) ( ){ }1 11 1
max 1k d k d d dF C H H F F C Fλ

− −− −
− −′+ Ψ < 时，新估计 SRTPE 在 MSEM 准则下优于 

LE 当且仅当 ( ) 1
1 3 3 3 1 1m D m m m−′ ′+ ≤ 。其中 ( ) 11 1

3 d d k d k dD F C F F C H H F
−− −

− −′= − + Ψ ， ( )( ) 1
3 1m d C I β−= − + 。 

证明：由公式(11)可得 LE 的 MSEM 为 

( ) 1
3 3

ˆ
LE d dMSEM F C F m mβ − ′= +  

考虑 LE 与 SRTPE 的 MSEM 的差 

( ) ( )
( )

3

11 1
3 3 1 1

3 3 3 1 1

ˆ ˆ
LE SRTPE

d d k d k d

MSEM MSEM

F C F m m F C H H F m m

D m m m m

β β
−− −

− −

∆ = −

′ ′ ′= + − + Ψ −

′ ′= + −

 

因为 1 0d dF C F− > ， ( ) 11 0k d k dF C H H F
−−

− −′+ Ψ > ，根据引理 2， 

当 ( ) ( ){ }1 11 1
max 1k d k d d dF C H H F F C Fλ

− −− −
− −′+ Ψ < 时， 3 0D > 。再根据引理 3 有，当 ( ) 1

1 3 3 3 1 1m D m m m−′ ′+ ≤

时， 3 0∆ ≥ 。得证。 

定理 4. SRTPE 在 MSEM 准则下优于 SRE 当且仅当 ( )1
max 1 4 1M Dλ − < 。其中 ( ) 11

4D C H H
−−′= + Ψ ，

( ) 11
1 1 1k d k dM F C H H F m m

−−
− −′ ′= + Ψ + 。 

证明：由公式(11)可得 SRE 的 MSEM 为 

( ) ( ) 11ˆ
SREMSEM C H Hβ

−−′= + Ψ  

考虑 SRE 与 SRTPE 的 MSEM 的差 

( ) ( )
( ) ( ){ }

4

1 11 1
1 1

4 1

ˆ ˆ
SRE SRTPE

k d k d

MSEM MSEM

C H H F C H H F m m

D M

β β
− −− −

− −

∆ = −

′ ′ ′= + Ψ − + Ψ +

= −

 

由于 ( ) 11
1 1 1k d k dM F C H H F m m

−−
− −′ ′= + Ψ + ，因为 ( ) 11 0k d k dF C H H F

−−
− −′+ Ψ > ， 1 1 0m m′ ≥ ，所以根据

引理 1 可知 1 0M > 。又因为 4 0D > ，根据引理 2 有当 ( )1
max 1 4 1M Dλ − < 时， 4 1D M> 即 4 4 1 0D M∆ = − > 。

定理 4 得证。 

定理 5. 当 ( ) ( )
11 11 1

max 1k d k d d dF C H H F F C H H Fλ
−− −− −

− −
  ′ ′+ Ψ + Ψ <    

时，SRTPE 在 MSEM 准则下

优于 SRLE 当且仅当 ( ) 1
1 5 3 3 1 1m D m m m−′ ′+ ≤ 。其中， ( ) ( )1 11 1

5 d d k d k dD F C H H F F C H H F
− −− −

− −′ ′= + Ψ − + Ψ 。 

证明：由公式(11)可得 SRLE 的 MSEM 为 

( ) ( ) 11
3 3

ˆ
SRLE d dMSEM F C H H F m mβ

−−′ ′= + Ψ +  

考虑 SRLE 与 SRTPE 的 MSEM 的差 

( ) ( )
( ) ( )

5

1 11 1
3 3 1 1

5 3 3 1 1

ˆ ˆ
SRLE SRTPE

d d k d k d

MSEM MSEM

F C H H F m m F C H H F m m

D m m m m

β β
− −− −

− −

∆ = −

′ ′ ′ ′= + Ψ + − + Ψ −

′ ′= + −
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因 为 ( ) 11 0d dF C H H F
−−′+ Ψ > ， ( ) 11 0k d k dF C H H F

−−
− −′+ Ψ > ， 通 过 引 理 2 ， 当

( ) ( )( ) 11 11 1
max 1k d k d d dF C H H F F C H H Fλ

−− −− −
− −

 ′ ′+ Ψ + Ψ < 
 

时 ， 5 0D > 。 再 根 据 引 理 3 ， 当

( ) 1
1 5 3 3 1 1m D m m m−′ ′+ ≤ 时， 5 0∆ ≥ 。定理得证。 

定理 6. 当 ( ) ( )( ) 11 11 1
max 1k d k d kd kdF C H H F F C H H Fλ

−− −− −
− −

 ′ ′+ Ψ + Ψ < 
 

时，SRTPE 在 MSEM 准则下

优于 SRLTE 当且仅当 ( ) 1
1 6 2 2 1 1m D m m m−′ ′+ ≤ 。 

其中 ( ) ( )1 11 1
6 kd kd k d k dD F C H H F F C H H F

− −− −
− −′ ′= + Ψ − + Ψ 。 

证明：由公式(11)可得 SRLTE 的 MSEM 如下 

( ) ( ) 11
2 2

ˆ
SRLTE kd kdMSEM F C H H F m mβ

−−′ ′= + Ψ +  

考虑 SRLTE 与 SRTPE 的 MSEM 的差 

( ) ( )
( ) ( )

6

1 11 1
2 2 1 1

6 2 2 1 1

ˆ ˆ
SRLTE SRTPE

kd kd k d k d

MSEM MSEM

F C H H F m m F C H H F m m

D m m m m

β β
− −− −

− −

∆ = −

′ ′ ′ ′= + Ψ + − + Ψ −

′ ′= + −

 

因 为 ( ) 11 0kd kdF C H H F
−−′+ Ψ > ， ( ) 11 0k d k dF C H H F

−−
− −′+ Ψ > ， 通 过 引 理 2 有 ， 当

( ) ( )( ) 11 11 1
max 1k d k d kd kdF C H H F F C H H Fλ

−− −− −
− −

 ′ ′+ Ψ + Ψ < 
 

时 ， 6 0D > 。 根 据 引 理 3 ， 当

( ) 1
1 6 2 2 1 1m D m m m−′ ′+ ≤ 时， 6 0∆ ≥ 。定理得证。 

3. 偏参数 k 和 d 的选取 

因为随机约束两参数极大似然估计与定理中的各估计在均方误差准则下的比较结果依赖参数 β 的偏

参数 k 和 d 的选择。所以合适的选取偏参数 k 和 d 可以使模拟得到可行的结果。为了得到可行的 k 和 d
的值。我们对矩阵 C 进行分解使得C Q Q′= Λ 。其中，Q 是矩阵 C 的特征向量的列向量组成的矩阵，

( )1, , pdiag λ λΛ =  ， iλ 是 C 的第 i 个特征值。我们令 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 22 2

2
1

1ˆ,
p

i ii i
SRTPE

i i

kd b k d
f k d MSE

k

λ α
β

λ=

+ + −
= =

+
∑                   (12) 

其中 ( ) ( )11
11, , ppC H H Qdiag b b Q

−−′ ′+ Ψ =  ， ˆˆ MLEQα β′= 。 
可以看出函数 ( ),f k d 是一个关于参数 d 的二次函数。因此，为了求使 ( ),f k d 最小的 d 的值，我们

固定 k，并对 ( ),f k d 求关于 d 的偏导得 

( ) ( ) ( )
( )

2 2

2
1

2 2 1, p
i ii i

i i

k kd b k df k d
d k

λ α

λ=

+ + −∂
=

∂ +
∑                       (13) 

令上述等式(13)等于零，我们得到了 d 的一个建议最优值 ˆ
optd ，结果如下： 

( )
( )
( )

2

2
1

2

2
1

ˆ

p
i i ii

i i
opt

p
ii i

i i

ka b
k

d
k b a

k

λ
λ

λ

=

=

−

+
=

+

+

∑

∑
                                 (14) 
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同样的，为了求偏参数 k 的值使得 ( ),f k d 最小，我们对函数 ( ),f k d 关于 k 求偏导得到 

( ) ( )( ) ( )
( )

2 2

3
1

2 1 2 1, p
i ii i i i

i i

b kd d k df k d
k k

λ λ λ α

λ=

+ − + −∂
=

∂ +
∑                     (15) 

令上述等式(15)等于零，即分子为 0 得到 
2 21i i

i ii i i ii

k d
b b
α α
λ λ λ

 
= − + 

 
                                (16) 

当 d 固定时(16)中 k 的最优值依赖 2
iα ，根据 Hoerl 和 Kennard [12]和 Kibria [13]提出的方法，我们用

它的无偏估计来替代： 
2 2ˆ ˆ1ˆ i i

i ii i i ii

k d
b b
α α
λ λ λ

 
= − + 

 
                                (17) 

Hoerl 等[14]提出了使用 k 的调和平均值来替代 k 的估计，Kibria [13]提出了使用 k 的算术平均值来替

代 k 的估计，Hoerl 和 Kennard [12]提出了使用 k 的几何平均值来替代 k 的估计。再根据我们得出的 k 值

得到偏参数 k 的三种取值分别定义如下： 

2 2

1

ˆ
ˆ ˆ1

HM p
i i

i i ii i i ii

pk
d

b b
α α
λ λ λ=

=
   − +  
   

∑
                             (18) 

2 2
1

1 1ˆ
ˆ ˆ1

p

AM
i i i

i ii i i ii

k
p

d
b b
α α
λ λ λ

=

=
 

− + 
 

∑                              (19) 

12 2

1

1ˆ
ˆ ˆ1

GM p
p

i i

i i ii i i ii

k

d
b b
α α
λ λ λ=

=
   − +  
   

∏
                           (20) 

最后我们使用 Özkale 和 Kaçiranlar [15]提出的迭代方法对模拟的 k 和 d 进行取值： 

步骤一：根据文献 Özkale 和 Kaçiranlar [15]中的定理 3.1 计算
2 2ˆ ˆˆ min 1 i i

ii ii

d
b b
α α     < +    

     
的值； 

步骤二：用步骤一中 d̂ 的值来估计 ˆ
HMk ， ˆ

AMk ， ˆ
GMk 的值； 

步骤三：用步骤二中的 ˆ
HMk ， ˆ

AMk ， ˆ
GMk 的值来计算(14)式中 ˆ

optd 的值； 
步骤四：如果 ˆ 0optd < ，则 ˆ ˆ

optd d= 。其中 ˆ0 1optd< < ， ˆ0 1d< < 。 

4. 蒙特卡罗模拟 

接下来我们用蒙特卡罗模拟来验证估计 MLE，LE，LTE，TP，SRE，SRLE，SRLTE 和 SRTPE 在

MSE 准则下的优良性。由文献 McDonald 和 Galarneau [16]使用下面等式生成解释变量： 

( )1 22
, 11i j i j i px z zρ ρ += − + ， 1, , ; 1, ,i n j p= = 

                      (21) 

其中， ijz 是独立标准正态伪随机数， 2ρ 表示任意两个解释变量的相关性。在模拟实验中，我们取 4p = ， 

样本数 100n = ， ρ 考虑 0.85，0.9 和 0.95 三种不同的情况。 iy 由
( )
( )

exp
1 exp

i
i

i

x
x
β

π
β

′
=

′+
服从伯努利二项分布
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而产生。对于 1, , pβ β 满足 2

1
1

p

j
j
β

=

=∑ 。 

此外，等式(6)中的约束矩阵我们的选取如下： 

1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1

H
− 

 = − 
 − 

，

1
2

1
h

 
 = − 
 
 

和

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 Ψ =  
 
 

                     (22) 

模拟次数重复 2000 次，估计 MLE，LE，LTE，TPE，SRE，SRLE，SRLTE 和 SRTPE 的 MSE 使用

下面等式得到： 

( ) ( ) ( )2000
1

2000
r rrMSE

β β β β
β =

′− −
=
∑  

                            (23) 

结果如下： 
 

Table 1. Estimated MSE values of the MLE, LE, LTE, TP, SRE, SRLE, SRLTE, SRTPE when 0.85ρ =  
表 1. 当 0.85ρ = 时，估计 MLE，LE，LTE，TP，SRE，SRLE，SRLTE，SRTPE 的 MSE 

(k, d) 
( )ˆ ˆ,HM optk d  ( )ˆ ˆ,AM optk d  ( )ˆ ˆ,GM optk d  

(25.0455, 0.2641) (337.2983, 0.5669) (89.9426, 0.4944) 

MLE 1.1252 1.1252 1.1252 

LE 0.6757 0.8544 0.8144 

LTE 0.2797 0.8772 0.6700 

TP 0.2619 0.5198 0.4508 

SRE 0.7150 0.7150 0.7150 

SRLE 0.4406 0.5500 0.5256 

SRLTE 0.2755 0.8771 0.6696 

SRTPE 0.2293 0.3949 0.3522 

 
Table 2. Estimated MSE values of the MLE, LE, LTE, TP, SRE, SRLE, SRLTE, SRTPE when 0.9ρ =  
表 2. 当 0.9ρ = 时，估计 MLE，LE，LTE，TP，SRE，SRLE，SRLTE，SRTPE 的 MSE 

(k, d) 
( )ˆ ˆ,HM optk d  ( )ˆ ˆ,AM optk d  ( )ˆ ˆ,GM optk d  

(39.0918, 0.2062) (25144.4000, 0.5090) (665.5201, 0.4910) 

MLE 1.7130 1.7130 1.7130 

LE 0.8765 1.1187 1.0710 

LTE 0.3829 0.9122 0.7731 

TP 0.3522 0.6547 0.5877 

SRE 0.9154 0.9154 0.9154 

SRLE 0.4893 0.6134 0.5891 

SRLTE 0.3814 0.9121 0.7730 

SRTPE 0.2902 0.4571 0.4216 
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Table 3. Estimated MSE values of the MLE, LE, LTE, TP, SRE, SRLE, SRLTE, SRTPE when 0.95ρ =  
表 3. 当 0.95ρ = 时，估计 MLE，LE，LTE，TP，SRE，SRLE，SRLTE，SRTPE 的 MSE 

(k, d) 
( )ˆ ˆ,HM optk d  ( )ˆ ˆ,AM optk d  ( )ˆ ˆ,GM optk d  

(41.3281, 0.1702) (4475.3980, 0.4372) (259.2845, 0.3898) 

MLE 3.5490 3.5490 3.5490 

LE 1.0249 1.5793 1.4230 

LTE 0.3972 0.8998 0.7285 

TP 0.3962 0.8992 0.7383 

SRE 1.3014 1.3014 1.3014 

SRLE 0.4224 0.6179 0.5632 

SRLTE 0.3960 0.8998 0.7285 

SRTPE 0.3192 0.5315 0.4690 

 
由表 1~3 可知，对建议的 k 和 d 值和给定的 ρ 为 0.85，0.9 和 0.95 三个取值，随机约束两参数极大

似然估计的 MSE 均小于其他估计的 MSE，即此时随机约束两参数极大似然估计在均方误差意义下优于

其他各估计。同时，由表 1~3 可知，对给定的 ρ 为 0.85，0.9 和 0.95，均有在 k 取 ˆ
HMk 时 SRTPE，SRLTE，

SRLE，LTE，LE 和 TPE 的 MSE 小于 k 取 ˆ
AMk 和 ĜMk 时的 MSE，即此时 ˆ

HMk 优于 ˆ
AMk 和 ĜMk 。由表 1~3 还

可以看出，对建议的 k 和 d 值，随机约束两参数极大似然估计的 MSE 随着 ρ 的增大而增大，即解释变量

之间的相关性增加，则新估计的 MSE 值会增加。 

5. 总结 

本文中，我们在二元逻辑回归模型中提出了一个新的估计即随机约束两参数极大似然估计。为了研

究所提出估计的性质，理论上，我们在 MSEM 准则下对 Liu 极大似然估计，Liu-Type 极大似然估计，两

参数极大似然估计，随机约束极大似然估计，随机约束 Liu 极大似然估计，随机约束 Liu-Type 极大似然

估计和随机约束两参数极大似然估计进行了比较，并得出了在 MSEM 准则下随机约束两参数极大似然估

计优于 SRLTE，SRLE，SRE，LTE，LE 和 TPE 的充要或充分条件。实验上，我们用了蒙特卡罗模拟实

验来比较了几个估计的优良性，验证了对建议的 k 和 d 值和给定的 ρ 为 0.85，0.9 和 0.95 情况下，新估

计在 MSE 准则下优于 SRLTE，SRLE，SRE，LTE，LE 和 TPE。 
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