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Abstract 
Marching Cube is a classic algorithm applied in 3D medical visualization for its simpleness and 
practicality. Marching Square algorithm is the 2D version of Marching cube, which is used mainly 
in extracting isolines. Tensor voting algorithm introduces this algorithm to detect general curves. 
This paper presents the application of Marching Square in 2D tensor voting. Experimental results 
show its efficiency and the influence of scale parameter. 
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摘  要 

移动立方体(Marching Cube)算法是三维医学可视化领域应用的经典算法，因其简单实用而得到广泛推
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广。移动正方形算法是移动立方体算法的二维版本，传统应用主要体现在等值线提取方面，如今在二维

张量投票中得到了扩展，可用于曲线检测。该文介绍了移动正方形算法在二维张量投票中的应用，并通

过实验展示了应用的效果及尺度参数的影响。 
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1. 引言 

根据输入的数据类型，我们可将以往有关曲线、区域和三维表面等特征提取的研究工作归为以下几

类：正则化方法(Regularization) [1]、松弛标记法(Relaxation Labeling) [2]、鲁棒性方法(Robust Methods) 
[3]、水平集方法(Level Set Methods) [4]、聚类(Clustering)方法[5]、基于结构显著性(Structural Saliency)的
方法[6] [7]、基于视觉竞争合作机制的组织(Grouping with Cooperative and Inhibitive Fields)方法和用于图

像修复的一些方法[8]等。张量投票[7]是一种基于结构显著性的方法，与相关研究工作相比，张量投票方

法数据表示方式更为丰富，而且不同结构类型可以在张量投票的计算框架下进行一体化的处理。张量投

票方法因其简单实用而获得广泛的应用。 
然而，在张量投票方法的特征提取环节，如果仅做投票解释，得到的会是曲线及其周围一定邻域范

围内点的曲线特征显著度；如果进行简单的极值搜索，会因忽略各点取向信息而增大曲线点检测的误差。

另一方面，移动正方形算法[9]自提出以来，其应用一直局限在等值线提取方面。本文主要介绍移动正方

形算法在二维张量投票中的应用，并通过实验说明应用效果及尺度参数的影响。本文主要内容安排如下：

第一节是对移动正方形算法的介绍；第二、节描述张量投票方法中应用移动正方形方法的过程和一些细

节问题；第三节是实验结果；最后是结束语。 

2. 移动正方形算法 

移动正方形法是一种二维等值线算法[9]，它是移动立方体法(Marching Cube)的基础和依据。移动立

方体法正是移动正方形法的三维引申发展起来的，因其简单实用而得到广泛推广，在生物化学、生物医

学、可变形建模、数字雕刻、环境科学、机械动力学、三维可视化及算法分析等领域均有应用[10]。 
移动正方形法首先找四个相邻的象素，图 1 给出了阈值为 5 的一个例子。每个象素值有大于阈值和

小于阈值两种情况，如果象素值大于阈值用实心圆点表示，如果小于阈值就用圆圈表示。四个点就有 16
种组合形式，图 2 列出了所有的可能组合形式。每一种形式就是等值线与正方形边之间的一种拓扑关系。

图 2 中的连线就是等值线的路径。没有连线的形式说明等值线不与正方形相交。以图 2 中 case 1 为例，

该图中左下角的象素值大于给定值，其它三个象素小于给定值，那么可以推断出等值线的一侧是圆圈代

表的象素，另一侧是另外三个象素，等值线只能以图中连线所示的这种方式与正方形相交。等值线与正

方形边的交点坐标可以用线性插值求得。这样当一幅图像中的所有正方形都求出了各自的一段等值线后，

这些线段自然而然的就连成一个闭合的等值线。移动正方形算法如下： 
1) 在一幅图像中求出所有四个相邻象素点构成的正方形。 
2) 判断四个象素值与阈值的关系，生成 0101 的代码。 
3) 由上步生成的代码按照图 3 所示的关系求出等值线与四个象素点间的拓扑关系。 
4) 由拓扑关系，用线性插值法求出等值线与正方形边的交点。 
5) 顺序连接等值线段得到等值线。 
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Figure 1. An example for Marching Square’s isoline extraction 
图 1. 移动正方形等值线提取示例 

 

 
Figure 2. Sixteen cases of Marching Square’s iso-surface 
图 2. 移动正方形等值面的 16 种情况 

 

 
(a)                                  (b)                               (c) 

Figure 3. An example for curve maximum extraction 
图 3. 曲线极点提取示例 

 
3. 张量投票的特征提取 

张量投票的主要思想是：曲线和曲面的插值都可以通过收集局部邻域及其取向信息来实现，不连续

点和边界也可以通过对邻域取向信息的一致性度量来检测。在这一方法中，邻域信息通过投票的方式聚

集到一起，而取向信息通过矢量场的计算规则进行估计，允许使用类似卷积的方式进行有效的计算，实

现数据之间的通信。这种方法的新颖性在于采用二阶矩来聚集和解释矢量投票。 
基于这一思想，张量投票方法主要由两部分组成：数据的张量表示和数据间以非线性投票方式进行

信息传递，这里的数据由空间点组成，空间的维数不限。张量投票方法还涉及到显著性的概念，其显著

性的主要涵义是视觉上能够迅速引起观察者的注意的一种“突出性”。从模糊数学角度来看，对表示图

像数据的张量而言，其具有某一特征的显著性度量可以理解为该张量具有这种特征的置信度。 
然而，在张量投票方法的特征提取环节，如果仅做投票解释，得到的会是曲线及其周围一定邻域范

围内点的曲线特征显著度；如果进行简单的极值搜索，会因忽略各点取向信息而增大曲线点检测的误差。

因此，可在其特征提取环节，引入移动正方形算法，辅助完成曲线检测。 
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为便于说明，首先给出以下定义： 
定义 1 曲线极点[1]：给定某一投票结果的曲线特征显著程度图，设其中每一元素可以用一个二元

组 ( )ˆ,s t 表示，其中 s 表示强度大小(即对应于 2 3λ λ− )， t̂ 表示切向(即对应于 3e )，u ，v表示与 t̂ 垂直的平

面，R 表示将某一三维矢量旋转到 u-v 平面的操作(具体来说就是使三维矢量 ( ), ,x y zq q q q= 满足
d
dx

sq
u

⇔ ，

d
dy

sq
v

⇔ ， 0zq = )，令 [ ]Tg s x s y s z= ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ，我们称某一点为曲线极点当且仅当该点满足以下条

件： 
1) s 是局部极值点 
2) 0s u s v∂ ∂ = ∂ ∂ =  
3) ( )ˆ 0q R t g= × =  
即曲线上的点的显著性 s 应在该点的切线方向上有局部极大值，而在与切线垂直的平面上分量最小。 
曲线即是由一个个的曲线极点组成的，张量投票应用移动正方形算法搜索曲线极点。图 3 给出了曲

线极点的示例说明[1]，其中图 3(a)为对计算机产生的圆环点集的投票计算结果；图 3(b)是沿 3(a)中 A、B
两点的法线方向计算直线 l 上各点矢量域强度的大小，可见 A、B 两点处各有一个峰值，根据极值搜索即

可得到曲线极点的位置；图 3(c)是将所有曲线极点连接起来而成的曲线。图 4 给出了曲线极点的微分求

解过程，曲线极点即为两个方向上微分过零点连线的交线[1]。 
下面首先给出离散情况下提取曲线极点时需计算的参量，然后给出算法流程。 
离散情况下， q 的计算公式为： 

( ), , , , , ,
ˆ

i j k i j k i j kq R t g= ×                                   (1) 

式中， R 定义了一个将某一平面旋转至平行于 u-v 平面的旋转矩阵。从上式可以看出，所有的 , ,i j kq 的集

合{ }, ,i j kq 组成一个矢量数组，而这个域可以用文献[2]提出的算法改进后进行处理，在这里我们与张量投

票的提出者保持一致，将这一算法简称为 SingleSubVoxelCMatch [1]，其原理如图 3，图 4 所示，而曲线

极值搜索的整个算法流程如图 5 [2]所示，算法首先根据 s 值的大小挑选出可能构成曲线的“种子”元素，

然后对超过高门限的元素应用 SingleSubVoxelCMatch 算法进行处理，判断其是否曲线极点，直到被处理

元素的 s 值小于低门限则停止搜索，再退回到种子点处向相反方向重复同样处理过程，直至所有“种子”

元素均被处理过为止，最终输出图像中存在的曲线。与曲面极点的搜索过程类似，门限只是用来提高计

算效率的，因而这一参数设置在一定范围变化时对算法运行结果的影响不大。搜索出的所有曲线极点就

构成了待检测的曲线。 

4. 实验结果 

应用移动正方形算法辅助张量投票检测曲线的实验结果如图 6，图 7 所示，此处为减小曲线提取的

计算量，我们在投票之后对图像中的显著性测度进行了归一化并直接删除了显著性测度小于整体均值的

点。图 6 是对投票点较为密集的圆形轮廓的实验结果，其中图 6(a)为原始图像；图 6 (x_1,2){x = b, c, …, g}
分别是不同尺度下的投票结果及极值曲线的检测结果，尺度参数依次为 5、10、18、40、50、100；从这

组实验结果中可以看出，当尺度参数取得较小时 ( )5σ = ，轮廓线刚好得到修复，投票产生的杂散点很少，

曲线提取可以较快得到修复后的曲线，只是由于实验中保留了投票结果所得的各像素灰度值，轮廓线能

看到明显的分段痕迹；尺度参数 10 18σ = ∼ 时，圆形轮廓曲线得到了很好的修复，变得更加平滑；尺度

参数较大 ( )40σ ≥ 后，修复的曲线开始发生局部变形，所得曲线平滑程度下降，这主要是因为参与投票

的点过多，增加了数据点之间的干扰致使规则的形状发生拉伸。 
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Figure 4. Differential computation for curve maximum extraction 
图 4. 曲线极点的微分求解 

 

 
Figure 5. Flow chart for curve maximum extraction 
图 5. 曲线极点的搜索算法流程 

 
图 7 是对投票点密度近似为图 6 的原始图像的二分之一的圆形轮廓点处理的结果。其中图 7(a)为原

始图像；图 7 (x_1,2){x = b, c, …, g}分别是不同尺度下的投票结果及极值曲线的检测结果，尺度参数依次

为 5、10、18、40、50、100；从这组实验结果中可以看出，当尺度参数取得较小时 ( )5,10,18σ = ，轮廓

线仍然存在缺口，随尺度变大，缺口有缩小的趋势；尺度参数 40σ = 时，轮廓线刚好得到修复，投票产

生的杂散点很少，极值曲线提取可以较快得到修复后的曲线，只是由于实验中保留了投票结果所得的各

像素灰度值，轮廓线能看到明显的分段痕迹；随着尺度参数增大 ( )50σ ≥ 后，修复的曲线开始发生局部

变形，分段直线呈现接连趋势。 
总体来说，这两组实验除了说明尺度参数的影响之外，还说明了加入移动正方形算法，可以有效地

从投票结果中提取出单像素曲线。 

5. 结束语 

本文介绍了移动正方形算法在二维张量投票中的应用，并通过实验展示了应用的效果及尺度参数的

影响。长期以来，移动正方形算法一直被扩展到三维用于等值线提取[11] [12]，而张量投票方法赋予移动

正方形方法一个新的应用，也使得我们可以从一个新的角度观察这一算法。移动正方形算法在 2D 张量 
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Figure 6. An example of 2D curve extraction. (a) Original image; (b_1) 
Voting result for σ = 5; (b_2) Maximum curve for σ = 5; (c_1,2) voting 
result and maximum curve for σ = 10; (d_1,2) Voting result and maxi-
mum curve for σ = 18; (e_1,2) Voting result and maximum curve for σ 
= 40; (f_1,2) Voting result and maximum curve for σ = 50; (g_1,2) 
Voting result and maximum curve for σ = 100 
图 6. 二维曲线提取实验。(a) 原始图像；(b_1) σ = 5 投票结果；(b_2) 
σ = 5 极值曲线检测结果；(c_1,2) σ = 10 投票结果及极值曲线检测结

果；(d_1,2) σ = 18 投票结果及极值曲线检测结果；(e_1,2) σ = 40 投

票结果及极值曲线检测结果；(f_1,2) σ = 50 投票结果及极值曲线检

测结果；(g_1,2) σ = 100 投票结果及极值曲线检测结果 

(a)

(b_1) (c_1) (d_1)

(e_1) (f_1) (g_1)

(b_2) (c_2) (d_2)

(e_2) (f_2) (g_2)
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Figure 7. The effect of scale parameter on 2D curve extraction. (a) 
Original image; (b_1) Voting result for σ = 5; (b_2) Maximum curve 
for σ = 5; (c_1,2) Voting result and maximum curve for σ = 10; (d_1,2) 
Voting result and maximum curve for σ = 18; (e_1,2) Voting result and 
maximum curve for σ = 40; (f_1,2) Voting result and maximum curve 
for σ = 50; (g_1,2) Voting result and maximum curve for σ = 100 
图 7. 尺度参数对二维曲线提取的影响实验。(a) 原始图像；(b_1) σ 
= 5 投票结果；(b_2) σ = 5 极值曲线检测结果；(c_1,2) σ = 10 投票

结果及极值曲线检测结果；(d_1,2) σ = 18 投票结果及极值曲线检

测结果；(e_1,2) σ = 40 投票结果及极值曲线检测结果；(f_1,2) σ = 
50 投票结果及极值曲线检测结果；(g_1,2) σ = 100 投票结果及极值

曲线检测结果 
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投票中的应用使得该算法的曲线提取环节可以有效地提取出单像素取向，从而可以便于后续处理和高层

识别，这是其他相关工作没有考虑的问题。本文通过不同尺度下圆形轮廓线提取的实验，既说明了移动

正方形在曲线提取中的应用，也验证了尺度参数的影响。我们将在后续研究工作中进一步提高算法的运

行效率，并与相关工作进行量化比较。 
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