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摘  要 

本文提出了一种基于GINI相关系数的超高维判别分析的GINI相关特征筛选方法。该方法在简单条件下建

立了稳健筛选性能。首先，对重尾分布、潜在异常值情况下的数据具有稳健性。其次，它没有具体的数

据模型限制，适用于参数及非参数模型。第三，由于所得统计量的有界性，在理论推导上比较简单。第

四，筛选指标结构简单，计算成本低。通过蒙特卡罗模拟和实际数据实例验证了该方法的有效性。 
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Abstract 
We proposed a new method named GINI correlation feature screening for ultrahigh dimensional 
discriminant analysis based GINI correlation coefficients. We also establish the sure screening 
property for the proposed procedure under simple assumptions. The new procedure has some 
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additional desirable characters. First, it is robust against heavy-tailed distributions, potential out-
liers and the sample shortage for some categories. Second, it is model-free without any specifica-
tion of a regression model and directly applicable to the situation with many categories. Third, it is 
simple in theoretical derivation due to the boundedness of the resulting statistics. Forth, it is rela-
tively inexpensive in computational cost because of the simple structure of the screening index. 
Monte Carlo simulations and real data examples are used to demonstrate the finite sample per-
formance. 
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1. 引言 

变量选择或变量筛选在高维数据分析中起着重要的作用。通过考虑协变量与响应变量之间的关联强

度来选择重要变量对于超高维数据是必不可少的，并且在最近的文献中受到了广泛的关注。Fan 和 Lv 
(2008) [1]提出了线性模型的确定独立筛选(SIS)，它基于对协变量与响应的边际 Pearson 相关性的大小进

行排序。此后其他研究者做了大量的工作来将这一过程推广到各种其他类型的模型，包括：广义线性模

型[2]、非参数加性模型[3]、Cox 比例风险模型[4]、线性分位数模型[5]和变系数模型(Fan 等 2014 [6]，Zhang
等[7])。不假设任何特定的先验模型的无模型筛选方法也已发展。包括：Li 等人(2012)的基于距离相关的

方法[8]，Mai等人(2015)的融合Kolmogorov 滤波器[9]，Liu 和Wang (2017)的条件距离相关方法[10]，Huang
和 Zhu (2016)的基于最大相关的方法[11]，Shao 和 Zhang (2014)的基于鞅差分的方法[12]，Feng 等人(2017)
的基于平滑带宽的方法[13]，张等(2018)的边际条件期望变量筛选方法[14]。这些方法的主要理论结果是

所谓的“确定筛选属性”，即在适当的条件下，可以将特征空间的维度从 ( )( )expnp o nα= 降至更小的

( )n nd d n≤ ，同时保留所有相关预测因子的概率接近 1。然而，它是基于连续响应变量的，不能很好地

用于分类响应变量。本文旨在研究一种有效的不限定模型的特征筛选方法，用于分类响应变量超高维

数据。 
本文提出了一种有效的判别分析的确定筛选方法：GINI 超高维特征筛选方法(GCSIS)。该方法在超

高维判别分析的背景下，对具有分类响应的数据进行筛选。在不假设预测因子矩条件的情况下，建立了

确定的筛选和排序一致性性质。数值研究表明，该方法具有良好的性能。它有以下优点：它是无模型的，

因为它的实现不需要指定回归模型；其相应的边际效用可以很容易地评估，而不涉及数值优化；可直接

应用于具有分类预测因子的连续响应数据。在全基因组关联研究(GWAS)等实际应用中，该方法尤为有用，

其中表型(即响应)是连续的，而单核苷酸多态性(SNPs)等预测因子则是分类的。因此，通过这种方法，可

以更有效地筛选出与连续响应相关的重要特征，为科学研究提供有力支持。 
本文的其余部分安排如下：第 2 章通过考虑一维数值变量和分类变量之间相关性出发建立与 GINI

均值差异的联系。广义 GINI 相关的性质在 2.1 节中进行了研究。变量筛选方法(GCSIS)在 2.2 节中提出。

第 2.3 节是 GCSIS 的理论性质。在第 3 章中，通过仿真和真实数据应用进行了实验研究，以展示 GCSIS
的优势。 
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2. 筛选方法 

2.1. GINI 距离 

设 { }1 2, , , KY y y y∈ � 是分类(K 类)响应变量， XX K∈ ，其中 XK 为协变量 X 的支持集合。为了研究 X
和 Y 之间的相关性，本文很自然地考虑给定 Y 和 X 的的条件分布函数，表示为 ( ) ( )| |F x Y P X x Y= ≤ 。用

( ) ( )F x P X x= ≤ 表示 X 的无条件分布函数，用 ( ) ( )|k kF x P X x Y y= ≤ = 表示给定 kY y= ， ( )k kp P Y y= =  

的 X 的条件分布函数， ( ), kX Y y= 的联合分布是 k kp F ，X 的边际分布是 ( ) ( )
1

K

k k
k

F x p F x
=

= ∑ 。如果对于任 

何 Xx K∈ 且 1, ,k K= � ，有 ( )kF F x= ，则 X 和 Y 是独立的。为了衡量 X 和 Y 之间的相关性，Dang 等(2019) 
[15]考虑了以下条件分布函数和边际分布函数之间的距离相关度量。 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2

1
: | d d .

K

k k
k

D F x Y F x x p F x F x x
=

= − = −∑∫ ∫� �
                   (1) 

显然，当且仅当 X 和 Y 独立时，相关性为零。F 的 GINI 平均差(GMD) ([16] [17] [18])是 

( ) ( )X F X X ′∆ = ∆ = ∆ = −                               (2) 

它表示两个独立随机变量之间的期望距离，其中 X 和 X ′是�中具有有限一阶矩的分布 F 中的独立随机

变量。Dorfman (1979) [19]证明了对于非负随机变量， 

( ) ( )( )2 1 d .F x F x x∆ = −∫                                 (3) 

注意(3)也适用于离散随机变量。因此，相关性可以写成 

( ) 1 1, 1 ,

K K

k k k k
k k

p p
X Yρ = =

∆ ∆ − ∆
= − =

∆ ∆

∑ ∑
                           (4) 

其中 k∆ 是 kF 的 GINI 系数(GMD)。 ( ), 0X Yρ = 当且仅当 X 和 Y 是独立的。 

2.2. GINI 相关系数变量筛选方法 

本文提出了一种新的无模型确定独立筛选方法，使用 ( ),X Yρ 对超高维定量和定性协变量进行筛选。

设 Y 为具有离散支持 1 2, , , Ky y y�  ( 2K ≥ )的响应变量， ( )T
1, , px X X= � 为预测向量，其中 p n≥ 且 n 是样

本量。在不指定回归模型的情况下，通过 

( ){ }* : | ,jM j F y X X= 数依赖于函  

定义重要预测变量子集，用 { } *1,2, , \p M= � 表示非重要预测变量子集。由第 2.1 节的(4)式知 ( ),jX Yρ 可

以度量 jX 与 Y 之间的相关性。令 

( ) 1, ,

K
j j

k k
k

j j j

p
w X Yρ =

∆ − ∆
= =

∆

∑
 

其中
j

j jE X X ′∆ = − ， |j
k j j kE X X Y y ′∆ = − = 。 

注意到，当部分正交条件(Huang, Horowitz 和 Ma, 2008 [20]；Fan 和 Song, 2010 [2])成立时，即 

{ }*:jX j M∈ 与{ }*: c
jX j M∈ 独立，当 *j M∈ 时 0jw > ，当 *

cj M∈ 时 0jw = ，所以 jw 可以作为选择重要

变量的一个标准。因此选择重要变量{ }*:jX j M∈ 只和 Y 的相关性有关，与模型的选择无关。 
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假设样本数据 ( ){ },i iD Y= x ， 1, ,i n= � 。设 kI 为 i kY y= 样本点的索引集，则 kp 由该类别的样本比例

估计，即 ˆ k
k

np
n

= ，其中 kn 为 kI 中的元素数。下面给出 gρ 的一个点估计量。 

1

, ,
ˆ ,

2 k

kj
k i j l j

i l I

n
X X

−

< ∈

 
∆ = − 

 
∑  

1

, ,
1

ˆ ,
2

j
i j l j

i l n

n
X X

−

= < =

 
∆ = − 

 
∑  

( ) 1

ˆˆ
ˆˆ , 1 .ˆ

K
j

k k
k

j j j j

p
w X Yρ =

∆
= = −

∆

∑
                               (5) 

基于 ˆ jw 本文选择了一组具有较大 ˆ jw 的重要预测因子， 

{ }3
ˆ ˆ:1 , ,r

jM j j p w c n−= ≤ ≤ >  

其中 3 0c > 且 0 1r< < 。 

2.3. 理论性质 

显然， ˆ j
k∆ 和 ˆ j∆ 为 U 统计量。应用 U 统计量理论[21] [22]，在以下的假设条件下，可以建立 ˆ j

k∆ 和 ˆ j∆

的渐近性质。 
• C1. 矩条件：存在正常数 ( )1 2 1 2,M M M M≤ 和 0t 使得 

( )( )1 0max exp , 0 ,j p jE tX t t≤ ≤ < ∞ < <  

且 

( )1 2.jM E X M≤ ≤  

• C2. 存在 ( )0,1r∈ 和 3 0c > ，有
* 3min 2 r

j M jw c n−
∈ ≥ 。 

定理 2.1 在条件 C1 下，对于任意 0ε > ，存在正常数 6M 和 ( )( )60,2s Mε ε∈ ，使得 

{ } ( ) 2
1 6ˆmax 3 1 2 .n

j p j jP w w p M sεε ε≤ ≤ − > ≤ −  

此外，令 ( )6 12 rM s c nεε −= − ， ( )6 12 2 rM s c nε
−= ，假设条件(C2)成立，则 

( ) ( ) 2
* 6

ˆ 1 3 1 2 .n
nP M M s n M sεε⊂ ≥ − −  

证明：注意到 ˆ j
k∆ 可以表示为如下形式： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

, , , , , , , ,

1

1 , ,

ˆ
2

2 , .
1 k

k
i j l j i j l j l j i j

kj
k

def

i j l j
i lk k

l j i j
i l

X X I X X X X I X X
n

h X X
n n

−

<

< <

∈

 = − >
 

∆  
 

=
−

+ − > ∑

∑





 

因此， ˆ j
k∆ 是标准的 U-统计量。利用马尔可夫不等式，可以得到，对任意的 *

00 t s j< < ，其中 [ ]* 2kj n= ，

有 

( ) { } { }ˆ ˆexp exp exp .j j j j
k k k kP t t E tε ε  ∆ − ∆ > ≤ − ∆ ∆   
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通过 Serfling (1980) [23]的 5.1.6，U-统计 ˆ j
k∆ 可以表示为独立且同分布的随机变量的平均值；即 

( ) ( )1
1

!

ˆ ! , ,
k

k

j
k k j n j

n
n w X X−∆ = ∑ � ，其中每个 ( )1 , ,

kj n jw X X� 是 [ ]* 2kj n= 个独立的同分布随机变量的平均值，

!kn 表示 !kn 种排列 1, ,
kni i� ( )1, , kn� . 记 ( ) ( ){ }, ,exp ,h i j l js E sh X Xϕ  =   ， 00 s s< < 。由于指数函数是凸

函数，它遵循 Jensen 不等式 

{ } ( ) ( )

( ) ( )

( )*

1
1

!

1
1

!

*

exp exp ! , ,

! exp , ,

.

k
k

k
k

j
k k j n j

n

k j n j
n

j
h

E t E t n w X X

n E w X X

t jϕ

−

−

    ∆ =         
   ≤   

    

=

∑

∑

�

�  

结合以上两个结果，有 

( ) { } { } ( )

{ } { } ( )

*

*

* *ˆ exp exp

exp exp ,

jj j j
k k k h

jj
k h

P t t j t j

s s s

ε ε ϕ

ε ϕ

∆ − ∆ > ≤ − ∆

 = ∆





 
  

其中 *s t j= 。注意到 ( )( )1 , ,, j
i j l j kE h X X = ∆ ，且对于任意随机变量 Y，泰勒展开式 { } 21e 2xp sY sY s Z= + + ，

其中 { }2
10 expZ Y s Y< < ，且 1s 是介于 0 和 s 之间的常数。因此 

{ } ( ) ( ) ( ){ } 1 2
2 4

1 , , 1 1exp 1 , exp 2 2.j j
k h i j l j ks s s Eh X X E s hϕ  ∆ ≤ + × − ∆                 (6) 

由条件 C1 可得存在常数 C (n 和 p 的独立性)使得 { } ( ) 2exp j
k hs s Csϕ− ∆ ≤ ，即 

{ } ( ) ( )2exp 1 .j
k hs s O sϕ− ∆ = +  

对于充分小的 s，可以通过选择足够小的 t 来实现，有 ( ) ( )2exp 1s s O sε ε− = − + ，因此 

( ) ( ) ( )exp exp 1 2.j
k hs s s sε ϕ ε− − ∆ ≤ −                            (7) 

结合结果(6)，(7)和 ˆ k
k k

np p
n

= = ，可以得到对任意 0ε > ，存在一个充分小的 sε ，使得 

( ) ( ) 2
1 1

ˆˆ 1 2 nK j K j
i k k i k kP p p sεε ε= =Σ ∆ − Σ ∆ > ≤ − 。这里用符号 sε 来强调 s 依赖于 ε 。同理，可以证明对于任何

1 0ε > ， ( ) ( )1

2

1 1
ˆ 1 2

nj jP sεε ε∆ − ∆ > ≤ − 。 

下面考虑 1 1
ˆˆ

ˆ

K j K j
i k k i k k

jj

p pP ε= =
 Σ ∆ Σ ∆

− ≥  ∆∆ 
。首先证明 ˆ j∆ 离 0 有统一的边界，其概率趋于 1。由条件 C1，

存在 3 0M > 使得 4 0j M∆ ≥ > 且对于 ( )0 0,1δ ∈ 使得 4 3 0M M δ≡ − 。则由(7)可知对某个正常数
0

sδ ，有 

( ) ( )
( )

( )0

4 3 0

0

2

0

ˆ ˆ

ˆ

1 2 .

j j j j

j j

n

P M P M

P

sδ

δ

δ

δ

∆ ≤ ≤ ∆ − ∆ − ∆ ≤ −

≤ ∆ − ∆ ≥

≤ −

 

因此 
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( )

( )0

1 1

1 1 1 1
4 4

1 1
3 4

2

0

ˆˆ
ˆ

ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ, ,ˆ ˆ

ˆˆˆ ˆ,ˆ

1 2

K j K j
i k k i k k

jj

K j K j K j K j
j ji k k i k k i k k i k k

j jj j

K j K j
j ji k k i k k

jj

n

p pP

p p p pP M P M

p pP M P M

sδ

ε

ε ε

ε

δ

= =

= = = =

= =

 Σ ∆ Σ ∆
− ≥  ∆∆ 

Σ ∆ Σ ∆ Σ ∆ Σ ∆
= − ≥ ∆ ≤ + − ≥ ∆ >

∆ ∆

   
      
   

 
  

∆ ∆

Σ ∆ Σ ∆
≤ ∆ ≤ + − ≥ ∆ >

∆∆

≤ −



+ 1 1
4

ˆˆ ˆ, .ˆ

K j K j
ji k k i k k

jj

p pP Mε= =
 Σ ∆ Σ ∆

− ≥ ∆ >  ∆∆ 

         (8) 

(8)的第二项是 

1 1
4

1 1 1 1
4

1
1 1

3

4

ˆˆ ˆ,ˆ

ˆˆ ˆ,ˆ ˆ ˆ

1 ˆ ˆˆ 2 2
ˆ

1

K j K j
ji k k i k k

jj

K j K j K j K j
ji k k i k k i k k i k k

jj j j

K j
i k kK j K j j j

i k k i k k j j
k

p pP M

p p p pP M

p
P p p P

M

s Mε

ε

ε

ε ε

= =

= = = =

=
= =

Σ ∆ Σ ∆
− ≥ ∆ >

∆∆

Σ ∆ Σ ∆ Σ ∆ Σ ∆
≤ − + − ≥ ∆ >

∆∆ ∆ ∆

 Σ ∆   ≤ Σ ∆ − Σ ∆ ≥ +

 
 

∆ − ∆ ≥   ∆ ∆   

≤


 
 
 

−


 

( ) ( )1

22
3 4 5 12 ,1 2

nn s M M Mεε ε+ −

                (9) 

其中 5 0M > 。从条件 C1 可以知道 1
K j
i k kp=Σ ∆ 有界，并假设 1 5

K j
i k kp M=Σ ∆ ≤ 。 

因此(7)简化为 

( ) ( ) ( )
( )

0 1

1 1

2 22
0 4 3 4 5 1

2
6

ˆˆ
ˆ

1 2 1 2 1 2

3 1 2 ,

K j K j
i k k i k k

jj

n nn

n

p pP

s s M s M M M

M s

δ ε ε

ε

ε

δ ε ε

ε

= =
 Σ ∆ Σ ∆

− ≥  ∆∆ 

≤ − + − + −

≤ −

                 (10) 

其中 0 10 3 4 5
6 4min , ,

s s M M M
M M

s s
δ ε

ε ε

δ
ε ε

  =  
  

。这就完成了定理 2.1 第一部分的证明。 

进一步在条件(C2)下，证明 

( ) ( ) 2
* 6

ˆ 1 3 .1 2 n
nP M M s n M sεε⊂ ≥ − −  

根据 M̂ 的定义和条件 C2， 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

* * * *

* * *

* *

* 3 3

3 3 3

3 3

2
6

ˆ ˆ ˆmin min min min

ˆ ˆmin min 2 max

ˆ ˆ1 max 1 max

1 3 1 2 .

r r
j M j j M j j M j j M j

r r r
j M j j M j j M j j

r r
j M j j n j M j j

n
n

P M M P w c n P w w w c n

P w w c n c n P w w c n

P w w c n s P w w c n

s n M sεε

− −
∈ ∈ ∈ ∈

− − −
∈ ∈ ∈

− −
∈ ∈

⊂ = > = − ≤ −

≥ − ≤ − ≥ − ≤

= − − ≥ ≥ − − ≥

≥ − −

 

这就完成了定理 2.1 第二部分的证明。 
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3. 数值研究 

在本节中，首先通过蒙特卡罗模拟研究评估提出的 GINI 相关未来筛选(GCSIS)的有限样本性能。然

后，通过两个真实数据实例进行实证分析，以说明所提出的 GCSIS 方法的有效性。 

3.1. 模拟研究 

本文使用包括所有重要变量的最小模型大小(MMS)来衡量每种筛选方法的效果。另外，对于给定的

模型大小 [ ]logd n n= ，其中 n 为样本量， [ ]x 为 x 的整数部分。用 jT 表示包含单个重要变量 jX 的比例，

用 aM 表示包含所有重要变量的比例。所有数值研究都是使用 R 代码进行的。 
例 3.1 (超高维线性判别分析(Cui, et al.) [24])在这个例子中，本文考虑一个具有超高维预测变量的线

性判别分析问题，通过遵循 Pan，Wang 和 Li (2013) [25]中的类似设置。对于每个第 i 次的观测样本，类

别响应 iY 由两个不同的分布生成：1) 均衡的，有 K 个类别的离散均匀分布，其中 ( ) 1iP Y k K= = ，

1, ,k K= � ；2) 非均衡的，概率序列 ( ) ( ) ( )2 1 1 1 3k ip P Y k k K K= = = + − −   是一个等差数列 

1 1max 2minj p k j p kp p≤ ≤ ≤ ≤= 。例如，当 Y 是二进制时， 1 1 3p = ， 2 2 3p = 。给定 iY k= ，则通过令 i k iX u ε= +

生成第 i 个预测变量 iX ，其中平均项 ( )1, , p
k k kpu u u K= ∈� 是 p 维向量，第 k 个分量 3kku = ，而其他分量

均为零， ( )1, ,i i ipε ε ε= � 是一个 p 维误差项。这里，考虑两种情况下的误差项：1) ( )~ 0,1ij Nε ；2) ( )~ 2ij tε
分别对每个 1, ,j p= � 成立。请注意，情况 2)使每个预测变量都具有重尾，其目的是检查独立筛选方法的

稳健性。为了系统地检查 GSIS 和其他方法，考虑 2000 个预测因子和 40n = 的二元响应变量，以及每种

情况下 200n = 的 10 分类响应。即分别取 ( ) ( ), , 2,40,2000R n p = 和 ( )10,200,2000 。 
 

Table 1. Simulation results of linear discriminant analysis, R = 2 (example 3.1) 
表 1. 线性判别分析的仿真结果，R = 2 (例 3.1) 

Pr 方法 
情况(1)： ( )~ 0,1ij Nε  情况(2)： ( )~ 2ij tε  

MMS 1T  2T  aM  MMS 1T  2T  aM  

均衡 

SIS 2.0 (0.0) 1.00 1.00 1.00 2.4 (9.8) 0.80 0.90 0.78 

SIRS 2.0 (0.0) 1.00 1.00 1.00 8.5 (23.2) 0.69 0.72 0.50 

DC-SIS 2.0 (0.0) 1.00 1.00 1.00 2.0 (0.0) 0.99 0.98 0.97 

KF 2.0 (0.0) 1.00 1.00 1.00 2.0 (0.0) 0.99 0.99 0.98 

PSIS 2.0 (0.0) 1.00 1.00 1.00 2.5 (9.3) 0.80 0.85 0.75 

MV-SIS 2.0 (0.0) 1.00 1.00 1.00 2.0 (0.0) 1.00 0.99 0.99 

GCSIS 2.0 (0.0) 1.00 1.00 1.00 2.0 (0.0) 1.00 0.99 0.99 

非均衡 

SIS 2.0 (0.0) 1.00 1.00 1.00 5.5 (49.0) 0.75 0.75 0.60 

SIRS 2.0 (0.0) 1.00 0.99 0.99 17.5 (125.3) 0.70 0.64 0.45 

DC-SIS 2.0 (0.0) 1.00 1.00 1.00 2.0 (0.0) 0.95 0.096 0.90 

KF 2.0 (0.0) 1.00 1.00 1.00 2.0 (0.0) 0.96 0.98 0.95 

PSIS 2.0 (0.0) 1.00 1.00 1.00 6.0 (49.0) 0.75 0.75 0.56 

MV-SIS 2.0 (0.0) 1.00 1.00 1.00 2.0 (0.0) 0.96 0.99 0.95 

GCSIS 2.0 (0.0) 1.00 1.00 1.00 2.0 (0.0) 0.98 0.99 0.97 
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Table 2. Simulation results of linear discriminant analysis, R = 10 (example 3.1) 
表 2. 线性判别分析的仿真结果，R = 10 (例 3.1) 

方法 MMS 1T  2T  3T  4T  5T  6T  7T  8T  9T  10T  aM  

 均衡概率和情况(1)： ( )~ 0,1ij Nε  

DC-SIS 10.0 (0.0) 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.99 0.99 

PSIS 10.0 (0.0) 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 

MV-SIS 10.0 (0.0) 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 

GCSIS 10.0 (0.0) 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 

 均衡概率和情况(2)： ( )~ 2ij tε  

DC-SIS 16.0 (22.5) 0.85 0.96 0.98 0.98 0.97 0.98 0.99 0.99 0.99 0.98 0.75 

PSIS 371.2 (570.3) 0.74 0.75 0.76 0.74 0.75 0.75 0.73 0.76 0.76 0.80 0.06 

MV-SIS 11.3 (4.0) 1.00 1.00 1.00 0.99 0.99 1.00 1.00 0.99 0.99 0.99 0.95 

GCSIS 10.5 (3.5) 1.00 1.00 1.00 0.99 0.99 1.00 1.00 0.99 0.99 0.99 0.97 

 非均衡概率和情况(1)： ( )~ 0,1ij Nε  

DC-SIS 13.2 (15.0) 0.85 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 0.85 

PSIS 10.0 (0.0) 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 

MV-SIS 10.0 (0.0) 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 

GCSIS 10.0 (0.0) 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 

 非均衡概率和情况(2)： ( )~ 2ij tε  

DC-SIS 130.1 (248.8) 0.35 0.91 0.93 0.93 0.97 1.00 0.99 1.00 1.00 1.00 0.23 

PSIS 350.5 (446.7) 0.68 0.66 0.56 0.58 0.64 0.63 0.62 0.60 0.73 0.62 0.07 

MV-SIS 13.0 (10.0) 0.94 0.98 0.98 0.98 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 0.81 

GCSIS 12.3 (10.2) 0.95 0.98 0.98 0.98 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 0.85 

 
首先，比较了 GSIS 与 MV-SIS (Cui, et al., 2015) [24]、SIS (Fan 和 Lv, 2008) [1]、SIRS (Zhu, et al., 2011) 

[26]、DC-SIS (Li, Zhong 和 Zhu, 2012) [8]、Kolmogorov Filter (Mai 和 Zou 等, 2015) [9]和 PSIS (Pan, Wang
和Li, 2013) [25]在二元响应变量的性能，其中X1和X2是重要变量。表1总结了在给定模型大小 [ ]logd n n=

下，每种方法基于 500 次模拟的 MMS 的中位数及其相关的标准偏差的稳健估计(RSD = IQR/1.34)，括号

中的为 jT ， 1,2,j T= 。 
接下来，考虑 10 个类别的响应，其中 1 2 10, , ,X X X� 是重要变量。注意到，响应变量 Y 是一个名义数

字，这使得 SIS、SIRS 和 Kolmogorov Filter 不适用。为了使 DC-SIS 适用于该问题，将 10 个分类响应转

换为 9 个虚拟二元变量，定义为一个新的多重响应变量。注意到，Li，Zhong 和 Zhu (2012) [8]认为 DC-SIS
可以用于多重响应。Pan, Wang 和 Li (2013) [25]提出了一种成对确定独立筛选(PSIS)来处理分类反应。PSIS
每次对每一对类 ( )2,jr r 使用 1 2r j r ju u− 作为预测变量 jX 的边际信号，其中 rju 表示 ijX 对于 { }: ri i Y r∈ = 的

样本平均值。表 2 总结了在给定模型大小 [ ]logd n n= 下，基于 500 次模拟的 MMS 的中位数及其相关的
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稳健标准偏差(括号中为 1,2, ,10j = � )。 
表 1 和表 2 都表明，在线性判别分析中，本文提出的 GCSIS 在变量筛选方面优于其他比较方法。当

误差项是重尾的并且响应类别的数量增加时，GCSIS 的最小模型大小(MMS)要小得多，并且与其他独立

筛选相比，GCSIS 在所选模型中包含所有重要变量的概率要高得多。因此，GCSIS 的鲁棒性是一个重要

的特征，使得它在实践中更有用。当误差项为正态时，GCSIS 的估计和预测性能与 PSIS 非常接近。然而，

当误差偏离正态分布时，PSIS 会恶化，而 GCSIS 仍然表现良好。 
例 3.2 为了模拟等位基因频率相等的 SNP，本文用 ijZ 表示第 j 个 SNP 对第 i 个受试者的优势效应，

并以如下方式生成：如果 1ijX q< ， 1ijZ = ；如果 1 3ijq X q< < ， 0ijZ = ；如果 3ijX q> ， 1ijZ = − ，其中

( ) ( )1 1, , , ~ 0,i i i ipX X X X N= Σ� ，
i j

ijρ −Σ = 其中 ( ) , 1, , ; 1, ,ij p p
i n j pρ

×
= =� � 。 1q 和 3q 分别是标准正态分布

的第一个和第三个四分位数。然后，通过以下方式生成响应变量(某些特征或疾病)： 

1 1 2 2 3 10 4 20 5 1002 2 2 ,Y Z Z Z Z Zβ β β β β ε= + + + − +  

其中 ( ) ( )1 U
j a Zβ = − + ， 1, ,5j = � ，其中 2log na

n
 

=  
 

， ( )~ 0.4U Bernoulli 且 ( )~ 0,1Z N ，误差项 ε 在

( )0,1N 或 ( )1t 之后。 

 
Table 3. Simulation results for example 3.2 
表 3. 例 3.2 的模拟结果 

ε  方法 MMS 1T  2T  10T  20T  100T  aM  

( )0,1N  

SIS 1120.0 (834.1) 0.96 0.97 1.00 0.99 0.02 0.02 

DCSIS 10.0 (40.3) 0.94 0.95 1.00 0.99 0.80 0.73 

SIRS 1317 (907.3) 0.96 0.95 1.0 0.98 0.03 0.02 

RRCS 1102.0 (810.3) 0.96 0.94 0.99 0.98 0.03 0.03 

MV-SIS 8.0 (35.2) 0.96 0.94 0.99 0.98 0.89 0.78 

GCSIS 8.6 (31.5) 0.96 0.95 0.99 0.98 0.90 0.82 

( )1t  

SIS 1430.0 (550.1) 0.30 0.35 0.42 0.42 0.02 0.00 

DCSIS 125.0 (290.3) 0.78 0.76 0.94 0.91 0.53 0.33 

SIRS 1126.0 (625.1) 0.86 0.84 0.96 0.96 0.02 0.01 

RRCS 1024.0 (730.1) 0.87 0.84 0.98 0.96 0.02 0.01 

MV-SIS 46.2 (141.3) 0.79 0.79 0.94 0.94 0.79 0.47 

GCSIS 38.6 (180.3) 0.80 0.80 0.92 0.92 0.80 0.50 

 
有 5 个有效的 SNP，分别是 1 2 10 20, , ,Z Z Z Z 和 100Z 。前 4 个活性 SNP 与响应 Y 呈线性相关，而 SNP 100Z

与 Y 呈非线性相关。有趣的是，显性效应的绝对值 100Z 是遗传学中对应的加成效应。在这里，考虑 5 种

不同的独立筛选方法：MV-SIS、SIS、DC-SIS、SIRS、RRCS (Li et al., 2012 [8])和 GCSIS，并设置 200n =
和 2000p = ，每个实验重复 500 次。在表 3 中总结了 ( )logd n n=   的模拟结果。 

由表 3 可知，当误差服从正态分布时，由于与响应呈线性相关关系，5 种独立筛选都能有效地筛选
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出前 4 个活性 SNP。然而，只有 DC-SIS、MV-SIS 和 GCSIS 可以选择对 Y 有非线性贡献的 100Z 。当误差

由很大程度上是重尾的 ( )1t 产生时，所有独立筛选方法的表现都不如以前。然而，GCSIS 的性能仍然是

最好的。由此，可以得出 GCSIS 可以有效地选择与响应变量线性或非线性相关的活性分类 SNP。 
例 3.3 (非参数可加模型)根据 Meier，Geer 和 Buhlmann (2009) [27]，本文定义了以下四个函数 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 3 4sin 2 , 12 25, , e 2 5sinh 5 2 .xf x x f x x f x x f x −= − = − = = −  

然后考虑以下加性模型： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3 4 43 1.5 ,Y f X f X f X f X ε= + + + +  

其中预测变量独立于 [ ]2.5,2.5U − 生成。为了检验每种独立筛选方法的鲁棒性，本文考虑误差项 

( )1, , nε ε ε= � 的两种情况：1) ( )~ 0,1i Nε ；2) ( )~ 1i tε , 1,2, ,i n= � 。设 n = 200，p = 2000，每个错误

情况下每个实验重复 500 次。在我们的模拟中，使用第一、第二和第三、四分位数作为 GSIS 的节，将每

个预测器离散为一个 4 分类变量。表 4 中报告了给定模型尺寸 ( )logd n n=   的模拟结果。 
表 4 表明，GCSIS 在离散化每个预测因子后表现非常好。虽然 DCSIS 可能会检测到非线性，但它偶

尔会遗漏 1X 和 2X 。可能的原因是 Y 与前两个预测因子之间的距离相关性相对较弱。另一方面，GCSIS
仍然可以有效地选择主动预测因子，这再次显示了它的鲁棒性。 

 
Table 4. Simulation results for example 3.3 
表 4. 例 3.3 的模拟结果 

ε  方法 MMS 1T  2T  3T  4T  aM  

( )0,1N  

SIS 1203.5 (721.5) 0.16 0.02 1.00 1.00 0.00 

DCSIS 50.5 (56.2) 0.47 0.79 1.00 1.00 0.35 

SIRS 1221.0 (670.3) 0.16 0.01 1.00 1.00 0.90 

RRCS 1143.0 (682.1) 0.17 0.03 1.00 1.00 0.00 

MV-SIS 4.0 (1.5) 0.99 0.95 1.00 1.00 0.95 

GCSIS 4.0 (1.8) 0.99 0.96 1.00 1.00 0.96 

( )1t  

SIS 1510.3 (540.2) 0.04 0.01 0.44 0.51 0.00 

DCSIS 205.5 (265.3) 0.20 0.33 0.96 0.96 0.13 

SIRS 1223.5 (658.3) 0.12 0.01 1.00 1.00 0.00 

RRCS 1230.5 (690.1) 0.14 0.01 0.99 1.00 0.00 

MV-SIS 11.0 (25.2) 0.93 0.82 0.99 1.00 0.75 

GCSIS 10.5 (23.5) 0.94 0.82 0.99 1.00 0.78 

3.2. 真实数据示例 

3.2.1. 肺癌数据 
Gordon 等人(2002) [28]和 Fan 和 Fan (2008) [29]先前对肺癌数据进行了分析，以区分肺恶性胸膜间皮

瘤(MPM)和肺腺癌(ADCA)。共有来自两类的 12。533 个基因和 181 个组织样本：MPM 类 31 个，ADCA
类 150 个。训练数据集包含 32 个样本(16 个 MPM 和 16 个 ADCA)，而剩下的 149 个样本(15 个 MPM 和
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134 个 ADCA)用于测试。 
首先将数据标准化为零均值和单位方差。Fan 和 Fan (2008) [29]表明，他们的特征退火独立规则(FAIR)

选择了 31 个重要基因，没有产生训练误差和 7 个测试误差，而 Tibshiran 等(2002) [30]提出的最近萎缩质

心(NSC)方法选择了 26 个基因，没有产生训练误差和 11 个测试误差。然后，考虑 MV-SIS，DC-SIS，PSIS
和我们的 GCSIS 方法(用 GCSIS1 表示)，使用 LDA 来解决这个超高维分类问题。注意到 FAIR 在 t 检验

筛选后使用了对角线性判别分析(LDA)。为了进行公平的比较，还增加了一个将 t 检验筛选与 LDA 相结

合的方法，用 FAIR*表示，MV-SIS 后接 LDA (即 MV-SIS1)，MV-SIS 后接 SDA (即 MV-SIS2)。本例还

采用了Witten和Tibshirani (2011) [31]提出的惩罚LDA方法(用PenLDA表示)和Clemmensen等(2011) [32]
提出的稀疏判别分析(用 SDA 表示进行比较)。此外，本文将 GCSIS 与 SDA 结合起来，认为这种两阶段

方法是另一种潜在的方法，用 GCSIS2 表示。 
为了评估预测性能，将所有 181 个组织样本随机划分为两部分：包括 100 个样本的训练集和其余 81

个样本的测试集。将上述过程应用于训练数据，并通过训练集和测试集的分类误差来评估它们的性能。

为了公平的比较，本文使用相同的 BIC 标准为所有方法选择最佳的模型大小。重复实验 100 次，表 5 中

总结了训练和测试分类误差与被选基因数的均值及其相关标准差(括号内)。结果表示，GCSIS1 表现相当

好，平均使用 12 个左右的基因，训练和测试误差都很小。其中，SDA 方法对训练样本分类效果较好，

测试错误率较小。然而，SDA 倾向于选择相当多的基因，因此可能会失去一些模型的可解释性。值得注

意的是，GCSIS2 可以用更少的基因数量实现最小的测试错误率。这进一步证明了将 GCSIS 与 SDA 相结

合的两阶段方法的优点。 
 

Table 5. Performance evaluation of Lung Cancer Data 
表 5. 肺癌数据的性能评估 

方法 训练误差(%) 测试误差(%) 被选基因数 

NSC 0.87 (0.90) 1.86 (1.93) 17.56 (12.10) 

FAIR 3.05 (1.4) 3.52 (2.01) 13.72 (7.40) 

PenLDA 0.88 (0.92) 1.95 (1.97) 18.95 (18.14) 

SDA 0.00 (0.00) 1.42 (1.21) 39.83 (2.85) 

PSIS 0.06 (0.24) 2.14 (1.57) 24.69 (6.85) 

DCSIS 0.08 (0.27) 2.63 (2.30) 15.54 (12.53) 

MVSIS1 0.15 (0.44) 1.77 (1.91) 11.99 (9.53) 

MVSIS2 0.16 (0.43) 2.20 (1.89) 12.42 (9.20) 

GCSIS1 0.19 (0.41) 1.61 (1.70) 11.70 (8.35) 

GCSIS2 0.18 (0.42) 1.32 (1.50) 11.54 (7.21) 

3.2.2. 肺癌数据 
该人类肺癌数据是通过 mRNA 表达谱分析的(Bhattacharjee, et al., 2001) [33]。203 例快速冷冻肺肿瘤

和正常肺的 mRNA 表达量为 12,600 个。203 个标本被分为 5 个亚类：肺腺癌(ADEN) 139 个，鳞状细胞

肺癌(SQUA) 21 个，小细胞肺癌(SCLC) 6 个，肺类癌(COID) 20 个，其余 17 个正常肺样本(normal)。在分
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类之前，首先将数据标准化到零均值和单位方差。为了评估所提出方法的预测性能，随机从每个子类中

选择大约100 %τ 的观测值作为训练样本，其余 ( )100 1 %τ− 的观测值作为测试样本，其中 ( )0,1τ ∈ 。 
注意到，前面提到的 NSC 和 FAIR 仅针对二元分类问题提出，因此它们不适用于这种多类判别分析。

将带有 LDA 的 psi、DC-SIS、MV-SIS 和 GCSIS 应用于训练集，并通过测试样本对其性能进行评价。对

于 DC-SIS、MV-SIS (表示为 MV-SIS1)和 GCSIS (表示为 GSIS1)，采用 LDA 方法，采用留一交叉验证方

法为训练数据选择最优模型大小。此外，还考虑了惩罚 LDA (PenLDA)，MV-SIS，然后 SDA (MV-SIS2)
和 GCSIS (GCSIS2)进行比较，并使用 10 折叠交叉验证而不是留一交叉验证来选择最佳模型大小，以减

少计算时间。虽然 SDA 可以直接应用于给定模型尺寸的多类判别分析，但对于多类超高维数据，为 SDA
寻找最佳模型尺寸的计算成本非常高。因此，使用 GCSIS 降维，然后使用 SDA (即 GSIS2)，而不是在示

例中单独使用 SDA。 
接下来，本文选择的值为： 0.9,0.8τ = ，分别重复实验 100 次。根据前面的示例(第 3.2.1 节)，训练

和测试分类误差的方法以及所选基因的相应数量及其相关的标准差(在表 6 中报告了括号内的数据)。可以

清楚地观察到，虽然所有方法在肿瘤分类中都表现得相当好，但在训练和测试分类误差以及选择基因的

数量方面，LDA 或 SDA 的 GCSIS 方法都明显优于其他方法。具体来说，就是 GCSIS+SDA(即 GSIS2)
方法利用少量顶级基因实现最佳性能。此外，可以发现 GCSIS 选择的顶级基因不是正态分布的，并且存

在潜在的异常值。这一观察结果解释了为什么其他方法的性能相对较差，并证实了所提出的 GCSIS 的鲁

棒性特征。该实例进一步证明了将 GCSIS 方法与判别分析相结合的两阶段方法在实际中更有利于超高维

数据的处理。 
 

Table 6. Performance evaluation of Lung Cancer Data 
表 6. 肺癌数据的性能评价 

τ  方法 训练误差(%) 测试误差(%) 被选基因数 

0.9 

PenLDA 21.88 (2.24) 21.71 (3.87) 25.76 (21.04) 

PSIS 3.54 (0.79) 9.43 (5.65) 107.54 (15.71) 

DC-SIS 6.85 (1.35) 11.81 (6.40) 32.08 (3.85) 

MVSIS1 3.65 (1.15) 7.62 (5.09) 31.76 (10.24) 

MVSIS2 3.60 (1.15) 7.70 (4.91) 31.90 (10.10) 

GCSIS1 3.52 (1.13) 7.64 (5.01) 28.43 (9.86) 

GCSIS2 3.31 (1.10) 7.32 (4.91) 20.71 (80.23) 

0.8 

PenLDA 22.12 (2.10) 22.40 (4.37) 25.04 (21.81) 

PSIS 3.08 (1.11) 7.90 (3.89) 101.88 (15.72) 

DC-SIS 6.33 (2.16) 13.15 (5.32) 32.18 (5.38) 

MVSIS1 3.74 (2.09) 6.70 (4.24) 27.20 (9.11) 

MVSIS2 3.80 (1.99) 6.65 (4.40) 26.54 (9.04) 

GCSIS1 3.61 (2.12) 6.45 (4.31) 25.94 (8.78) 

GCSIS2 3.23 (2.53) 6.2 (4.10) 25.30 (8.21) 
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4. 结论与展望 

本文提出了一种新的基于 GINI 相关系数的超高维判别分析方法，创新性地提出了 GINI 相关特征筛

选策略。此方法不仅在重尾分布和潜在异常值存在的场景下展现出良好的稳健性，更值得一提的是，它

没有特定的模型限制，因此可以灵活应用于各种参数和非参数模型。此外，对于非正态分布的数据，该

方法同样能够准确识别出关键变量，这在实际应用中具有重要意义。然而，该方法也有其局限性。在处

理固定线性模型时，其效果可能不如确定独立筛选(SIS)方法。未来，我们将致力于进一步优化这一方法，

以使其在更多场景下都能达到理想的效果。 
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