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摘  要 

1970年，Harary提出了图的线性荫度概念，它指的是把图G的边集分解成边不交的线性森林的最少数目。

线性森林是指每个连通分支都是路的森林。本文通过对路和完全图的笛卡尔积图、直积图进行边分解，

证明了路和完全图的笛卡尔积图、直积图符合线性荫度猜想，进而证明了路和完全图的乘积图满足线性

荫度猜想。 
 
关键词 

线性荫度猜想，乘积图，笛卡尔积图，直积图 

 
 

The Linear Arboricity of the Product of Path 
and Complete Graph 

Simeng Yi 
School of Mathematical Science, Zhejiang Normal University, Jinhua Zhejiang 
 
Received: Mar. 19th, 2024; accepted: Apr. 18th, 2024; published: Apr. 25th, 2024 

 
 

 
Abstract 
In 1970, Haray proposed the concept of linear arboricity of a graph, which refers to decomposing 
the edge set of graph G into the minimum number of linear forests with non intersecting edges. A 
linear forest is a forest where each connected component is a path. This article proves that the 
Cartesian product graph and direct product graph of a path and a complete graph satisfy the linear 
arboricity conjecture by performing edge decomposition on them. Furthermore, it proves that the 
strong product graph of a path and a complete graph satisfies the linear arboricity conjecture. 
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1. 引言 

本文主要研究简单图。用 Δ(G)表示图 G 的最大度。线性森林是指每个连通分支都是路的森林。1970
年，Harary [1]提出了图的线性荫度概念，它指的是把图 G 的边集分解成边不交的线性森林的最少数目， 

记为 ( )la G 。1980 年，Akiyama，Exoo，Harary [2]提出了猜想：对于 Δ-正则图 G， ( ) ( ) 1
2

G
la G

∆ + 
=  
 

。

故上述猜想等价于：对于 Δ-正则图 G，
( ) ( ) ( ) 1
2 2
G G

la G
∆ ∆ +   

≤ ≤   
   

，即现在著名的线性荫度猜想(LAC)。 

线性荫度猜想(LAC)：
( ) ( ) ( ) 1
2 2
G G

la G
∆ ∆ +   

≤ ≤   
   

。 

1980 年，Akiyama，Exoo，Harary 等[2]证明了 3-正则图 G 符合线性荫度猜想，即 ( ) 2la G = ：同时 

也证明了树 T 和完全图 mk 符合线性荫度猜想，有 ( ) ( )
2
T

la T
∆ 

=  
 

， ( )
2m
mla k  =   

。随着越来越多的学者 

对线性荫度猜想的研究，更多的图类被研究证得满足线性荫度猜想。在文献[3]中证明了对于 5、6、8-正
则图 G，线性荫度猜想成立。即：如果图 G 是 5-正则图，则 ( ) 3la G = ；图 G 是 6-正则图，则 ( ) 4la G = ；

图 G 是 8-正则图，则 ( ) 5la G = 。在文献[4]中证明了 10-正则简单图符合线性荫度猜想，有 ( ) 6la G = 。同

时还得出了如果 2 1r + -正则图满足线性荫度猜想，则 2 2r + -正则图、2 4r + -正则图、2 6r + -正则图全部

满足线性荫度猜想。在文献[5]中证明了 ( ) 9G∆ ≥ 的平面图 G 符合线性荫度猜想。文献[6]证明了 ( ) 7G∆ =

的平面图符合线性荫度猜想，即 ( ) 4la G = 。针对线性荫度猜想还有许多学者把这个猜想应用到其他的有

限制的特殊图类上，得到该特殊图类也会满足线性荫度猜想。例如对有最大度限制的环面图[7]，IC-平面

图[8]和 NIC-平面图[9]，线性荫度猜想成立。对有最大度限制且不含特定圈长或弦长的平面图，线性荫度

猜想成立。虽然关于线性荫度猜想已有许多结论，至今为止，该猜想还没有完全被证明，且针对不同的

图类，采用了不同的方法。本文主要研究了路与完全图的乘积结构，从而证明了路与完全图的乘积图满

足线性荫度猜想，丰富了该猜想的研究成果。 
下面给出笛卡尔积图、直积图、乘积图的相关定义。 
定义 1：图 G 和图 H 的笛卡尔积图G H ，顶点集合为 ( ) ( )V G V H× 。若 ( ),i sx y 和 ( ),j tx y 有边相连，

则满足： i jx x= 且 ( )s ty y E H∈ ，或则
js ty y= 且 ( )i jx x E G∈ 。 

定义 2：图 G 和图 H 的直积图G H× ，顶点集合为 ( ) ( )V G V H× 。若 ( ),i sx y 和 ( ),j tx y 有边相连，则

满足： ( )i jx x E G∈ 且 ( )s ty y E H∈ 。 
定义 3：图 G 和图 H 的乘积图G H ，顶点集合为 ( ) ( )V G V H× 。若 ( ),i sx y 和 ( ),j tx y 有边相连，

则满足： 
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i jx x= 且 ( )s ty y E H∈ ，或则
js ty y= 且 ( )i jx x E G∈ ，或则 ( )i jx x E G∈ 且 ( )s ty y E H∈ 。 

本文借助于 Akiyama，Exoo，Harary 对完全图的证明，通过对路和完全图的乘积结构进行分析，证

明了路和完全图的笛卡尔积图和直积图均满足线性荫度猜想，从而证明了路和完全图的乘积图也满足线

性荫度猜想。得到下面定理： 

定理 1：路 nP 与完全图 mK 的乘积图 n mP K ，则 ( ) ( )
2

n m
n m

P K
la P K

 ∆
=  
 


 。 

2. 主要证明及结论 

引理 1：对于完全图 mk ， ( )
2m
mla k  =   

。 

引理 2：对于路 nP 与完全图 mK 的直积图 m nK P× ， ( ) ( )
2

m n
m n

P
K Pa

K
l

 ∆ ×
= 


× 

。 

证明：令 ( ) { }1 2, , ,n nV P u u u=  ， ( ) { }1 2, , ,m mV K v v v=  ， ( ) ( ){ }, | 1,2, , ; 1,2, ,m n i jV K P v u i m j n= = =×   。

根据直积图的定义可知：集合 ( ){ }, | 1,2, , ; 1,i jv u i m j n= = 中的每个点在直积图 m nK P× 中度数为 1m − ， 

集合 ( ){ }, | 1,2, , ; 2,3, , 1i jv u i m j n= = −  中的每个点在直积图 m nK P× 中度数为 ( )2 1m − 。不难得知： 

( ) ( )2 1m nK P m∆ =× − ，而
( ) ( )2 1

1
2 2
m nK P m

m
 ∆ × − 

= = −   
  

。故如果能把集合 

( ){ }, | 1,2, , ; 2,3, , 1i jv u i m j n= = −  中的点放入 1m − 个线性森林且均是路的中间点，集合 

( ){ }, | 1,2, , ; 1,i jv u i m j n= = 中的点放入 1m − 个线性森林且均是路的端点，那么就可以把直积图 m nK P×
的边集分解成了 1m − 个边不交的线性森林。下面分成两种情况讨论： 

情况 1：当 n 是偶数时： 

令 ( )( ){ } ( )( ){ }1 1 1 1 11,2, , 1
, , , ,i j i j i j i m ji m i m

LF v u v u v u v u+ + − + += − =
   ′=    



 

，j 为奇数； 

令 ( )( ){ } ( )( ){ }1 1 1 1 11,2, , 1
, , , ,i j i j i j i m ji m i m

LF v u v u v u v u+ − − + −= − =
   ′′=    



 

，j 为奇数； 

令 1 1 1LF LF LF′ ′′=  ，j 为奇数； 
不 难 可 知 ： 1LF 是 线 性 森 林 ， 共 有 m 个 连 通 分 支 且 每 个 连 通 分 支 都 同 构 于 nP ，

( ){ }, | 1,2, , ; 1,i jv u i m j n= = 中的每个点在 1LF 中度数为 1， ( ){ }, | 1,2, , ; 2,3, , 1i jv u i m j n= = −  中的每个

点在 1LF 中度数为 2。 

令 ( )( ){ } ( )( ){ }2 2 1 2 11,2, , 2 1,
, , , ,i j i j i j i m ji m i m m

LF v u v u v u v u+ + − + += − = −
   ′ =    



 

，j 为奇数； 

令 ( )( ){ } ( )( ){ }2 2 1 2 11,2, , 2 1,
, , , ,i j i j i j i m ji m i m m

LF v u v u v u v u+ + − + += − = −
   ′′=    



 

，j 为奇数； 

令 2 2 2LF LF LF′ ′′=  ，j 为奇数。 
不难可知： 2LF 是线性森林，共有 m 个连通分支且每个连通分支都同构于 nP ， 

( ){ }, | 1,2, , ; 1,i jv u i m j n= = 中的每个点在 2LF 中度数为 1， ( ){ }, | 1,2, , ; 2,3, , 1i jv u i m j n= = −  中的每个

点在 2LF 中度数为 2。 
以此类推： 

令 ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 11,2, , 1, 2, ,
, , , , , ,s i j i s j i j i m s ji m s i m s m s m

LF v u v u v u v u+ + − + += − = − + − +
   ′ =     



 

，j 为奇数； 

令 ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 11,2, , 1, 2, ,
, , , , , ,s i j i s j i j i m s ji m s i m s m s m

LF v u v u v u v u+ + − + += − = − + − +
   ′′=     



 

，j 为奇数； 
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令 s s sLF LF LF′ ′′=  ，j 为奇数， { }1,2, , 1s m∈ − 。 
不难可知： sLF 是线性森林，共有 m 个连通分支且每个连通分支都同构于 nP ， 

( ){ }, | 1,2, , ; 1,i jv u i m j n= = 中的每个点在 sLF 中度数为 1， ( ){ }, | 1,2, , ; 2,3, , 1i jv u i m j n= = −  中的每个

点在 sLF 中度数为 2。 
至此， m nK P× 的边集被分解成了 1m − 个边不交的线性森林，根据 m nK P× 的结构特点有： 

( ) ( )2 1m nK P m∆ =× − ，而
( ) ( )2 1

1
2 2
m nK P m

m
 ∆ × − 

= = −   
  

，故 ( ) 1n mla P K m= −× 。当 n 是奇数时类似 n 

是偶数，不同在于 , ,s s sLF LF LF′ ′′ 中的 j 取为偶数， { }1,2, , 1s m∈ − 。 

综上所述： ( ) ( )
2

m n
m n

K P
la K P

 ∆ ×
= 


× 

。 

下面以 4 3P K× 为例说明： 

( )( ){ } ( )( ){ } ( )( ){ } ( )( ){ }
( )( ){ } ( )( ){ }

1 1 1 2 2 1 3 2 4 2 1 3 2 2 3 3 4

3 1 1 2 3 3 1 4

, , , , , , , ,

, , , ,,

LF v u v u v u v u v u v u v u v u

v u v u v u v u

′=   

 

 

( )( ){ } ( )( ){ } ( )( ){ }1 1 3 2 2 2 3 3 2 1 2 3 3 1 1 1, , , , , , ,LF v u v u v u v u v u v u LF LF LF′′ ′ ′′= =   

( )( ){ } ( )( ){ } ( )( ){ } ( )( ){ }
( )( ){ } ( )( ){ }

2 1 1 3 2 1 3 3 4 2 1 1 2 3 1 2 2

2 3 1 4 3 3 2 4

, , , , , , , ,

, , , ,,

LF v u v u v u v u v u v u v u v u

v u v u v u v u

′ =   

 

 

( )( ){ } ( )( ){ } ( )( ){ }2 2 3 1 2 3 3 2 2 1 3 3 2 2 2 2, , , , , , ,LF v u v u v u v u v u v u LF LF LF′′ ′ ′′= =   

引理 3：对于路 nP 与完全图 mK 的笛卡尔积图 m nK P ， ( ) ( )
2

m n
m n

K P
la K P

 ∆
=  
 


 。 

证明：令 ( ) { }1 2, , ,n nV P u u u=  ， ( ) { }1 2, , ,m mV K v v v=  ， 

( ) ( ){ }, | 1,2, , ; 1,2, ,m n i jV K P v u i m j n= = =  。根据笛卡尔积图的定义可知： 

( ) ( ){ }1,2, ,
,m n i ji m

K P v u
=

 
 



 同构于 mK ， ( ) ( ){ }1,2, ,
,n m s tt n

P K v u
=

 
 



 同构于 nP ，且 

( ) ( ) ( ){ }( ) ( ) ( ){ }( )1,2, , 1,2, ,
, ,m n m n i j m n s ti m i n

E K P E K P v u E K P v u
= =

   =    



 

   。而根据引理 1，有下 

面推论 1 和推论 2： 
推论 1：完全图 mK 中的任意一点是且仅是一个线性森林的端点。当 m 为偶数时。 
证明：利用反证法。假设 mK 中存在一个点 x，如果该点是全部线性森林的中间点，则 

( ) 2 2
2 2
m md x m = × = × =  

与 ( ) 1mk m∆ = − 矛盾；如果该点是 ε 个线性森林的端点，其中 2ε ≥ ，则

( ) 2
2
md x mε ε ε = × − + = − 

 
与 ( ) 1mk m∆ = − 矛盾。故任意一点是且仅是一个线性森林的端点。 

推论 2：完全图 mK 中的任意一点要么在一个线性森林中是孤立点且在剩余的线性森林中全为中间点；

要么在两个线性森林中是端点且在剩余的线性森林中全为中间点。当 m 为奇数时。 
证明：利用反证法。假设 mK 中存在一个点 x，如果该点是全部线性森林的中间点，则 

( ) 12 2 1
2 2
m md x m+ = × = × = +  

，与 ( ) 1mk m∆ = − 矛盾；如果该点时 ε 个线性森林的孤立点且在剩余的线

性森林全是中间点，其中 2ε ≥ ，则 ( ) 12 2 1
2 2
m md x mε ε ε  +   = × − = × − = + −        

与 ( ) 1mk m∆ = − 矛盾；
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故该点可以在一个线性森林中是孤立点且在剩余的线性森林中全为中间点。如果该点是 1 个线性森林的

端点，则 ( ) 12 1 1 2 1 1 1
2 2
m md x m  +   = × − + = × − + = +        

，与 ( ) 1mk m∆ = − 矛盾；如果该点是 ε 个线性森

林的端点，其中 3ε ≥ ，则 ( ) 12 2 1
2 2
m md x mε ε ε ε ε  +   = × − + = × − + = + −        

与 ( ) 1mk m∆ = − 矛盾；故

该点可以在两个线性森林中是端点且在剩余的线性森林中全为中间点。 
现在证明引理 2：为了证明更清楚，下面分成两种情况讨论：m 为偶数和 m 为奇数： 

当 m 为偶数时，把 mK 的分解方法应用到 ( ) ( ){ }1,2, ,
,m n i ji m

K P v u
=

 
 



 ，而 

( ) ( ){ }1,2, ,
,m n i jj n

K P v u
=

 
 



 同构于 nP ，本身就是一个线性森林，此时 m nK P 的边集被分解成了 1
2
m
+ 个

线性森林。 ( ) 1m nK P m∆ = + ，而
( ) 1 1

2 2 2
m nK P m m ∆ + = = +     


，故 ( ) ( )

2
n m

m n

P K
la K P

 ∆
=  
 


 。 

当 m 为奇数时，把 mK 的分解方法应用到 ( ) ( ){ }1,2, ,
,m n i ji m

K P v u
=

 
 



 ，设 

( ) ( ){ }1,2, ,
,m n i ji m

K P v u
=

 
 



 分解成了线性森林 1 2 1
2

, , , mLF LF LF + 。而 ( ) ( ){ }1,2, ,
,m n i jj n

K P v u
=

 
 



 同构

于 nP 。若 ( ),i nv u 在 1LF 中是孤立点，故有 ( ){ }1,2, ,
,i jj n

v u
= 



在 1LF 中均是孤立点且 

( )( ){ } ( ) ( ){ }( )1 1,2, ,
, , ,i j i j n m i jj n

v u v u E P K v u+ =
 ∈  



 ，则把 ( ) ( ){ }1,2, ,
,m n i jj n

K P v u
=

 
 



 放入 1LF 。若

( ),i nv u 在 1LF 和 2LF 中是端点，则 ( ) ( ){ }1,2, ,
,m n i ss n

K P v u
=

 
 



 这条边交替着放入 1LF 和 2LF 中，设 ( ),t nv u  
是 1LF 中 ( ),i nv u 所在连通分支的另一个端点， ( ),t nv u 在 1LF 和 jLF 中是端点。则把 

( ) ( ){ }1,2, ,
,m n i ss n

K P v u
=

 
 



 这条路交替着放入 1LF 和 2LF 中， ( ) ( ){ }1,2, ,
,m n i ss n

K P v u
=

 
 



 这条路与上 

条路相反着交替着放入 1LF 和 jLF 中。即例如： ( )( ){ }1, ,i n i nv u v u − 放入 1LF ， ( )( ){ }1, ,t n t nv u v u − 放入 jLF ； 

( )( ){ }1 2, ,i n i nv u v u− − 放入 2LF ， ( )( ){ }1 2, ,t n t nv u v u− − 放入 1LF ； ( )( ){ }2 3, ,i n i nv u v u− − 放入 1LF ， ( )( ){ }2 3, ,t n t nv u v u− −

放 入 jLF ， 不 断 进 行 上 述 操 作 ， 路 ( ) ( ){ }1,2, ,
,m n t ss n

K P v u
=

 
 



 被 分 解 到 了 1LF 和 2LF 中 ，

( ) ( ){ }1,2, ,
,m n t ss n

K P v u
=

 
 



 被分解到了 1LF 和 jLF 。针对每一条路都进行上述分析操作，可把 m nK P 的

边 集 分 解 成 了
1

2
m +

个 线 性 森 林 。 ( ) 1m nK P m∆ = + ， 而
( ) 1 1

2 2 2
m nK P m m∆ + + = = 






 
 


。 故

( ) ( )
2

m n
m n

K P
la K P

 
 
∆

 
=


 。 

定理 1：对于路 nP 与完全图 mK 的乘积图 n mP K ， ( ) ( )
2

n m
n m

P K
la P K

 ∆
=  
 


 。 

证明：根据乘积图的定义可知： ( ) ( ) ( )n m n m n mE P K E P K E P K= ×  ， 

( ) ( ) ( ) 3 1n m n m n mP K P K P K m∆ = ∆ + ∆ × = −  ， ( ) ( ) ( )n m n m n mla P K la P K la P K≤ + ×  。为了证明更清

楚，分成两种情况讨论： 

当 m 为偶数时， ( ) ( ) ( ) 31 1
2 2n m n m n m
m mla P K la P K la P K m≤ + × = + + − =  ，而 

( ) 3 1 3
2 2 2

n mP K m m ∆ − = =     


，符合线性荫度猜想。 
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当 m 为奇数时， ( ) ( ) ( ) 1 3 11
2 2n m n m n m

m mla P K la P K la P K m+ −
≤ + × = + − =  ，而 

( ) 3 1 1 3 1
2 2 2

n mP K m m ∆ − + − = =     


，符合线性荫度猜想。 

综上所述： ( ) ( )
2

n m
n m

P K
la P K

 ∆
=  
 


 ，符合线性荫度猜想。 

3. 总结 

自 1980 年图的线性荫度猜想提出之后，该猜想一直是图论中最为关注的热点话题之一，许多学者对

该猜想进行了大量的研究，得到了大量的结论。迄今为止，该猜想已在很多图类或则有限制的图类中得

到了证实，但是还没有完全被证明，并且对于不同的图类证明，应用了不同的方法。本文参考了文献[10]
中的路与树的乘积图的线性荫度，从而引发了研究路与完全图的乘积图的线性荫度猜想，丰富了该猜想

的研究结果。 
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