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摘  要 

二维连续型随机变量函数的分布是学生学习概率统计的重点内容，也是教师教学中的一个难点。本文对

我校学生关于此部分的学习过程中出现的问题进行剖析，利用自身已有的教学经验探讨了二维连续型随

机变量函数分布的两种求解方法，并从教师的教、学生的学两个方面给出了自己的教学建议。 
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Abstract 
The distribution of two-dimensional continuous random variable functions is a key content of 
probability statistics for students to learn, and it is also a difficult point in teacher teaching. This 
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article analyzes the problems that arise during the learning process of our school’s students re-
garding this part, and explores two methods for solving the distribution of two-dimensional con-
tinuous random variable functions based on our existing teaching experience. We also provide our 
own teaching suggestions from two aspects: teacher’s teaching and student’s learning. 
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1. 引言 

概率统计课程既是数学专业的核心课程，也是理工类、经管类本科专业的一门重要公共基础课程[1]。
它在很多领域有着广泛的应用，因此提高概率统计的教学质量显得极为必要。概率统计中随机变量函数

的分布是极为重要的一个内容，其中二维离散型随机变量函数的分布相对简单，而连续型的二维随机变

量函数的分布是一个学习难点。这部分理论知识较为抽象与深奥，学生对二维连续型随机变量函数分布

的概念与解法表示难以理解，学起来比较吃力，因此高校教师应积极探索此部分的教学方法以促进学生

的学习。 
问题的提出：已知 ( ),X Y 为一个二维连续型随机变量，其联合概率密度为 ( ),f x y ，设 ( ),Z g X Y= 是

X 与 Y 的函数，假定 Z 是一个连续型随机变量，则求 Z 的概率密度函数。 
一般情况下，求二维连续型随机变量函数的分布有两种常用的方法，分别是分布函数法与公式法，

下面对这两种求解办法进行讨论。 

2. 分布函数法 

由分布函数的定义可得函数 ( ),Z g X Y= 的分布函数为 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ),

, , d d ,Z g x y z
F z P Z z P g X Y z f x y x y

≤
= ≤ = ≤ = ∫∫  

进一步可以得到 Z 的密度函数 

( ) ( ) ( )d d .Zf z F z F z z′= =  

例 1 已知二维随机变量 ( ),X Y 的概率密度为 

( )
1,   0 0,   0 2 ,

,
0,   .

x y x
f x y

< < < <
= 
 其他  

求随机变量的 2Z X Y= − 概率密度函数。 
解  由分布函数的定义知 ( ) ( ) ( )

2 2
2 , d dZ x y z

F z P X Y z f x y x y
− ≤

= + ≤ = ∫∫ ，则 

(1) 当 0z ≤ ， ( ) 0ZF z = ； 
(2) 当 0 2z< < ，则有 
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(3) 当 2z ≥ ， ( ) 1ZF z = ； 
则 2Z X Y= − 的分布函数为 

( ) ( )2

0,   0,

4 ,   0 2,

1,   2.
Z

z

F z z z z

z

≤


= − < <
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故 2Z X Y= − 的密度函数为 

( ) ( )1 2 ,   0 2,

0,   .Z

z z
f z

− < <= 
 其他  

分布函数法从自身的定义出发，比较中规中矩，它是求连续型随机变量函数分布的基本方法，相对

稳妥可靠，但一般在计算二维连续型随机变量函数的分布时，所用到的积分计算比较困难与繁琐，这也

是这部分教学的难点所在。而对于一些特殊的函数，可灵活变通采用公式法进行求解。 

3. 公式法 

下面分别给出二维连续型随机变量的和、差、商、乘积的分布。 
定理 1 [2]：已知 ( ),X Y 联合密度函数为 ( ),f x y ，则 
(1) X 与 Y 的和 Z X Y= + 的概率密度函数为 

( ) ( ) ( ), d , d
X Y

Zf z f x z x x f z y y y
+∞ +∞

−∞ −∞
= − ======= −∫ ∫

由 与 的对称性

； 

特别当 X 与 Y 满足相互独立时，可得卷积公式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d dZ X Y X Yf z f x f z x x f z y f y y
+∞ +∞

−∞ −∞
= − = −∫ ∫ . 

(2) X 与 Y 的差 Z X Y= − 的概率密度函数为 

( ) ( ) ( ), d , d
X Y

Zf z f x x z x f z y y y
+∞ +∞

−∞ −∞
= − ======= +∫ ∫

由 与 的对称性

； 

同理当 X 与 Y 相互独立时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d dZ X Y X Yf z f x f x z x f z y f y y
+∞ +∞

−∞ −∞
= − = +∫ ∫ . 

(3) X 与 Y 的商 Z X Y= 的概率密度函数 

( ) ( )2, d , dZ
x xf z f x x f zy y y y
z z

+∞ +∞

−∞ −∞

 = = 
 ∫ ∫ ； 

特别当 X 与 Y 满足相互独立时，得 

( ) ( ) ( ) ( )2 d dZ X Y X Y
x xf z f x f x f zy f y y y
z z

+∞ +∞

−∞ −∞

 = = 
 ∫ ∫ . 

(4) X 与 Y 的乘积 =Z XY 的概率密度函数为 
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( ) 1 1, d , dZ
z zf z f x x f y y
x x y y

+∞ +∞

−∞ −∞

  = =   
   

∫ ∫ ； 

同理当 X 与 Y 满足相互独立时，有 

( ) ( ) ( )1 1d dZ X Y X Y
z zf z f x f x f f y y
x x y y

+∞ +∞

−∞ −∞

  = =   
   

∫ ∫ . 

例 2 随机变量 X 与 Y 满足相互独立，其中 X 与 Y 概率密度函数分别为 

( )
1,   0 1,
0,  .X

x
f x

≤ ≤
= 
 其他

， ( ) e ,   0,
0,      .

y

Y
y

f Y
− >= 

 其他
 

求随机变量 Z X Y= + 的分布密度函数。 

解 X 与 Y 相互独立，故由定理 1 中的卷积公式 ( ) ( ), dZf z f x z x x
+∞

−∞
= −∫ 得 

(1) 当 0z < 时， ( ) ( ) ( )0 0X Y Zf x f z x F z− = ⇒ = ； 

(2) 当 0 1z≤ < 时， ( ) ( ) ( )
0

, d e d 1 e
z z x z

Zf z f x z x x x
+∞ − − −

−∞
= − = = −∫ ∫ ； 

(3) 当 1z > 时， ( ) ( ) ( ) ( )1

0
, d e d e 1 ez x z

Zf z f x z x x x
+∞ − − −

−∞
= − = = −∫ ∫ 。 

则随机变量 Z X Y= + 的分布密度函数为 

( )
( )
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e e 1 ,    1.

−

−
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
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 − >
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z  

例 3 设 X 与 Y 分别表示两个功能不同的扫地机使用时间，若 X 与 Y 相互独立，其概率密度如下 

( ) e ,   0,
0,      .

x

X
x

f x
− >= 

 其他
， ( )

22e ,   0,
0,        .

y

Y
y
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 其他
 

则求随机变量 Z X Y= 的概率密度函数。 
解  (1) 当 0z ≤ 时， ( ) 0Zf z = ； 

(2) 当 0z > 时， ( ) ( )
( )

2
20

2, d e 2e d
2

yz z
Zf z f zy y y y y y

z
+∞ +∞ − −

−∞
= = =

+∫ ∫ ；于是 

( )
( )2

0,                0,
2 ,     0.

2
Z

z
f z z

z

≤
=  > +

 

4. 教学改革探索 

4.1. 教学现状 

概率统计中的二维连续型随机变量函数的分布是教师教学中的一个重点内容，也是学生学习中的一

大难点。笔者任教的是本校 2020级电子信息工程专业与 2021级药物分析专业两个年级的概率统计课程。

其中 2020 级电子信息工程专业总人数为 80 人，2021 级药物分析专业总人数 87 人。在教授二维连续型

随机变量函数的分布内容后对学生布置了对应的作业与进行了学习内容测验，现抽查学生学习了二维连

续型随机变量函数的分布内容后的掌握情况，即测试成绩如下。 
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Table 1. Distribution test score table for two-dimensional continuous random variable functions 
表 1. 二维连续型随机变量函数的分布测试成绩表 

分数段 90~100 (优秀) 80~89 (良好) 70~79 (中等) 60~69 (及格) 59 以下(不及格) 

2020 级人数 8 24 29 10 9 

2020 级比例 10% 30% 36.25% 12.5% 11.25% 

2021 级人数 22 32 19 9 5 

2021 级比例 25.29% 36.78% 21.84% 10.34% 5.75% 

 
从上表 1 的成绩来看，学生在学习二维连续型随机变量函数的分布这部分教学内容时所发生的接受

水平参差不齐，其中 2021 级的学生各分数段比 2020 级的比例高。2020 级的优秀率(90 分以上)较低，成

绩良好的人数占中数，而所占人数最多的分数段为 70~79 分，不及格人数有 9 人。总体而言，2020 级教

学效果不是很理想。2021 级相对 2020 级而言教学效果较好，其中能够完全掌握学习内容的人数(90 分以

上)较多，优秀率为 25.29%，大部分学生基本能掌握本次的学习内容，分数在 80~89 之间，也有个别同

学不能掌握学习内容导致不及格。课后经过了解学生的学习情况分析，得知分数较低的学生在概念理解

上比较困难导致不会做题，少部分学生能够接受但做题出错率非常高，于是总结归纳得出学生觉得二维

连续型随机变量函数的分布学习困难的原因主要有几点：第一，概念抽象，无法深度理解二维连续型随

机变量函数的分布概念；第二，不知如何选择对应的解题方法，对其分布的解题方法的步骤流程不熟练；

三是高等数学中的积分计算没掌握好，计算的基础普遍薄弱。本文针对以上问题及其原因，对求解二维

连续型随机变量函数的分布总结了以下两点经验。 

4.2. 教学改革措施 

4.2.1. 从教师的教学方法出发 
在讲授二维连续型随机变量函数分布时可采用类比教学法[3]。在教授二维连续型随机变量函数分布

前，首先复习求解一维连续型随机变量函数分布的方法，接着引入二维的情况，引导学生模仿一维时的

求解方法探索二维连续型随机变量函数分布的解法，从思想上逐步引导学生去理解与接受。在讲授完二

维连续型随机变量函数分布的概念与定理之后，应当适当举一些浅显易懂的例子，帮助学生更好地理解

与接受此部分的理论知识。而在计算二维连续型随机变量函数的分布时，需要借用到多重积分，因此在

讲解计算时先给学生复习多重积分的计算，温故知新，以便学生掌握二维连续型随机变量函数分布的求

解方法。 
启发式教学法是现代课堂常用的一种教学方法。教师在教学过程中在授课的同时应时刻关注学生的

动态，留意学生的一举一动，在关键时刻引导学生积极思考问题，对其进行启发式教学[4]。在鼓励学生

的同时注意启发引导学生自主学习和独立思考，将课本涉及的知识点由复杂简单化，由抽象具体化来激

发学生学习概率统计这门课程的兴趣与激情，加大力度提高学生的课堂学习的参与度。在教学过程中应

把握教学节奏，根据学生的接受程度，可循序渐进地引导学生理解与掌握二维连续型随机变量函数分布

的求解方法。 
另外，教师应当丰富课堂教学方法与评价方式。传统的上课方式已然不能满足学生，故教师应对教

学方式的进行改革。在教学方式上可采用板书 + 多媒体，特别在公式推导过程以及解题过程时，可采用

板书进行详细讲解，而列举实例时可以使用多媒体使其更为形象生动，也可活跃课堂氛围[5]。互联网时

代要充分利用网上资源，引入慕课、QQ、学习通、钉钉平台等学生喜欢的现代化教学，促进学生的学习。

在对学生进行评价时，适当降低期末考试成绩的权重，可根据授课目标适当增加平时成绩的比例，这样
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不仅能促使学生树立正确的学习态度，打消临时抱佛脚的想法，使其脚踏实地的学习，逐渐务实数学基

础，还能够提高评价环节的时效性，确保学生得到全面的评价与科学指导。 

4.2.2. 从学生的学习情况出发 
所谓教学，是指老师的教与学生的学，这是一个双向的过程，要想取得好成绩，单方面改变教学方

法不行，不仅要求教师在教法上下功夫，还得要求学生端正学习态度认真学。课堂不是教师一个人的课

堂，不要一言堂；课堂是教师和学生共同的课堂，要多言堂[6]。学生在学习二维连续型随机变量函数的

分布时，教师要鼓励学生多听多问，而学生也及时向教师反馈学习情况，这样教师便可根据学生的反馈

信息来适当调节课堂的讲解内容与难度。另外，课堂的学习时间非常有限，故要求学生课后可采用分组

合作的学习方式，不仅能促进彼此的交流，同学间互相督促与讨论，还能快速地提高学习效率。 

5. 小结 

概率统计课程中关于二维连续型随机变量函数的分布这部分的理论知识较为抽象，学生学起来相对

困难。本文在自己的实际教学经验之上，总结归纳了学生在学习二维连续型随机变量函数的分布时常出

现的问题及原因，并提出了自己的教学见解与策略，希望可以给高校教师探索这部分教学改革的实践途

径提供一些帮助和借鉴。 
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