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摘  要：基于谓词逻辑的归结原理是实现机器推理或自动推理的有效途径，利用它可以证明定理和提

取问题答案。分析了基于谓词逻辑的归结原理的理论基础，并论述了将基于谓词逻辑的归结原理应用

于定理证明和问题答案提取的方法及步骤。 
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1. 引言 

谓词逻辑是在命题逻辑的基础上发展而来的，通

过引入量词，它比命题逻辑能更有效地表示和求证复

杂问题。谓词逻辑采用形式化语言系统，通过一定的

推理规则和控制策略，研究前提和结论之间的蕴涵关

系。谓词逻辑具有严格的理论基础，可以保证推理过

程和结论的正确性，同时它的形式化语言接近人类的

自然语言，容易为人类所理解和接受[1]。 

经典的演绎推理系统具有证明过程自然、易于理

解、推理规则丰富、推理过程灵活等优点，但也存在

推理过程中容易产生组合爆炸、证明方法难以判定等

缺点[2,3]。Robinson[4]于 1965 年借助演绎推理反证法的

思想提出了归结原理，它是一种形式单一、处理规则

简单，可以在机器上实现的逻辑推理技术。归结原理

的提出，为人类提供了一种简单易行的方法实现定理

的证明和问题的求解，使定理证明可以在机器上机械

现实，是自动推理的重大突破[5,6]。 

本文从理论基础、求证问题的方法及步骤方面对

基于谓词逻辑的归结原理进行了研究。论文的组织结

构如下：第 2 节分析了基于谓词逻辑的归结原理的理

论基础；第 3 节讨论了将基于谓词逻辑的归结原理应

用于定理证明和问题答案提取的方法及步骤；最后对

全文进行了总结。 

2. 基于谓词逻辑的归结原理的理论基础 

2.1. 归结原理的基本思想 

根据谓词公式和其对应的子句集在不可满足的意

义下是等价的，为了证明谓词公式是不可满足的，可
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以转化为证明其对应的子句集是不满足的。Robinson

归结原理的基本思想描述如下[4]：首先将待证明问题

的结论的否定和问题的前提表示成谓词公式，然后将

这些谓词公式转化为一个相应的子句集 S，接下来按

一定的归结策略检验子句集 S 中是否含有空子句□，

若含有空子句，则表明子句集 S 是不可满足的，问题

得到证明；否则继续在子句集 S 中选择合适的子句对

进行归结，并将归结式并入子句集 S 中，直至推出空

子句或不能继续归结为止。 

Robinson 归结原理中的子句(clause)是指任何文

字的析取式，而空子句指的是不含任何文字的子句，

记为□或 NIL，子句集 S 中各子句之间是合取关系，

只要其中有一个子句是不可满足的，则整个子句集 S

就是不可满足的。因为空子句是不可满足的，所以在

归结过程中若出现空子句，则整个子句集 S 就是不可

满足的。归结原理的完备性是指子句集 S 是不可满足

的，当且仅当存在一个从 S 到空子句的归结过程。 

2.2. Skolem 函数 

引入 Skolem 函数的目的是消去谓词公式中的存

在量词。通常，谓词公式包含量词和母式两部分，在

消去存在量词时要区分下列两种情况[7]：1) 若要消去

的存在量词不位于任何一个全称量词的辖域内，则选

用一个未曾出现在母式中的新常量去替代母式中受该

存在量词约束的变量，然后删去该存在量词；2) 若要

消去的存在量词位于一个或多个全称量词的辖域内，

则选用一个未曾出现在母式中的新函数去替代母式中

受该存在量词约束的变量，而该新函数的变量就是这

些全称量词所约束的变量，然后删去该存在量词。例

如，下列谓词公式： 

          , , , ,x y z u v P x y z Q x u v         

消去存在量词后得到： 

          , , , , , ,y z P a y z Q a f y z g y z      

其中 a 为常量， ， 和x a  ,u f y z  ,v g y z 为

Skolem 函数。 

通常，把消去存在量词时用到的新常量和新函数

统称为 Skolem 函数，而把消去谓词公式中全部存在

量词后得到的谓词公式称为 Skolem 范式。由于在消

去存在量词时所用的 Skolem 函数可以不同，因此消 

去存在量词后得到的 Skolem 范式并不唯一。一般地，

一个谓词公式与其 Skolem 范式并不等值，但若一个

谓词公式是不可满足的，则其 Skolem 范式也一定是

不可满足的，即引入 Skolem 函数并不影响原谓词公

式的不可满足性。 

2.3. 置换与合一 

设 和 为两个不同的子句，1C 2C 1L 和 2L 分别为

和 中的两个文字，且

1C

2C 1L 和 2L 同属于一个谓词，不

妨设 1L 是原子，而 2L 是原子的否定。若 1L 和 2L 中存

在对应个体项不相同时，需要进行置换，解决匹配问

题，才能使得推理继续进行。称  1 1, , nt x nt x 为

有限集上的一个置换(substitution)[8],其中 

i jx x  ji  ，i j, 1, 2, ,n  , 为常量、变量或函数，it

i it x 表示用 替代 ， tit ix i ix ， i ，且不允

许 循环出现在另一个 中。例如，集合 

1, 2, , n

ix jt

    ,g a x f x y 和   b z, ,y fa x c 是两个置换，

而集合     ,g y x f x y 不是一个置换。 

置换可以进行合成运算，置换的合成也是置换。

设有置换  1 1, , n nt x t x   ，  1 1, , m mu y u y   , 

则 与  的合成(记为  )也是一个置换[9]，通过下列

方法得到：首先求出集合 

 1 1 1 1 ,y

ix

, , , m mt x t x u u y  n n

i
，然后从中删去以

下两种元素：当 t  时，删去元素 

 1,2,i it x ,ni  ；当  1 2, , ,j ny x x x  时，删去元

素  1,2, ,j ju y j  m 。例如，设置换 

  ,f y x z  y ,  , ,a x b y y z  ，则置换的合

成   ,f b x  y z 。 

置换的目的是为了合一，而合一通过置换使得 1L

和 2L 保持一致。设 1L 和 2L 存在一个置换 ，使得

1 2L L   ，则称 1, 2L L 是可合一的， 称为合一置

换(unification)。若 1, 2L L 有合一置换 ，且对 1 2,L L

的任意合一置换 都存在置换  使得   ，则称

 是 1, 2L L 的最一般(最简单)合一置换，记作 。

两个公式的合一置换未必唯一，但它的最一般合一置

换一定是唯一的。例如，置换

mgu

 ,c x b y  是

      b, ,P a x , ,a ,x ff y P 的一个合一置换，而它的

最一般合一置换为  b y  。 

2.4. 二元归结 

在合一置换的基础上可以对两个子句进行归结， 
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化为相应的子句，一般步骤如下[9]： 得到归结式。设 和 为两个不同的子句，1C 2C 1L 和 2L 分

别为 和 中的两个文字且无公共变量。若1C 2C 1L 和 2L

存在最一般合一置换 ，则称 

     12 1 2C L1L 2C C   

1C 2C

   为 和 的二元

归结式(resolvent)，而称子句 和 为归结式 的亲

本子句。文字

1C 2C

C12

1L 和 2L 称为归结式上的文字[9]。例如，

子句    P x Q

  y 

x

R f

和 的二元归结式

为 ，其中

  Q f y R


 x

  yP f  f y x  。 

1) 消去蕴涵符号 和双向蕴涵符号 。反复使

用联结词化归律，用

 

，，替代公式中的 和 。 

2) 减少否定符号的辖域。反复使用双重否定律、

摩根定律、量词转换律，将每个否定符号 移到仅靠

谓词的位置，使得每个否定符号最多只作用于一个谓

词。 



3) 变量标准化。在一个量词的辖域内，把谓词公

式中受该量词约束的变量全部用另外一个未曾出现过

的任意变量代替，使不同量词约束的变量具有不同的

名字。 

在对子句进行归结时若 1L 和 2L 具有公共变量，则

需要先对 1L 或 2L 中的变量进行换名，才能通过合一置

换对 和 进行归结。例如， 

, ， 是不可满足

的。

1C

C P

1

2C

x1    C P f x2  


 1 2,C S C

L P x 和   2L P f 

2

x 1C分别 和 中的两

个文字，若先对

2C

L 进行换名为  

4) 化为前束范式。把所有的量词依顺序全部移到

公式的前面。 

2L P f y

12C

  ，则通

过对 和 进行归结，得到空子句□，从而证明 S

是不可满足的。归结过程中得到的归结式 是其亲

本子句 和 的逻辑结论。为了证明子句集 S 是不可

满足的，只要对其中可归结的子句对进行归结，并把

归结式并入子句集 S 中，或者用归结式替代它的亲本

子句，然后将原问题转化为判定新子句集是不可满足

的。 

1C 2C

1C 2C

5) 消去存在量词。利用 Skolem 函数消去谓词公

式中的存在量词，将谓词公式化为 Skolem 范式。 

6) 消去全称量词。消去全称量词，剩下谓词公式

中的母式部分。 

7) 把母式化为合取范式。反复使用分配律把母式

化为合取范式。 

8) 消去联结词 。在母式中消去所有合取联结

词，把母式用子句的形式表示出来。 

9) 更改变量名称。有时称为变量分离标准化，对

子句中的某些变量重新命名，使得任意两个子句中不

出现相同的变量名。例如，下列谓词公式： 

2.5. 提取子句 

利用推理规则和运算法则可以将任一谓词公式转  

                    , ,x P x y P y P f x y y Q x y P y        
 
可以转化为子句：        ,P x P y P f x y   限制策略是指通过对参加归结的子句进行某些限制，

以减少归结的盲目性，提高归结的效率。常用的限制

策略包括线性归结策略、支持集策略、输入归结策略、

单文字子句策略、祖先过滤策略、语义归结策略和宽

度优先策略等。在实际应用中通常把几种归结策略结

合起来使用，以提高归结的效率和完备性。 

    ,P z Q z g z   

    P w P g w   

2.6. 归结策略 

归结过程中使用的归结策略直接影响归结的效率

和完备性。归结策略研究的是解决如何选择合适的子

句对进行归结，以尽量减少不必要的归结的问题。归

结策略大致可分为两类[9]：删除策略和限制策略。删

除策略是指在归结过程中随着归结的不断进行，子句

集中的子句越来越多，通过删除子句集中某些无效的

子句，以节省存储空间和减少搜索子句对的时间，提

高归结的效率。常用的删除策略包括重言式删除策略、

单文字删除策略、纯文字删除策略和包孕删除策略。 

3. 基于谓词逻辑的归结原理的使用方法 
及步骤 

3.1. 证明定理 

利用归结原理证明定理的过程称为归结反演

(resolution refutation)。归结反演的证明过程可以用步

骤进行描述，也可以用归结反演证明树的形式来表达
[10]。归结反演的证明步骤如下[4]： 
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1) 定义谓词并把待证明的问题的前提和结论分

别表示成谓词公式 F 和 G，并否定结论公式 G 得到

； G

2) 将谓词公式 F 和 转化为一个子句集 S； G

3) 利用归结原理对子句集 S 中的子句进行归结，

并把新得到的归结式并入子句集 S 中，如此反复进行，

若子句集 S 中出现空子句□，则停止归结，此时 G 得

证。 

例如 4.1[7] 已知下列前提： 

(1) 马库斯(Marcus)是一个人。 

(2) 马库斯是一个庞贝人(Pompeian)。 

(3) 所有的庞贝人都是罗马人(Romans)。 

(4) 凯撒(Caesar)是统治者(ruler)。 

(5) 所有的罗马人要么忠于凯撒要么憎恨凯撒。 

(6) 每个人都忠于某人。 

(7) 人们仅设法暗杀他们不忠的统治者。 

(8) 马库斯设法暗杀凯撒。 

求证结论：马库斯憎恨凯撒。 

使用归结反演的证明步骤如下： 

步骤 1：定义谓词： 表示 x 是人； man x

 Pompeian x 表示 x 是庞贝人；  Roma

lo

n x

yalto

表示 x 是罗

马人； 表示 x 是统治者； 表示 x

忠于 y； 表示 x 憎恨 y；

ruler x

hate x


,y

 ,x y
  , ytryassassinate x 表

示 x 暗杀 y。用谓词公式表示前提： 

(1)    man Marcus

(2)  Pompeian Marcus  

(3)        x Pompeian x Roman x  



(4)   ruler Caesar

(5)       
 

,

                           ,

x Roman x loyalto x Caesar

hate x Caesar

 



(6)      ,x y loyalto x y 

(7)        
   sin , ,

x y man x ruler y

tryassas ate x y loytalto x y

   



(8)   sin ,tryassas ate Marcus Caesar

用谓词公式 G 表示结论：   ,hate Marcus Caesar

并用谓词公式 表示结论的否定： G

(9)   ,hate Marcus Caesar

步骤 2：将上述前提谓词公式和结论谓词公式 G

的否定转化为子句集。 

(1)  man Marcus  

(2)  Pompeian Marcus  

(3)    Pompeian x Roman x   

(4)  ruler Caesar  

(5)   
 

,

                    ,

Roman x loyalto x Caesar

hate x Caesar

 



 

(6)   ,loyalto x f x  

(7)      
 
sin ,

                                    ,

man x ruler y tryassas ate x y

loytalto x y

  


 

(8)  ,tryassassinate Marcus Caesar  

(9)  ,hate Marcus Caesar  

步骤 3：利用归结原理对对上述子句集进行归结

推理。 

(10)  Roman Marcus   

 ,Marcus Caesarloyalto  (9)与(5) 归结,  

 Marcus x   

(11)  Pompeian Marcus   

 ,Marcus Caesarloyalto  (10)与(3) 归结， 

 Marcus x   

(12)  ,loyalto Marcus Caesar  (11)与(2)归结 

(13)   man Marcus ruler Caesar      

 ,sinate Marcus Caesartryassas  (12)与(7)归结,  

 ,Marcus x Caesar y   

(14)  ruler Caesar tryassassinate    

 ,Marcus Caesar  (13)与(1) 归结 

(15)  ,tryassassinate Marcus Caesar  (14)与 (4)

归结 

(16) □   (15)与(8)归结 

上述归结推理使用了线性归结策略，即每次归结

得到的归结式直接参加同另一个子句进行的下一次归

结，线性归结策略具有完备性。 

3.2. 提取问题答案 

归结反演不仅可以用于定理证明，而且可以用来

提取问题的答案，其思想与定理证明类似，但具体有

不同的方法。 

3.2.1. 保留合一信息法 

在归结反演的过程中，通过保留使用的合一置换

信息，以便在归结反演结束时提取问题的答案。 
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例如 3.2 如果艾伦(Allen)在哪里 Fido 就跟到哪

里，那么艾伦在图书馆，Fido 会在哪里？ 

使用保留合一信息法提取问题答案的步骤如下： 

步骤 1：定义谓词：  ,AT x y 表示 x 在 y 处。 

前提：(1)        , ,x AT Allen y AT Fido y 

(2)   ,AT Allen library

结论 G：    , Z AT Fido Z  

结论的否定 ：(3) G    , Z AT Fido Z   

步骤 2：将上述前提谓词公式和结论谓词公式 G

的否定转化为子句集。 

(1)    , ,AT Allen y AT Fido y   

(2)   ,AT Allen library

(3)   ,AT Fido Z

步骤 3：利用归结原理对对上述子句集进行归结

推理。 

(4)  (3)与(1)归结， ,AT Allen y   y Z   

(5) □    (4)与(2)归结，  library y   

然后利用归结反演过程中保留的合一信息提取问

题答案，其过程如下： 

 ,AT Fido Z  y Z   ,AT Fido y  
 library y 

 ,AT Fido libr

 ary,AT Fido libr

ary

，由语句 

便可得 Fido 在图书馆。 

3.2.2. 目标公式否定的子句的重言式法 

这种方法在两个方面对归结反演的证明过程进行

了修改[10]：一个是并入子句集 S 的是目标公式否定的

子句与目标公式的子句的析取式，而不是目标公式的

否定的子句；另一个是，在求得目标语句时就停止归

结，而不是要等到出现空子句。对于例 3.2 采用这种

方法提取问题答案的步骤如下： 

步骤 1：定义谓词：  ,AT x y 表示 x 在 y 处。 

前提：(1)        , ,x AT Allen y AT Fido y 

(2)   ,AT Allen library

结论 G：    , Z AT Fido Z  

结论的否定 ：(3) G    , Z AT Fido Z   

步骤 2：将上述前提谓词公式和结论谓词公式 G

的否定转化为子句集。 

(1)    , ,AT Allen y AT Fido y   

(2)   ,AT Allen library

(3)    , ,AT Fido Z AT Fido Z   

步骤 3：利用归结原理对对上述子句集进行归结

推理。 

(4)   ,AT Allen y AT Fido y  ,  (3)与(1)归结，

 y Z   

(5)  ,AT Fido library  (4)与(2)归结， 

 library y   

由语句  ,AT Fido library 可得 Fido 在图书馆。 

3.2.3. 目标公式否定的子句与谓词  ANSWER Z 的

析取式法 

这种方法也在两个方面对归结反演的证明过程进

行了修改：一个是并入子句集 S 的是目标公式否定的

子句与谓词  ANSWER Z 的析取式，而不是目标公式

的否定的子句；另一个是，在求得答案 Z 时就停止归

结，而不是要等到出现空子句。对于例 3.2 采用这种

方法提取问题答案的步骤如下： 

步骤 1：定义谓词： 表示 x 在 y 处。  ,AT x y
前提：(1)       , ,x AT Allen y AT Fido y   

(2)  ,AT Allen library  

结论 G：    ,Z AT Fido Z  

结论的否定 G ：(3)    , Z AT Fido Z   

步骤 2：将上述前提谓词公式和结论谓词公式 G

的否定转化为子句集。 

(1)   , ,AT Allen y AT Fido y    

(2)  ,AT Allen library  

(3)   ,AT Fido Z ANSWER Z    

步骤 3：利用归结原理对对上述子句集进行归结

推理。 

(4)  ,AT Allen y ANSWER Z     (3)与(1)归结，

 y Z   

(5)  ANSWER library  (4)与(2)归结， 

 library y   

所以本题的答案为 Fido 在图书馆。 

4. 结束语 

谓词逻辑是一种有效的知识表示方法和高级知识

推理工具。它既有严格的理论基础，又能在机器上处

理精确性知识，而它的表达方式和人类自然语言又非

常接近。因此，用谓词逻辑表示知识容易为人们所理

解和接受。Robinson 归结原理是一种可以在机器上机
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械实现的逻辑推理技术，是实现自动推理证明的主要

途径。本文分析了基于谓词逻辑的归结原理的基本思

想、相关的推理技术及归结策略，并通过实例讨论了

利用基于谓词逻辑的归结原理证明和求解问题的方法

及步骤。研究基于谓词逻辑的归结原理在机器上的实

现技术；利用基于谓词逻辑的归结原理证明和求解一

系列实际生活或生产中的问题；进一步扩充基于谓词

逻辑的归结原理并用于处理不确定性知识等都是有意

义的研究方向。 
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