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摘  要 

针对合作竞争网络下的多智能体系统，本文研究了其在无向和有向拓扑下的比例一致性问题。假设系统

中的智能体具有一般线性动态，提出了比例一致性协议。首先，应用代数图论和矩阵理论的相关知识，

将比例一致性问题转化为一组低维系统的稳定性问题；然后，利用Lyapunov稳定理论得到了该低维系统

稳定的条件，并给出了系统达到比例一致性的充分条件；最后，通过数值仿真验证了理论结果的正确性

和有效性。 
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Abstract 
The scaled consensus of multi-agent systems in undirected and directed topologies is studied for 
cooperative-competitive networks in this paper. Assuming that the agents have general linear dy-
namics in multi-agent systems, the scaled consensus protocol is proposed. Firstly, by applying the 
knowledge of the algebraic graph theory and the matrix theory, the problem of the scaled consen-
sus is cast into the stability of a set of low-dimensional systems. Then, using the stability theory of 
Lyapunov, the stability condition of the low-dimensional systems is obtained by using Lyapunov sta-
bility theory, and sufficient conditions for the system to reach the scaled consensus are given. Fi-
nally, the correctness and effectiveness of the theoretical results are verified by the numerical si-
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mulation. 
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1. 引言 

多智能体系统的一致性问题是协调控制的核心和基础问题，近年来，吸引了学者们的广泛关注。一

致性问题的主要任务是设计一致性算法，通过有向或无向的信息交换，在无限或有限的时间内使所有智

能体达到相同的值[1] [2] [3]。 
目前，多智能体系统协同控制的研究成果大多集中在完全合作网络下，然而，在现实生活中，合作

与竞争往往是同时存在的[4] [5] [6]。例如，文献[5]研究了由领导者引导的群体聚集行为，发现当每个子

群分别针对一个意向目标时，子群之间和智能体之间会同时存在合作与竞争关系。文献[6]发现，在生物

系统中，当生存资源有限时，物种之间和物种内部之间也会同时存在合作和竞争关系。此外，合作竞争

网络还可以广泛应用于多个领域[7] [8] [9]。文献[7]在合作竞争网络的基础上，利用收敛状态偏差来检测

链路故障。文献[8]讨论了具有异质不确定性的多智能体系统在结构平衡和非平衡情况下的协同行为，并

提出了实现相应协同行为的充分条件。文献[9]针对具有无环划分和结构平衡的拓扑图，提出了一种分布

式控制协议，来解决群二分一致性问题。除了文献[7]同比例一致性相结合以外，文献[8]和[9]都是与二分

一致性相关的，因此仍有待进一步探索新的领域。 
多智能体系统比例一致性问题涉及的领域范围比较广[10] [11] [12]，例如群体行为研究、社会网络分

析、机器人和无人系统等。文献[13]对比例一致性进行了定义。文献[10]研究了无向和有向拓扑下有限时

间内的比例一致性问题，并确定了最终收敛状态对初始状态条件的依赖性，表明可以通过设计合适的参

数来实现比例一致性。文献[11]提出了比例一致性协议，并在此基础上得到了在连续时间下智能体的最终

收敛状态。文献[12]提出了一种新的分布式协议，其中包括局部符号误差的混合常数与时变反馈矩阵，在

结构平衡的有向图和结构不平衡但具有正根子图的符号有向图下，证明了在规定时间内协议对具有生成

树的多智能体系统的有效性。值得注意的是，通过研究发现，可以通过一些手段将多智能体系统的比例

一致性问题转化为一致性问题处理。文献[14]的处理方式是通过调整控制协议中的每个智能体子群的参数

比例，将比例一致性问题巧妙地转化为一致性问题。而文献[15]则通过构建误差函数的方式处理比例一致

性问题。此外，在物理世界中也发现了许多类似的例子，例如，航天器协调移位控制系统[16]和配水系统

[13]。因此，如何将多智能体系统的比例一致性问题转化为一致性问题也是本文需要突破的难点。 
虽然合作竞争网络和比例一致性问题都有学者进行研究，但在合作竞争网络下的比例一致性问题的文

献研究相对较少。文献[17]在具有周期性间歇通信和有向拓扑下，通过调整控制协议的参数来实现多智能

体系统的一致性。受到这一事实启发，本文采用类似于文献[17]的动力学模型，研究基于无向和有向拓扑的

合作竞争网络下的多智能体系统比例一致性问题。通过构建一致性误差函数，将比例一致性问题转化为一组

低维系统的稳定性问题，并建立 Lyapunov 函数进行稳定性分析，得到系统实现比例一致性的充分条件。 
本文的结构安排如下：第 2 节给出了预备知识和问题描述；第 3 节分别给出了在无向和有向拓扑的
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合作竞争网络下的比例一致性分析；第 4 节通过数值仿真验证了理论结果的正确性；第 5 节总结了本文

所研究的内容和得出的主要结论。 

2. 预备知识和问题描述 

2.1. 预备知识 

用加权符号图 ( ), ,G V E=  表示 N 个智能体所构成的通信拓扑， { }1 2, , , NV v v v=  和 E V V⊆ × 分别

表示节点集和边集。 ija =   是 G 的邻接矩阵，其中 ( ), 0j i jiv v E a∈ ⇔ ≠ 。对于图 G，不考虑自环的情

况，即 0 1,2,, ,ii ia N==  。如果网络中的任一条边 ( ),i jv v 满足 ij jia a= ，则称图 G 是无向图。如果存在一

条边 ( ),i jv v 满足 ij jia a≠ ，则称图 G 是有向图。在无向图 G 中，如果任何两个节点都存在一条路径，则

称图 G 是连通的。在有向图 G 中，如果任何两个节点都存在一条有向路径，则称图 G 是强连通的。在有

向图 G 中，如果有且只有一个节点到其他所有节点都存在一条有向路径，则称图 G 包含一棵有向生成树；

如果图 G 的权值都是非负的，则称图 G 是正权值图。 ijL l =  表示图 G 的拉普拉斯矩阵，其中： 

1,

,

, 1,2, , .

,ij ij

N

ii ij
j j i

l a j i

l a i N
= ≠

= − ∀ ≠

= =∑ 

 

在图 G 中，正权重表示两个智能体是合作关系，负权重表示两个智能体是竞争关系。如果图 G 存在

互不相交的节点集 ,i jv v ，使得：1) 1 2V V V∪ = ， 1 2V V∩ =∅；2) 当 { }, ,, 1 2i j qv v V q∈ ∈ 时， 0ija ≥ ；当

{ }, , , , 1,2i q j rv V v V q r q r∈ ∈ ≠ ∈ 时， 0ija ≤ 。则称图 G 是结构平衡的，否则是结构不平衡的。 
在本文中，设 , 分别是实数和自然数的集合，而 N N×

 表示 N N× 阶实矩阵的集合； N N
NI ×∈ 表

示单位矩阵； 1N
N

×∈1 表示所有元素为 1 的列向量； ( )1 2diag , , , Nx x x 表示对角元素依次为 1 2, , , Nx x x 的

N N× 阶对角矩阵；eA 表示方阵 A 的矩阵指数；对于任意给定具有实特征值的方阵 A， ( )min Aλ 表示它的

最小特征值；矩阵 0A > 表示矩阵 A 是正定的；⊗表示 Kronecker 积。 

2.2. 问题描述 

考虑由 N 个智能体构成的系统，假设图 G 是结构平衡的，不妨设 { }1 1 2, , , mV v v v=  ， 

{ }2 1 2, , ,m m NV v v v+ +=  ，则邻接矩阵 ija =   可写成如下的分块矩阵： 

11 12

21 22

,
 

=  
 

 


 
 

其中， 11
m m×∈ ， ( )

12
m N m× −∈ ， ( )

21
N m m− ×∈ ， ( ) ( )

22
N m N m− × −∈ ，且 11 和 22 是非负矩阵，而 12 0− ≥

和 21 0− ≥ 是非负矩阵。 
设第 i 个智能体的动力学模型为： 

( ) ( ) ( ) ,i i ix t Ax t Bu t= +                                  (1) 

其中， ( ) n
ix t ∈ 表示第 i 个智能体的状态， ( ) m

iu t ∈ 表示第 i 个智能体的控制输入，研究以下的比例一

致性协议： 

( ) ( ) ( ) ( )
1

sgn ,
N

j i
i ij ij

j j i

x t x t
u t cF a a

ω ω=

 
= − 

  
∑                          (2) 

其中， 0c > 是耦合强度， m mF ×∈ 是反馈增益矩阵，且 0, 1,2, ,i i Nω > =  。 
定义 1 如果多智能体系统(1)在任意给定的初始条件下满足以下条件： 
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( ) ( )
lim 0ji

t
i j

x tx t
ω ω→∞

− = ，如果 ,i jv v 属于相同的节点子集； 

( ) ( )
lim 0ji

t
i j

x tx t
ω ω→∞

+ = ，如果 ,i jv v 属于不同的节点子集， 

则多智能体系统(1)达成了比例一致性。 
于是系统(1)可以表示成以下向量形式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ,Nx t I A x t c L BF x t−= ⊗ − Ω ⊗                          (3) 

其中， ( )1 2diag , , , Nω ω ωΩ =  。 
引理 1 [12]若有向图 G 是结构平衡的，则存在矩阵 D，使得 D D=  是非负矩阵，其中 

( )1 2diag , , , , 1, 1,2, ,N iD d d d d i N= = ± =  。 
定义 ( ) ( )i i iy t d x t= 为第 i 个智能体 iv 的转换状态，则： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ,Ny t I A y t c L BF y t−= ⊗ − ⊗Ω                         (4) 

其中， L DLD= 。 
令 1M L −= Ω ，则有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,Ny t I A y t c M BF y t= ⊗ − ⊗                          (5) 

引理 2 若正权值图 G 包含一棵有向生成树，则 0 是 L 的简单特征值，其他特征值的实部都大于 0；
若正权值图 G 是连通的，则 0 是 L 的简单特征值，其他特征值都大于 0。 

引理 3 [17]若 ( ),A B 是可控的，其中 , ,n n n pA B p n× ×∈ ∈ ≤  ，则任意 0α ≥ ，存在一个正定矩阵
n nQ ×∈ ，使得： 

T T2 2 0.AQ QA BB Qα+ − + <                               (6) 

引理 4 [11]若正权值无向图 G 是连通的，则 0 是 M 的简单特征值，其他特征值全大于 0。 
引理 5 若正权值有向图 G 包含一棵有向生成树，则 0 是 M 的简单特征值，其他特征值的实部全大

于 0。 
证明 注意到 ( )1 1 1 L L− − −Ω =Ω Ω Ω ，故 1L−Ω 与 M 有相同的特征值。 
首先考虑 L ，由引理 2 和盖尔圆盘定理知： 

{ }
1,

.
N

ii ij ii ii
j j i

z z l l z z l l
= ≠

 
∈ − ≤ = ∈ − ≤ 

 
∑ 

 

然后考虑 1L−Ω ，由盖尔圆盘定理，方阵 1L−Ω 的特征值处于以下圆盘之中。 

1,

1,
.

N

ijN
ij j j iii ii ii ii

j j ii i i i i i

l
ll l l lz z z z z z
wω ω ω ω ω

= ≠

= ≠

 
         ∈ − ≤ = ∈ − ≤ = ∈ − ≤     

       
  

∑
∑    

因此， 1L−Ω 除 0 以外的特征值的实部都大于 0。 
下证 0 是 M 的简单特征值。 
由于图 G 包含一棵有向生成树，则 ( ) 1rank L N= − 。 
而 1−Ω 是可逆的，则 ( ) ( ) ( )1 1rank L rank L rank M N− =Ω= = − 。 
综上，0 是 M 的简单特征值，其他特征值的实部全大于 0。 
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3. 主要成果 

3.1. 无向拓扑的合作竞争网络下的比例一致性分析 

本小节讨论无向网络下的比例一致性问题。 
定理 1 假设符号无向图 G 是连通的，则利用控制协议(2)，多智能体系统(1)实现比例一致性当且仅

当以下 1N − 个系统： 

( ) ( ) ( )i i it A c BF tε λ ε= −                                 (7) 

是渐近稳定的，其中 ( ) n
i tε ∈ ， , 2,3, ,i i Nλ =  是矩阵 M 的非零特征值。 

证明 定义一致性误差函数为： 

( ) ( ) ( ) ,nr t M I y t= ⊗                                  (8) 

其中， ( ) ( ) ( ) ( )
TT T T

1 2, , , Nr t r t r t r t =   。 
首先证明系统(1)达到比例一致性当且仅当 ( ) 0,r t t→ →+∞。 
由于图 G 是连通的，则 ( ) 1rank L N= − ，故存在 ( )z t ，使得 ( ) ( ) 0nL I z t⊗ = 当且仅当 

( ) ( ) ( )1 2 Nz t z t z t= = = ，即： 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

1 2

1 2

0 0

.

n n

N

N

r t L I I y t

y t y t y t
ω ω ω

−Ω= ⇔ ⊗ ⊗ =

⇔ = = =

                           (9) 

由 ( )iy t 的定义，
( ) ( ) ( )1 2

1 2

N

N

y t y t y t
ω ω ω

= = = 等价于定义 1 的条件被满足。 

因此，系统(1)达到比例一致性当且仅当 ( ) 0,r t t→ →+∞。 
下证 ( )r t 趋于 0 当且仅当 1N − 个系统(7)渐近稳定。 
由式(5)可得： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ).

n N n

N

r t M I I A y t c M I M BF y t

I A r t c M BF r t

= ⊗ ⊗ − ⊗ ⊗

= ⊗ − ⊗



                   (10) 

由引理 4，存在可逆矩阵 P， ( )1 0tξ ≡ ，使得 1

1

0 0
0

P MP J
J

−  
= =  

 
，其中 J 是 M 的约当标准形， 1J 中

对角线元素为 M 的非零特征值。 
令 ( ) ( ) ( )1

nt P I r tξ −= ⊗ ，则： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

.
n N n n n

N

t P I I A r t c P I M BF P I P I r t

I A t c J BF t

ξ

ξ ξ

− − −= ⊗ ⊗ − ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

= ⊗ − ⊗



          (11) 

记 ( ) ( ) ( ) ( )
TT T T

1 2, , , Nt t t tξ ξ ξ ξ =   ， ( ) ( ) ( ) ( )
TT T T

2 3
ˆ , , , Nt t t tξ ξ ξ ξ =   ，由于： 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )

( )

1

1

1 1

1

1

0 0
,

0

n

n n

n

n

t P I r t

P I M I y t

P MPP I y t

P I y t
J

ξ −

−

− −

−

= ⊗

= ⊗ ⊗

= ⊗

  
= ⊗  

  

                               (12) 
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则： 

( )1 0.tξ ≡                                      (13) 

根据式(11)和(13)，可得： 

( ) ( ) ( )1
ˆ ˆ .Nt I A cJ BF tξ ξ= ⊗ − ⊗                             (14) 

注意到系统(14)渐近稳定当且仅当 ( )1 0eA t t−
是 Schur 稳定的，其中 1 1NA I A cJ BF= ⊗ − ⊗ 。 

由于 1A 是分块对角阵或分块上三角阵，则 ( )1 0eA t t− 是 Schur 稳定的当且仅当 ( )1 0eA t t− 是 Schur 稳定的，

其中 1 NA I A c BF= ⊗ − Ω⊗ ， ( )2 3diag , , , Nλ λ λΩ =  。 
因此，系统(14)是渐近稳定的当且仅当 ( )1 0eA t t−

是 Schur 稳定的。即系统(14)是渐近稳定的当且仅当以

下系统： 

( ) ( ) ( )ˆ ˆ
Nt I A c BF tξ ξ= ⊗ − ⊗Ω                             (15) 

是渐近稳定的。 
由于 ( )tξ 趋于 0 当且仅当 ( )r t 趋于 0，则 ( )r t 趋于 0 当且仅当系统(15)渐近稳定，即 ( )r t 趋于 0 当

且仅当系统(7)渐近稳定。 
综上，多智能体系统(1)实现比例一致性当且仅当以下 1N − 个系统： 

( ) ( ) ( )i i it A c BF tε λ ε= −                                (16) 

是渐近稳定，其中 ( ) , 2,3, ,i t i Nε =  。 

定理 2 假设 ( ),A B 是可控的，且符号无向图 G 是连通的。如果取
2

1c
λ

> 和 T 1F B Q−= ，其中 Q 是引

理 3 中的矩阵， 2 3 Nλ λ λ≤ ≤ ≤ 是矩阵 M 的非零特征值，那么对于任意初始状态，多智能体系统(1)实现

比例一致性。 
证明 构建以下 Lyapunov 函数： 

( ) ( ) ( )T 1

1
,

N

i i
i

V t t Q tε ε−

=

= ∑                                (17) 

沿着式(16)对 ( )V t 进行求导，可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

T 1 T 1

1 1

T 1 T 1

1 1

TT 1 1

1

T T 1 1 T T 1 1

1
.

N N

i i i i
i i
N N

i i i i i i
i i
N

i i i i
i
N

i i i i
i

V t t Q t t Q t

A c BF t Q t t Q A c BF t

t A c BF Q Q A c BF t

t A Q Q A c F B Q c Q BF t

ε ε ε ε

λ ε ε ε λ ε

ε λ λ ε

ε λ λ ε

− −

= =

− −

= =

− −

=

− − − −

=

= +

 = − + − 

 = − + − 

= + − −

∑ ∑

∑ ∑

∑

∑



 

            (18) 

由于 T 1F B Q−= ，式(18)可转化为： 

( ) ( )( ) ( )T T 1 1 1 T 1

1
2 ,

N

i i i
i

V t t A Q Q A c Q BB Q tε λ ε− − − −

=

= + −∑                    (19) 

再根据
2

1c
λ

> ，则式(19)可得： 
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( ) ( )( ) ( )T T 1 1 1 T 1

1
2 .

N

i i
i

V t t A Q Q A Q BB Q tε ε− − − −

=

≤ + −∑                    (20) 

根据引理 3，可得： 
T 1 1 1 T 1 12 2 0,A Q Q A Q BB Q Qα− − − − −+ − + <                          (21) 

则式(20)，可得： 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

T 1

1

T 1

1

2

2

0.

N

i i
i

N

i i
i

V t t Q t

t Q t

ε α ε

α ε ε

−

=

−

=

≤ −

= −

≤

∑

∑



                            (22) 

所以可得系统(16)渐近稳定。再根据定理 1，可以得到系统(1)实现比例一致性。 

3.2. 有向拓扑的合作竞争网络下的比例一致性分析 

本小节讨论有向网络下的比例一致性问题。相比于无向拓扑，有向拓扑的情形更为复杂。由引理 5，
若符号有向图G包含一棵有向生成树，则0是M的简单特征值，其他特征值的实部全大于0。设 2 3, , , Nλ λ λ

是 M 的非零特征值，且设 ( ) ( ) ( )2 3 NRe Re Reλ λ λ≤ ≤ ≤ 。 
定理 3 假设 ( ),A B 是可控的，且符号有向图 G 包含一棵有向生成树，则利用控制协议(2)，多智能体

系统(1)实现比例一致性当且仅当以下 1N − 个系统： 

( ) ( ) ( )i i it A c BF tε λ ε= −                              (23) 

是渐近稳定的，其中 ( ) n
i tε ∈ ， 2 3, , , Nλ λ λ 是 M 的非零特征值。 

证明 令 Nη∈ 是矩阵 L 关于零特征值的左特征向量，且 T 1Nη =1 。显然满足 T 0Mη = 。 

令 ( ) ( ) ( )
1

N
ji

i j
ji j

y ty t
r t η

ω ω=

= −∑ ，其中 ( ) ( ) ( ) ( )
TT T T

1 2, , , Nr t r t r t r t =   ，即向量形式为： 

( ) ( ) ( )T 11 .N N nr t I I y tη − ⊗ Ω= −                          (24) 

首先证明系统(1)达到比例一致性当且仅当 ( ) 0,r t t→ →+∞。 
由于 T 1Nη =1 ，则 ( )T1 1Nrank η = ，使得 ( )T1 1N Nrank I Nη− = − 。与定理 1 类似，由 ( )iy t 的定义，

可以得到系统(1)达到比例一致性当且仅当 ( ) 0,r t t→ →+∞。 
下证 ( )r t 趋于 0 当且仅当 1N − 个系统(23)渐近稳定。 
根据式(5)，可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ] ( )

T 1 T 11 1

.

N N n N N N n

N

r t I I I A y t c I I M BF y t

I A cM BF r t

η η− −   = − ⊗ ⊗ − − ⊗ ⊗   
= ⊗ − ⊗

Ω Ω

        (25) 

由引理 5，存在可逆矩阵 T，使得 1 0 0
0

T MT J
U

−  
= =  

 
，其中 J 是 M 的约当标准形，U 中对角线元

素是 M 的非零特征值，且令 ( )1,T Qω= ，
T

1

2

T
Q
η−  

=  
 

， 1Nω ×∈ 。 

令 ( ) ( ) ( )1
nt T I r tξ −= ⊗ ，则： 

( ) ( )[ ]( )( ) ( ) [ ] ( )1 1 .n N n n Nt T I I A cM BF T I T I r t I A cJ BF tξ ξ− −= ⊗ ⊗ − ⊗ ⊗ ⊗ = ⊗ − ⊗        (26) 
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记 ( ) ( ) ( ) ( )
TT T T

1 2, , , Nt t t tξ ξ ξ ξ =   ， ( ) ( ) ( ) ( )
TT T T

2 3
ˆ , , , Nt t t tξ ξ ξ ξ =   。由于： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

1 T 1

T
T 1

2

T T T
1

1

1

1

1

0
,

N N n

N N n

N N
n

n

t T I I y t

I I y t
Q

I
I y t

Q

I y t
Q

ξ η

η
η

η η η

− −

−

−

−

 = − ⊗ 
    = − ⊗   
     
   − ⊗    
     
  

= ⊗  
  

Ω

Ω

Ω

Ω







                         (27) 

则： 

( )1 0.tξ ≡                                        (28) 

根据式(26)和(28)，可得： 

( ) ( ) ( )ˆ ˆ .Nt I A cU BF tξ ξ= ⊗ − ⊗                              (29) 

与定理 1 类似，可以得到多智能体系统(1)实现比例一致性当且仅当以下 1N − 个系统： 

( ) ( ) ( )i i it A c BF tε λ ε= −                                 (30) 

是渐近稳定，其中 ( ) , 2,3, ,i t i Nε =  。 

定理 4 假设 ( ),A B 是可控的，且符号有向图 G 包含一棵有向生成树。如果取
( )2

1c
Re λ

> 和 T 1F B Q−= ，

其中矩阵 Q 是引理 3 中的矩阵，那么对于任意初始状态，多智能体系统(1)实现比例一致性。 
证明 构建以下 Lyapunov 函数： 

( ) ( ) ( )1

1
,

N
H
i i

i
V t t Q tε ε−

=

= ∑                                (31) 

为了方便计算，设 i , 2,3, ,i i ix y i Nλ = + =  ，其中 ix 和 iy 分别是 iλ 的实部和虚部。于是沿式(31)对 ( )V t

进行求导，可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ){ } ( )

( )( ) ( )

1 1

1 1

1 1

1

T 1 1

1

T 1 1 T T 1 1

1
.

N N
H H
i i i i

i i
N HH

i i i i
i
N

H
i i i i i i

i
N

H
i i i i

i

V t t Q t t Q t

t A c BF Q Q A c BF t

t A c x iy BF Q Q A c x iy BF t

t A Q Q A cx F B Q cx Q BF t

ε ε ε ε

ε λ λ ε

ε ε

ε ε

− −

= =

− −

=

− −

=

− − − −

=

= +

 = − + − 

   = − − + − +   

= + − −

∑ ∑

∑

∑

∑



 

           (32) 

由于 T 1F B Q−= ，式(32)可转化为： 

( ) ( )( ) ( )T 1 1 1 T 1

1
2 ,

N
H
i i i

i
V t t A Q Q A cx Q BB Q tε ε− − − −

=

= + −∑                    (33) 

再根据
( )2

1c
Re λ

> ，则式(33)可得： 
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( ) ( )( ) ( )T 1 1 1 T 1

1
2 .

N
H
i i

i
V t t A Q Q A Q BB Q tε ε− − − −

=

≤ + −∑                      (34) 

根据引理 3，可得： 
T 1 1 1 T 1 12 2 0,A Q Q A Q BB Q Qα− − − − −+ − + <                           (35) 

则由式(34)，可得： 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

1

1

1

1

2

2

0.

N
H
i i

i
N

H
i i

i

V t t Q t

t Q t

ε α ε

α ε ε

−

=

−

=

≤ −

= −

≤

∑

∑



                              (36) 

所以可得系统(30)渐近稳定。再根据定理 3，可以得到系统(1)实现比例一致性。 

4. 数值仿真与分析 

本小节给出具体的例子来验证理论结果的正确性和有效性。考虑由五个智能体组成的多智能体系统，

智能体的动态方程为： 

( ) ( ) ( )
0 1 0

,
1 0 1i i ix t x t u t   

= +   −   
  

其中，五个智能体的初始状态 ( )0ix 都是随机选取的，取 ( )diag 1,2,3,2,3Ω = 。 
例 1 系统(1)的无向通信拓扑 G 如图 1 所示。 
 

 
Figure 1. Undirected communication 
topology G of the system 
图 1. 系统的无向通信拓扑 G 

 
由图 1 可以得到图 G 的拉普拉斯矩阵为： 

2 2 0 0 0
2 5 3 0 0

0 3 5 2 0
0 0 2 5 3
0 0 0 3 3

L

− 
 − − 
 = −
 

− 
 − 

 

通过计算，可以得到： 

( ) ( )
T 1

2

0.7231 0.5824 1, 1.0010 0.9904 , 2.1436,
0.2788 0.4210

Q F B Q
Mλ

− 
= = = ≈ 
 

 

其中， 2λ 是矩阵 M 的最小非零特征值。 
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根据定理 2，取耦合强度 2.1437c = ，各个智能体的状态轨迹如图 2 所示，图 3 给出了
( )i

i

x t
ω

的轨迹

曲线，可以看出系统(1)实现比例一致性。 
 

 
Figure 2. State trajectories of multiple agents in the undirected topology 
图 2. 无向拓扑下各智能体的状态轨迹 

 

 

Figure 3. Trajectories of 
( )i

i

x t
ω

 in the undirected topology 

图 3. 无向拓扑下
( )i

i

x t
ω

的轨迹 

 
例 2 系统(1)的有向通信拓扑 G 如图 4 所示。 
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Figure 4. Directed communication to-
pology G of the system 
图 4. 系统的有向通信拓扑 G 

 
由图 4 可以得到图 G 的拉普拉斯矩阵为： 

4 0 0 4 0
2 5 3 0 0

0 0 2 2 0
0 0 0 3 3
0 0 4 0 4

L

 
 − − 
 =
 

− 
 
 

 

通过计算，可以得到： 

( )
( )

T 1

2

0.9021 0.4996 1, 0.8787 0.7160 , 0.5714,
0.2896 0.7836

Q F B Q
Re Mλ

− 
= = = ≈      

 

其中， ( )2Re Mλ  是 M 的非零特征值的最小实部。 

根据定理 4，取耦合强度 0.5715c = ，各个智能体的状态轨迹如图 5 所示，图 6 给出了
( )i

i

x t
ω

的轨迹

曲线，可以看出系统(1)实现比例一致性。 
 

 
Figure 5. State trajectories of multiple agents in the directed topology 
图 5. 有向拓扑下各智能体的状态轨迹 
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Figure 6. Trajectories of 
( )i

i

x t
ω

 in the directed topology 

图 6. 有向拓扑下
( )i

i

x t
ω

的轨迹 

5. 结论 

针对具有一般线性动态的多智能体系统，本文研究了合作竞争网络下的比例一致性问题。首先，研

究了无向网络拓扑下的比例一致性问题，应用代数图论和矩阵理论的知识，将比例一致性问题转化为一

组低维系统的稳定性问题，然后利用 Lyapunov 稳定性理论得到了该低维系统稳定的条件，证明了系统通

信拓扑连通时，所给的协议能解决比例一致性问题。接下来，研究了有向网络拓扑下的比例一致性，证

明了系统通信拓扑仅包含一棵生成树时，所给的协议能解决比例一致性问题。理论分析表明，当耦合强

度大于一个阈值时，多智能体系统能够实现比例一致性。最后，通过两个数值仿真的例子验证了理论结

果的正确性和有效性。 
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