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Abstract: Fractional order differential equations are generalizations of classical differential equations. Now, 
they are widely used in the fields of physics, information; finance and others. In this paper, an explicit finite 
difference method for space-time fractional two-sided space partial differential equations is established. Be- 
sides, the stability and convergence order are analyzed. 
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摘  要：分数阶微分方程作为广义的微分方程，被广泛地应用于物理，信息处理，金融等领域。本文

给出了数值求解时间空间分数阶导数的双边空间微分方程的一种显式差分格式，并对其稳定性和收敛

性进行了理论分析。 
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1. 引言 

分数阶导数微分方程，是传统的整数阶微分方程的推广。相比整数阶导数微分方程，分数阶导数微分方程

能够更好拟合某些自然物理过程和动态系统过程，近年来被广泛应用于反常扩散，粘弹性本构建模，信号处理，

控制，流体力学，图像处理，软物质研究，金融等领域[1-8]。近年来，分数阶导数微积分的研究与兴起，伴随着

数字计算机计算技术的提高而迅速发展。双边空间分数阶对流–扩散方程是一种反常扩散，在地下水溶质运移

方面，它可描述含水层中溶质运移过程中的反常扩散现象。关于这类问题的数值解法 Meerschaert 等人分别对单

边对流–扩散方程和双边扩散方程，进行差分求解，文[9]针对变系数反应扩散方程 

           , , ,
d ,

c r t c r t c r t
v r r f r t

t r r





  
   

  
 

 

*资助信息：该工作由中国国家自然科学基金资助(11171168，11071132)和中国高校博士点基金资助(20100031110002)。 

Copyright © 2012 Hanspub                                                                                   1 



张阳 等  分数阶导数双边空间微分方程的显式差分解法 

建立显式和隐式两种差分解法，文[10,11]建立了双边空间分数阶导数微分方程 

         , , ,
, ,
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数值解法并进行了稳定性分析，文[12]针对二维分数阶扩散方程 
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, ,  

建立了交替方向隐式差分解法；夏源、吴吉春在[13]中对一维时间分数阶对流–弥散方程 

     2
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给出了差分算法；刘发旺等人用另一种方法对这个问题进行离散计算[14]。周璐莹等在[15]中针对二维分数阶对

流–弥散方程 
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建立了数值解法。[16]则将时间空间分数阶导数微分方程 
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的隐式差分解法进行了研究。目前，关于带时间分数阶导数的双边空间分数阶导数微分方程的数值解法尚未见

到，本文正是针对该类问题建立了相应的显式数值解法并进行理论分析，涵盖了[10]和[13]的类型，且采用两种

理论方法分析，较已有的方法更为完善。采用显式差分解法可以减少计算量，但理论分析较为复杂，从而本文

得到的结论丰富了这一领域的研究成果。 

本文结构如下：第二节针对研究的对象进行了描述，并给出了两个常见的引理；第三节建立了所描述方程

的显式差分解法并进行了方法的稳定性分析；第四节给出了方法的收敛性分析和收敛阶的估计；第五节总结了

结论与展望。 

2. 问题描述 

本文针对带分数阶时间空间导数的双边空间微分方程建立显式差分解法并进行理论分析，研究如下方程： 
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这里 ， 。其中L x R  0 t T  0 1  ， 0 1  ，1 2  ，  ,k x t ，  ,c x t ， 均为非负有界函数，

并且假定初始条件： ，以及边界条件

 ,c x t

 , 0t    f xu x L x R     , ,R t 0u x L t u x    。 

方程(1)右端的左边(+)以及右边(–)的分数阶导数为 Riemann-Liouville 分数阶导数。按如下方式定义[10]： 
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和                               
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这里 是正整数，并且满足n 1n n   。空间分数阶导数
 ,u x t

x








是  次 Riemman-Liouville 分数阶导数，
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定义为： 
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方程(1)左端的
 ,u x t

t
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


由 Caputo 分数阶导数给出定义[17]： 

 
     

0

, ,1
d ,  

1

tu x t u x
t

t







 

 
 

 
                            (5) 

这里 是 Gamma 函数。 ( ) 

根据 Grünwald 估计，为了得到稳定的数值方法[9]，定义左右两边分数阶导数分别按如下形式近似(Shifted 

Grünwald)： 
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这里M  ， M  均为正整数，
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引理 1. 上式定义的 kg 满足如下条件： 

1) ，2) 0 1g  1 0g    ，3)      1 1
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对于引理 1，结论 1)、2)是显然的，下面只说明结论 3)。 

因为1 2  ，所以 0  ， 1 0   ， 0k   ， 。从而有 2k 
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引理成立。对于 ，根据二项式定理，有  
0

1 ,m

m

z z
m






 
 1z   

 
  1z。令  ，有 。由引理 1 知 

0

0j
j

g






1
0, 1

,  1, 2, ,
i

j
j j

g g i
 

     m                                     (8) 

3. 显格式及其稳定性分析 

先建立方程(1)在前文所述初边值条件下的显格式并通过圆盘定理证明该差分格式是无条件稳定的，并且还

将采用另一种方法来证明格式的稳定性及收敛性，并给出收敛阶的估计。 

引入步长 h，时间步长 ，则有 n,  >0; , 0jx L jh h t n     。其中 , 0
T R L
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用 shifted Grünwald 形式，有如下表达式[9]： 
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对于时间分数阶导数有如下估计[17]： 
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故可对方程(1)建立如下的显格式： 
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易知，该方法是相容的，其舍入误差为 h   。记  1 11jc j j
     ，则有 

引理 2. 上面所定义的  1 11jc j j
     满足以下条件 
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对于 1)，3) 是显然的，2) 利用单调性也可以得到。 
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因此格式(14)、(15)有如下等价形式 
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其中矩阵 ijH ， 有如下表达式 1, 1; 1, , 1;i m j m    

1
1 1

2 0

0 2

1

1

2 2  

                  1

1

1

i i i

i i i

ij i i

i j i

j i i

r g g j i

r g g j i

g g j i

g j i

g j i

  
 

 






 

 

    

   

   
 



,   当 
， 当 

，                       当 
，                             当 

，                             当 

H

1








 

 

其中 ， ， ；00 1H  0 0jH  1,2, ,j m  1mmH  ， 0mjH  ， 0,1, , 1j m  。 

定理 1. 当 0 1  ，1 2  时，对于方程(1)所建立的显格式(16)在满足如下条件： 

     

     

1
, ,

, ,

2 2
   2 2 max max max

2 2
max max max 1 0

i i

i i

c c b
hh

c c b
hh

 




 



  

   


 

 

   
   

   
    



                   (17) 

时是稳定的。 

证明. 根据 Gerschgorin 定理，以及引理 1，知矩阵 H 的特征值所在中心为 

   1 1
12 2 2 2ii i i i i i ir g r             H   ， 

半径 
1 1

1 1
0, 0, 1 0, 1

( ) ( ) ( )
m i m i

i ik i k i k i i i i i i
k k i k k k k

H g g r r g g r .i    
  

     

                  

根据(8)式，有 

 1 12 2 2 2 2 2 1,i i ir
              

由(17)式知， ，即 H 的特征值不超过 1。  12 2 2 2 1,i i ir
        

对于 时的情形，由于0n  0H 的特征值  满足  1 2 2 1i i ir       

,r  0

，又因为 

故 i i   2 ir  11 2 2 2 2 1i i
        2 i H 的特征值亦不超过 1，从而稳定性得证。 

下面用另一种方法给出关于最大模的稳定性分析。假设  1, 2, , 1; 1, 2, ,j
iu i m j K     ，是(15)所得的近似

值，误差(扰动)为  1, 2, , 1; 1, 2, ,j j j
i i iu u i m j K        ，并且满足： 

当 时， 0n 

     
1 1

1 0 1 0 0 0
0 2 1 1 1 2 0 1 1

3 3

2 2 ;
i m i

i i i i i i i i i i i i k i i k k i i k
k k

g g r g g r g g g g             
  


   

 

             0
1   

当 时， 0n 

     1 1
0 2 1 1 1 2 0

1 1 1
0

1 1 1
3 3 1

2 2

          .

n n n
i i i i i i i i i i i

i m i n
n n n j

k i i k k i i k j i n i
k k j

g g r g g r g g

g g d c


1

n
i         

     

 
 

   


    
  

         

     
 

令 ， 。 1 2 1, , ,
Tk k k

k mE        0,1,2, ,k K 

定理 2. 在条件(16)下，有 0 , 0,1, 2,kE E k
 
  n；这里 1 1

1 1
maxn n

i l
i m

E 1n   

   
  。 

证明. 用数学归纳法。 

1) 当 时，令0n  1

1 1
maxl

i m

1
i 

  
 ，由(16)知  12 2 0l l lr

        ，故有  12 2 0l l lr
        。再
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由引理 1，则有 

     1 0 0
0 2 1 1 1 2 0

1 1 1 1
0 0 0

1 1
3 3 0 0

   1

1 .

l l l l l l l l l l l l

l m l l m l

l k l k l k l k l k l k
k k k k

g g r g g r g g

g g g g E

0
1         

     

 

     

    
   

        

      
 

   
 

由引理 1-3)知 ， ，故
1

0

0
l

k
k

g





1

0

0
m l

k
k

g
 



 1 0
l E


 ，即 0kE E

 
 。 

2) 假设 0 , 0,1, 2,nE E n
 
  k 成立，考虑 1n k  的情形。 

令 1 1

1 1
maxk k

i l
i m

E 1k  

   
   ，类似于 1)，有  

     1 1
0 2 1 1 1 2 0 1

1 1 1 1 1 1
0 1

1 1 1 1
3 3 1 0 0 1

1
1

  2 2

2 2

(2 2 )

k k k k
l l l l l l l l l l l l

l m l k l m l k
k k k j

l s l s l s l s j l k l l k l k j k
s s j k k j

j k

g g r g g r g g

g g d c g g d c

d c







         

       

 
 

       
 

     
0E


     




         

 
          

 

   

     
1

0 0

1

k

j

E E


 




 

定理得证。 

由上述定理知格式(16)条件稳定。 

4. 显格式的收敛性分析与收敛阶估计 

下面进行收敛性分析。令 是方程(1)在相应初边值条件下于点 , 1, 2, , 1; 1,2,i ku x t i m k K     ,i kx t 的

精确解。定义 

   , 1, 2, , 1; 1,2,k k
i i k ie u x t u i m k K      并且 1 2 1, , ,

Tk k k k
mY e e e     ，则有如下表达式 

   1 1
0 2 1 1 1 2 0

1 1
0

1 1 1
3 3 1

0

2 2 ( )

        , 1,

0,

k k k
i i i i i i i i i i i i

i m i n
k k k j

s i i s s i i s j i k i
s s j

i

e g g e r g g e r g g e

g e g e d e c k

e

     

  

 
 

  


    
  

          



    

 

  

1
k

K

 

1, 2, , 1; 0,1, 2,i m k   。记 为局部截断误差，则存在常数 ，使得 1k
iR  0C 

 1 ,   1, 2, , 1; 0,1, 2, .k
iR C h i m k       K  

定理 3. 当满足条件(15)时，  1 1k
kY Cc h 0,1,2, 1k K  


  ，   。这里

1 1
maxk kei

i m
Y

   
 ，C 为正常数。 

证明. 用数学归纳法。 

1) 当 时，令0k  1

1 1
maxl

i m
e

  
 1

ie ，根据引理 1，则有  1 0 1
0l le R Cc h    ，即  1 1

0Y Cc  


  h 。 

2) 假设  1
1 , 1,2,n

nY Cc h n 


   k ；成立，由(17)知  12 2 0l l lr
        ，考虑 的情形。 

令

1n k 

1 1

1 1
maxk k

i L
i m

Y e 

  
  1ke  ，利用引理 1，引理 2，可以得到 

     

 

1 1
0 2 1 1 1 2 0

1 1 1
0

1 1
3 3 1

1 1 1
1 1

1
0 0 1

  2 2

1

2 2

k k k
l l l l l l l l l l l l

l m l k
k k j k

l s l s j l k l l
s s j

l m l k

l k l k j k k k
k k j

e g g e r g g e r g g e

kg e g e d e c e R
l s l s

g g d c Cc h Cc



 

     

 

   

 
 

   


  
  

   
 


  

         

     

 
        
 

  

     ,h  

1

1

k


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故 1 1
0

kY Cc   


 h ，定理得证。 

根据定理 3，并注意到 

 

1 1

1 11

1
lim lim lim

11 1
1 1

k

k k k

c k k

k k k

k



   

  

   
  

     
 

，因此存在常数C ，使得  1 1k
kY Cc h  


  ，因

为 k T  ，进而 1kY CT  


  h

 

，从而有下述定理 

定理 4. 假设 是方程(1)在相应初边值条件下在点 , 1,2, , 1; 1,2,i ku x t i m k K    ,i kx t 处的精确解。

是格式(16)所得到的数值解，则在满足条件(17)时，存在正常数 ，使得 

k
iu

*C

   *, , 1, 2, ,  1;  k
i k iu x t u C h i m k K      1, 2, . 

5. 结论与展望 

本文将[10]中讨论的双边空间分数阶导数微分方程的时间导数推广到分数阶，建立了一种显式差分求解格式

并进行了相应的理论分析，得到了丰满的一阶时间和空间的收敛阶逼近。所得结论亦可推广到方程右端含项及

更为复杂的情形，所建立的方法也不难推广到高维情形，至于高维问题如何进行算子分裂尚有待进一步探讨，

对于所讨论方程隐格式的建立与理论分析作者将另文讨论。最后，作者对审稿人对稿件提出的修改意见表示感

谢。 
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