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Abstract: Let  denote the set of all continuous selfmaps of a topological space. Let  0C X  0 1f C S  

and 1π : X S  be a finite-to-one covering projection. Let  0f C X   and π πf f  . The following 

statements were proved: 1) If    P f P f  , then  deg 1f  . 2) If  deg 2f ，then the following four 

statements hold: ①    2 : 0nP f n  ; ②    P f P f  ; ③    f P f ent  ; ④ . Let   0f 

1 1:f S S  be a continuous surjection and f  be the shift map determined by f. Then 47 equivalent condi-

tions for the map f  to be expansive were obtained. Some results in the literatures were extended. 
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摘  要：用 表示拓扑空间 X 上的所有连续自映射所组成的集。设 0C X  0 1f C S ， 1π : X S 是个

有限对一的覆叠投射，满射  0f C X  ，且 π πf f  。本文证明了：1)如果    P f P f  ，则

 deg 1f  。2)如果  deg f 2 ，则下面四条成立：①    0n2 :nP f   ；②    P f P f  ；③

；④ 。设 f P   f    0ent f  1: 1f S S 是连续满射， f 是由 f 所确定的转移映射，得到了 f 是

可扩的 47 个等价条件，推广了已有结果。 

关键词：逆极限；单调映射；映射度；拓扑传递；正向可扩映射；扩张映射 
 

1. 引言 

关于圆周自映射所产生的动力系统性质已有很多

人进行了研究，并取得了丰硕成果。例如：文献[1]研

究了圆周上单调自映射 f 的拓扑熵，得到了圆周上连

续单调自映射的拓扑熵    log degent f f 。文献[2]

研究了圆周上一类自映射 f 的正向可扩性与其逆极限 

的可扩性间的关系，得到了圆周上连续满射 f 的逆极

限可扩等价于 f 拓扑共轭于圆周上的某个扩张映射。

文献[3]介绍了圆周连续自映射的动力系统性质的一

些研究工作和已经取得的结果，并补充了一些新结果，

从链回归点的角度对圆周连续自映射作了新探讨。文

献[4]研究了 deg 2 的圆周自映射，证明了以下结果： 

定理 A 设  0 1f C S ，若    P f P f ，则 

 deg 1
*基金项目：广东自然科学基金博士启动项目(10452408801004217)，
湛江市科技攻关项目(2010C3112005)。 
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定理 B 设 ，若 0 1f C S deg 2 ，则下面四条成立：

①    2 0nP f n  ；②    P f P f ； 

③    f P f  ；④ 。   0ent f 

由于任一映射 及其逆极限空间上的转

移自映射

:f X X

f 都是映射 f 本身的提升，故映射 f 的提升

所具有的动力系统性质实际上就是 f 本身的所具有的

动力系统性质的推广。众所周知，单调性、可扩性和

拓扑传递属性都是圆周自映射的动力系统中的重要性

质。 

本文在文献[1-4]的基础上，利用映射的单调性、

可扩性和拓扑传递属性来进一步研究 deg 2 的圆周

自映射及其提升的动力学性质。因此研究圆周连续自

映射 f 的提升所具有的性质是一件有意义的工作。 

2. 预备知识 

本文中 分别表示实数集和整数集，用 表示

复平面上的单位圆周，其中 

,R Z 1S

      2e x1 2 2 π, 1, , ixS x y x y x y R R R      



 

(见文献[2,3,5])。用 表示 X 上所有连续自映射

的集合。 

 0C X

设  ,X d

0

是度量空间， 是一个同胚映

射(连续满射)，称 f 是可扩的(正向可扩的)，若存在常

数 ，使得对任意

:f X X

, ,e  x y X x y 

  y e

，存在整数(非负

整数)n，使得 d f 。   ,n nx f
1映 射 定 义 为  :E R S

 1

  2πe ,ixz E x 

,x R z S 

:

，称此映射 E 为从直线 R 到单位圆周

的覆叠投射。设 ，若存在连续映射

1S

 0 1Sf C

F R R ，使 ，则称 F 是 f 的一个提升。

而称

E F f

   1

E
F x F x  为 f 的映射度 ( x R )，记为

 deg f 。 

定义 1[6] 设 ,X X 是两个拓扑空间，π : X X 是

一个连续映射。开子集U 称为被 平均覆盖，如

果 是

X π

 1 U X

π

的一些开子集的无交并，且这些开子集

中的每一个在 的作用下均同胚于 U。 

定义 2[6] 一个连续映射 π : X X 称为一个覆叠

投射，如果对于 X 中的每一点 x，均有 x 的一个被 平

均覆盖的开邻域。此时，称

π

X 为这个覆叠投射的覆叠

空间，并称 X 为这个覆叠投射的底空间。 

定义 3 设 :f X X 为连续映射， :f X X   为

连续满射，π : X X 为一个覆叠投射，且 π πf f    
则称动力系统  ,X f 是动力系统  ,X f 的一个提升

系统，且称 f 是 f 的一个提升。 

定义 4 覆叠投射 π : X X 称为有限对一的，如

果对每个 x X ，  1π x 均为有限集。 

本文所涉及的其它概念和记号可参考文献

[2,3,5,7-12]。 

从文献[10]的定义 2.20 及注记 2.34 的证明，可知

有限对一的覆叠投射是大量存在的。 

3. 结果及其证明 

引理 1 设  0f C X ， π : X X

 
是个有限对一

的覆叠投射，满射 0f C X ，且 π πf f  。则

x X 为 f的 n 周期点当且仅当对每个  1πy x ，y
为 f 的周期点且其周期必为 n 的倍数. 

证明 设 x X 为 f 的 周期点，n   1πy x 。由

π πf f  ，得 ，于是π π n nf f  π nf y    

 πnf y x 。故   1π  nf y  x 。由于  1π x 是有 

限集且
     1

1 1: π πn
x

f x
 

  x 为双射。由离散数学 

的有关知识知  1π x 的每一点均为 nf 的周期点。从而

 1π x 的每一点均为 f 的周期点。设有某个

 y x1π ， y 为 f 的 周 期 点k   k n 。 故

   π πk kf y f y x     ，从而  kf x  x 。这与 x X

为 f 的 n 周期点相矛盾。由此也可知 y 的周期必为 n
的倍数。 

定理 1 设  0 1f C S ， 1π : X S 是个有限对一

的覆叠投射，  0f C X  ，且 π πf f  。如果

   P f P f  ，则  deg 1f  。 

证 明  由 引 理 1 知 ，     1 P fπP f  且

    π P f P f 。若    P f   π P f P f  ，则有  

    π P f P f ，而        π π P f P f  P f 。

设存在    P fy P f  ，则 y 的任意邻域均含有 

 P f 中的异于 y 的点。对于 ，不失一般性

地可假设U 是点

 1πy  y
 y 的在 X 中的任一足够小的非空开 

集，使得 π :U U
  
 U 为同胚映射，其中  U p U  。 

则 U 为点 y 的一个邻域，故 U 含有  P f 中的异于 y
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的点。由引理 1 及其证明过程知，U 含有  P f 中的

异于 y 的点。由U 的任意性知    y P f P f   ，这

与    P f P f 的条件相矛盾，于是   P f P f 。

由定理 A 知结论成立。 

定理 2 设 ， 0 1Sf C 1π : X S

X
是个有限对一

的覆叠投射，满射 ，且 0f C π πf f  。如果 

 deg 2f  ，则下面四条成立：①    02 :n n P f ；

②    



P f

 P f

P f  ；③ ；④ 。   f P  f

 P f 

 

  0ent  f 

  1 P f证 明  由 引 理 1 知 ， 且

。由定理 A 知

π

  π P f  2 0n n  。p 再

由引理 1 知，  
f

 2 :n n 0 ，

 f P f  ，

P 即结论①成立。由

定理 1 立即可知结论②成立。若   则有

 

f

 P 这与结论②相矛盾，故结论③成立。

由定理 B 知 ，由于系统

f  P f ，

  0ent f  ,X f

  0f ent f 
是系统

的一个扩充系统，故 。即

结论④成立。 

 1,S f  ent

引理 2 设 ，则1m     1,mg z z

2

z S 不含有马

蹄。 

证 明  因 为 ， 所 以1 m 1S
g id 。 由 于

，故 2  Xh g h id  0   0h g  。根据文献[3]的定理

4.1 知   m 1,g z z z
 

S 不含有马蹄。 

推论 1 设 ，则1m   1m ,g z z S z 不是扩展型

的。 

证明 设   1,mg z z z S 

  ,m

是扩展型的。根据文献

[3]的定理 1.1 知 1g z z z S 含有马蹄。这与引理

2 相矛盾。 

引理 3设 2m ，则   1,mg z z Sz  是扩展型的。 

证明 根据文献[3]的命题 1.1 知结论成立。 

推论 2 设 2m  ，则   1,mg z z S z 含有马蹄。 

引理 4 设 且 f 与 g 拓扑共轭，则 f
含有马蹄当且仅当 g 含有马蹄. 其证明可直接从定义

得到，故从略。 

 0 1,f g C S

引理 5 设 ，且 f 与 g 拓扑共轭，则 0 1,f g C S

  deg degf g 。其证明可直接从文献[5]的定理 25.4

推得。 

引理 6 设 且 f 与 g 拓扑共轭，则 f
是扩展型的当且仅当 g 是扩展型的。 

 0 1,f g C S

证明 设  0,F G C R



分别是 的任一提升，且

g 是 扩 展 型 的 。 设 是 个 同 胚 ， 且

,f g

10h C S

h f g h  。设  0H C R

,

是 h 的任一提升，故 H 是

个同胚。于是 H F G H  均是 的提升。

所以存在整数 k，使得

h f g h 
H F G H k   。由定义知，

存在 n Z ，使得      , 1 2r r   deg 1g nl G ，

r R 。由于平移是一个等距映射，故对于直线 R 上 

的任一有限区间 J，有       H k J  l H F J l G  

  l G H J  。 故    , 1r r    1n nl H G H  l F  

       0 0, 1r l1 1
1 1, 2H r r , 1r r nH G rl      

    deg 1 2 degg 1g   ，由引理 5 知 

     , 1r r 2 deg 1fnl F    ，即 f 是扩展型的。显 

然由对称性知：若 f 是扩展型的，则 g 是扩展型的。 

引理 7 设 1m   ，则   ,m 1g z z z S 不是扩张映

射.其证明直接由定义得到，故从略。 

推 论 3 设  0 1f C S 是 严 格 单 调 的 ， 若

 deg 2f  ，则 f 是扩展型的。 

证明 由引理 5、引理 6 和文献[2]的定理 2 即可得

到. 

定理 3 设  0 1f C S 是满射，n 是任意给定的正

整数，则下列条件是两两等价的： 

1) f 的逆极限 f 是可扩的； 

2) nf 的逆极限 nf
 是可扩的； 

3)  n
f 是可扩的； 

4) f 拓扑共轭于扩张映射   ,m 1g z z z S ，其中

 degm f ； 

5) nf 拓扑共轭于扩张映射   1,nmg z z z S ，其

中  m f deg ； 

6) f 是正向可扩的； 

7) nf 是正向可扩的； 

8)  deg 2f  且 f 是严格单调的，   1f S  ； 

9)  deg 2nf  且 nf 是 严 格 单 调 的 ，

  1nf S  ； 

10) f 是拓扑传递的且 f 是严格单调的，

 deg 2f  ； 

11) nf 是拓扑传递的且 nf 是严格单调的，

 deg 2nf  ； 

12) f 是完全传递的且 f 是严格单调的，

 deg 2f  ； 

13) nf 是完全传递的且 nf 是严格单调的，
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 deg 2nf  ； 

14) f 是拓扑传递的且 f 是严格单调的，

 deg f 2 ； 

15) f 是完全传递的且 f 是严格单调的，

 deg f 2 ； 

16) 是拓扑传递的且 f 是严格单调的， n
f

 deg f 2 ； 

17)    f P f  且 f 是严格单调的，   1f S  ； 

18) 且 f 是 严 格 单 调 的 ，   f P f 
1

n

 nf S ； 

19) f 是扩展型的且 f 是严格单调的，   1f S  ； 

20) nf 是 扩 展 型 的 且 nf 是 严 格 单 调 的 ，

；  n 1f S
n21) f 是拓扑双重遍历的且 f 是严格单调的，

 deg f 2 ； 

22) f 是拓扑双重遍历的且 f 是严格单调的，

 deg 2f  ； 

23 )f 是全遍历的且 f 是严格单调的，  deg 2f  ； 

24) nf 是全遍历的且 f 是单调的，  deg 2f  ； 

25) f 是拓扑弱混合的且 f 是单调的，  deg 2f  ； 

26) nf 是 拓 扑 弱 混 合 的 且 f 是 单 调 的 ，

 deg f


2 ； 

27)   1 1: , , , ,f S B m S B m
1S

是遍历的且 f 是单调

的，其中 B 为 的所有 Borel 子集组成的 代数，

m 为 Haar 测度，且  deg 2f  ； 

28) 是遍历的且 f 是严

格单调的，其中B为 的所有Borel子集组成的

   1: , , , ,nf S B m S B m
1S

1

 代

数，m 为 Haar 测度，且  deg 2f  ； 

29) f 是拓扑遍历的且 f 是单调的，  deg 2f  ； 

30) nf
 是拓扑遍历的且 f是单调的，  deg 2f  ； 

31) f 是拓扑双重遍历的且 f 是单调的，

 deg f 2 ； 

32) nf
 是拓扑双重遍历的且 f 是单调的，

 deg f 2 ； 

33) f 是全遍历的且 f 是单调的，  deg 2f  ； 

34) nf
 是全遍历的且 f 是单调的，  deg 2f  ； 

35) nf
 是拓扑弱混合的且 f 是单调的，

 deg f 2 ； 

36) f 是 拓 扑 弱 混 合 的 且 f 是 单 调 的 ，

 

37) f 是拓扑遍历的且 f 是单调的，  deg 2f  ； 

38) f 是拓扑遍历的且 f 是单调的，  deg 2f  ； 

39) nf 是拓扑遍历的且 f 是单调的，  deg 2f  ； 

40) nf
 是拓扑遍历的且 f是单调的，  deg 2f  ； 

41) f 是相对于上密度为 1 序列而言混沌的且 f 是
单调的，  deg 2f  ； 

42) nf 是相对于上密度为 1 序列而言混沌的且 f
是单调的，  deg 2f  ； 

43) f 是相对于上密度为 1 序列而言混沌的且 f
是单调的，  deg 2f  ； 

44) nf
 是相对于上密度为 1 序列而言混沌的且 f

是单调的，  deg 2f  。 

45) f 含有马蹄； 

46) nf 含有马蹄； 

47) f 的拓扑熵   0ent f  ； 

48) nf 的拓扑熵   0nent f  。 

证明 由于任两个单调映射的复合也是单调的。根

据严格单调映射 :F R R
n

的逆也是严格单调的。故 f
是严格单调的当且仅当 f 是严格单调的。显然有：

 deg 2f  当且仅当  deg f


2n  。由文献[2]的定理

2 知 1) 4)，1) 6)，1) 8)和 1) 10)。  

由定义易知 2) 1)。据引理引 5、理 7 和文献[8]

的引理 2.3 知  deg f 2 ，由文献[2]的定理 2 知

4) 1)，5) 1)。由文献[10]知 6) 1)。由文献[2]

的定理2知8) 1)。因拓扑传递性是拓扑共轭不变性，

而当



m



1



  时，则   ,mg z z



1Sz 不是拓扑传递的，

根据文献[2]的定理 2 知 10) 1)。因 f 是严格单调的

当且仅当 nf 是严格单调的，故由前面已证得的结论和

文献[2]的定理 2 知 2) 5) 7) 9) 11)。由于可

扩性是拓扑共轭下的不变性，故由文献[2]的引理 2 知

2)

 

 3)。由于  deg 2f  当且仅当  deg f 2n  ，故

4)  5)。由 n 的任意性及前面已证得的结论知

10) 12) 13)。由文献[13]知 f 是拓扑传递的当且仅

当 f 是拓扑传递的，再由前面已证得的结论知

10) 14) 15) 16)、25) 36)和 26) 35)。由于

当且仅当 m


1  时，   mg z z 的周期点集为 ，其

中

1S
1Sz ，故由文献[2]的定理 2 知 8) 17)  18)。

由推论 1、引理 3、引理 6 及前面已证得的结论知

8) 9) 19) 20)。由于当 1m  时，   mg z z 的

周期点集的闭包为 ，其中 ，故由文献[7]的系1S 1Szdeg f 2 ； 
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参考文献 (References) 知 12) 21) 22) 23) 24) 25) 26)。由于

关于复数的乘法和复数的倒数构成拓扑群，而当

    
1S

1m  时，   mg z  z 是 上的仿射映射，其中1S 1z S ，

故由文献 [14]的定理 2.1 及前面已证得的结论知

27) 28) 39)。由文献[14]的引理 5.1、引理 5.2、

定理5.1及前面已证得的结论知37) 38)、39)



  40)、

29) 37)、30) 39)、31) 22)、 21)    32)、

23) 33)、24) 34)、22) 41)、21) 42)、31)    43)

和 32) 44)。由文献[14]的引理 2.2 及前面已证得的

结论知 10) 37)和 11) 39)。因 f 是严格单调的当

且仅当



n

 

f 是严格单调的，f 的拓扑熵 ent 当且

仅当

  0f
nf 的拓扑熵 以及  0nt fen    P fn P f ，故

根据文献[3]的定理 4.1 知从条件 45)到条件 48)的各个

条件是两两等价的。根据引理 2、推论 2 和引理及

4) 6) 5) 7)知条件 45)到条件 48)的各个条件与

其前面的 44 个条件两两等价。 
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