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摘  要：本文主要研究非齐型 Morrey 空间中的 型Ca -lderon Zygmumd 算子及其交换子的有界性，从

而推广了已有结果。 
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1. 引言 

在经典调和分析中，一个关键的假设是底空间上

的测度满足双倍条件。称测度  满足双倍条件，如果

存在正常数 C，使得对任意的  supx p 


， ，

有 ，其中

0r 

    , 2 ,B x r C B x r    ,B x r dy R   

y x r : 。然而， 近几年的研究表明，当欧氏空

间 上 测度dR Radon  不满足双倍测度条件时，众多

经典的结果仍然是成立的。对  仅有假设是满足增长

性条件，即存在常数 ，使得对所有的0C dx R ，

有 0r

   0, nB x r C r               (1) 

其中 0 n d  ，见[1-4]。若对欧氏空间 赋予的

测度仅满足增长性条件，则称其为非齐型空间。

这表明非齐型空间上的调和分析理论与经典欧氏空间

及齐型空间中的研究方法是截然不同的，具体例子见

[2,3]。由非齐型空间上的分析在解决 问题与

猜想中所起的重要作用(见[2,4])，就可以看出

研究非齐型空间的重要性。发展非齐型空间上的理论

研究的动机和更多例子见[3]。 

dR

leve

Radon

Vituskin

Pain

2000 年，To 在非齐型空间上建立了一套完整

的 基 础 理 论 。 在 [1] 中 ， To 建 立 了 标 准 核

-

lsa

lsa

Calderon Zygmumd 算子的 有界，

且提出了

 0pL  p  

 MORB  空间，得到了交换子  ,T b

naka

的有界

性。随后，非齐型空间上出现了大量极具意义的研究

成果。 近Y 和T 在文献[5,6]中引入了非oshihiro a
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齐型 Morrey 空间，并得到了Ca 子

及其交换子的有界性。 

lderon Zygmumd 算

本文的主要目的是在非齐型 Morrey 空间  p
qM 

上考虑 型Ca -lderon Zygmumd 算子及其交换子的有

界性。文中出现的字母 C(可能不同)表示与变化无关

的常数。 

定 义 1 ： 线 性 算 子    T S S:   称 为  型

算子，如果满足下列条件： Cal gmumdderon Zy
(1)T 能扩张成  2L  2L  的有界线性算子； 

(2)存在定义在   , :d dx y R R x y    上的连续 

函数  , K x y

 
$K(x, y)和常数 ，使得： 0C 

(a) ,
n

K x y C x y
 

0, , d

； 

(b)对于 x x y R ，当 0 02 x x y x   时，有 

       0 0

0
0

0

, , , ,

n

K x y K x y K y x K y x

x x
C x y

x y
 

  

 
    

 

其中 是定义在  上的非负非降函数，满足  t 0,
 1

0
d

t
t

t


  ，且 ， ；  0 0     2t C t 

(c)        , d , . supTf x K x y f y y a e x pf  。 

在经典定义下，该类算子是由Y 为解决偏微

分算子而引入的， 近又有任晓芳等[7]推广到非齐型

空间并得到其相关性质。 

abuta

注 1： 型 -Calderon Zygmumd 算子是To 研究的标

准核 -

lsa

Calderon Zygmumd 算子的推广。当  t t   

时， 0 1   型算子即为标准核 Ca - lderon
Zygmumd 算子。 

本文中方体 为欧氏空间 中的闭方体，

其中心

dQ R

 p

dR

supQx 

 Q
，方体 Q 各边平行于坐标轴，其

边长记为 。对 0  ， Q 表示 Q 的 倍扩张方

体。我们记  可测的方体全体为   。 

定义 2：设 ，定义1, 1k q p     Morrey 空间

 p
qM  如下： 

      : |p q p
q loc qM f L f M          (2) 

其中  
 

   
1

1 1

| sup
q qp p q

q QQ
f M KQ f


d  


 


。 

显然，  p
qM  空间在上述范数下是 空间，

且对 ，有 

Banach

1 2 1q  p q

      
1 1

p p p p
p q qL M M M        

注 2：  p
qM  空间的定义与核函数 K 的选取无关，见

[5]。 

本文中，任给欧氏空间 中两个方体Q ，令 dR R

 
 

,

,
1

2
1

2

Q R
kN

Q R nkk

Q
S

Q





  


。其中 是使,Q RN    k2 Q R   

的 小整数 k。给定 1, n    ，我们称方体是  , 
双倍的，如果   Q   Q 。一般我们取 2,   

12d  ，特别的，令 N 是使得 是双倍方体的

小正整数，记这个双倍方体为  (方体Q 是存在的，

否则测度

2N Q

Q

 的(1.1)性质不成立)。关于 ,Q R 的更多性质

见[1]。

S

 

定义 3：令 1  是某一个固定常数，称  1
locf L  属

于  RBMO  ，如果存在常数 C，使得任给方体 Q 有 

   1
dQQ

f m f C
Q


 

           (3) 

和对任给双倍方体Q R  

    ,Q Rm f m f CS  Q R             (4) 

上式中 小的常数 C 定义为 f 的  RBMO  范数，

记为
*

f 。其中  Qm f 表示在 Q 上的平均，即 

   
1

dQ Q
m f f

Q



  。  RBMO  的定义与  的选 

取无关。 

Tolsa 证明了(3)式可以替换为下式 

   
1

1
, 1

pp

QQ
f m f d C p

Q


 
 

     
 

    (5) 

本文主要结果如下： 

定理 1：设 T 是  型 -Calderon Zygmumd 算子，

1 q p   ，则对 ，算子 T 是1k     2L,p
qM k  

空间中的有界算子。 

定理 2：设 T 是  型 -Calderon Zygmumd 算子，

 b RBMO  ， 1 q p    ，且存在 0  ，使得 

 1

10
d

t
t

t 


   ，则交换子  ,b T 在  ,p

qM k  空间上有

界。 

2. 主要结果的证明 

在证明主要定理之前，我们需要文献[7]中的如下

结论。 

Copyright © 2011 Hanspub                                                                                 PM 
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再取  2, ,k Q B x  引理 1：设 T 是 型 -Calderon Zygmumd 算子，1 p  

，则算子 T 在   pL  空间上有界。 

r ，得 

      
1

1 1

22 dd

q q
p q

R
Q Tf y y 

  定理 1 的证明：固定  , ,dB B x r R r 


0 ，且对

  2,p
qf M k L   进行分解，记 1 2f f 

1

f ，其中

1 2 2,Bf f f f f   ，故有        
11 1

,
| 2 d

n
qp pp q

q B x r
C f M B r y  


       

 
 

    
1

1 1

| , sup d
q qp p q

q QQ
Tf M k kQ Tf y


  


 


  

1 1 1 1

|
n

p q p qp
qC f M r

 
   

    | p
qC f M   

故  | p
qII C f M  。 

 
      

1
1 1

1sup d
q q

p q
QQ

C kQ Tf y y

 











 
综合 ,I II 得：    | , |p p

q qTf M k C f M  。 

定义 4：由  RBMO  函数 b 与  型 - Calderon
Zygmumd 算子 T 生成的交换子定义为：  

      
1

1 1

2sup d
q q

p q
QQ

kQ Tf y y

 











 

             
         

, ,

, dd

b

R

T f x b T f x b x Tf x T b f x

K x y b x b y f y y

  

   
  C I II  。 

首先估计 I，由算子 T 的  pL  有界性，取 2k  ， 

，得  , 2 2Q B x r B    对该交换子，任在文献[7]中得到如下结果： 

引理 2：设 T 是  型 -Calderon Zygmumd 算子， 
    

1
1 1

12 dd

q q
p q

R
Q Tf y y 

 ( )  
 b RBMO  ，则存在 0  ，当

 1

10
d

t
t

t 


   时，交 

      
1

1 1

12 dd

q q
p q

R
C Q f y y    换子  ,b T 在  pL  空间上有界，1 。 p  

定理 2 的证明：类似于定理 1 的证明，我们有如下分

解：       
1

1 1

12 d
q q

p q
Q

C Q f y y    

        1 2 1b b bT f x T f x T f x L L2   

1

， 
 | p

qC f M   
其中 1 2 2,Bf f f f f   。 

故  | p
qI C f M  。 对 ，由引理 2 知， 1L

对 II ，由增长性条件，我们首先有： 

      
1

1 1

12 dd

q q
p q

bR
Q T f y 

  
 

 
   2 2

dC nB

f z
Tf x z

z x



  

    
1

1 1

*2
2 d

q q
p q

B
C Q f y b        1

| ( ,2 ) | |
d dd

n

R B x r z x
f z z

  


      

       1
,| ,2 0

dd
n

B xR B x r
f z d 

        z  

    1

2 ( , )| ( ,2 )
d dn

r B x B x r
C f z 

     
 

    
11 1

*2
4 d

q qp q
B

C B f y b 


  
  

z    *
| p

qC f M b   

    1

( , )
d dn

r B x
C f z 

     
  所以有    1 *

| |p p
q qL M C f M b   。 z  

       
1 1

1

( , )
d ,

q qn q
r B x

C f z z B x 
   
 
 d

 

  
  




下面我们估计 ，取 ，有2L 2Q   B      b x b y b x    

     yQ Qm b m b b ，则  

    
1 1 11

| ,
n

p q q p
q r

C f M B x 
       d  

             2 2

21 22

Q QL b x m b Tf x T m b b y f x

L L

   

 

2 。 

 
1

| d
n

p p
q r

C f M 
 

     |
n

p p
qC f M r


  。 类似于 II 的估计，我们有 
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1

1 1

22 d
q q

p q
QQ

Q b x m b Tf y x    

             
1

1 1

22 | d
n

q qp pp q
q QQ

C Q f M r b x m b Tf y x 
      

         
1

1
| d

2

qqp
q QQ

C f M b x m b x
Q

 


 
     

 
   *

| p
qC f M b   

   21 *
| |p p

q qL M C f M b    在上式中用到条件(3)得：

对 ，设 i 是第 1 个满足 的正整数，则 22L  2 ,i B x  

      
   
2

dC

Q

nB

m b b y f y
y

x y





  

            1
,| 2 | |

d dd
n

Q B xR B x y
m b b y f y y 

  


      

            1
,| 2 0

d dd
n

Q B xR B
m b b y f y y 

        

            1

2 , | 2
d dn

Qr B x B
C m b b y f y 

     
   y

            
1 1

1

2 , ( , )
d d

q qq qn
Qr B x B x

C m b b y y f y 
      

   dy

        
1 1 1

1

2 2
d d |i

nq q q pn p
Q qr Q

C m b b y y f M 
 

           

           
1

1 1 11 1
1

12 2

1
| d

2
i

qn qq pp i q
q Qir Q

C f M m b b y y Q
Q

 


         


 
    
 
 

    2 d 

           

1
1 1 11 1

1

1 22 2

1
| 2

2
ii

qn q
q pp i q

q i Qr Q
C f M Q m b b y y

Q
  



         


 
    
 
 

    d d

     
1 1 11 1 12

*2
| d 2

n
q pp i q

q r
C f M r i b

 
              1

     
1

1 1 1
1 2

*
| 2 2 1

n
n qp iq p

qC f M r r i b
                 

   *
| 2

n
p i 1 p

qC f M b i r


      

又由于 i 为某一与 ,f b无关的常数(见文献[1])，经简单计算得： 

         
1 1 1

22 * *
| | 2 |

n
p p ppp q q

q q qL M C f M b Q r Q C f M b    
       

 


综合得：       *
| |p p

b q qT f M C f M b   。 

证毕。 
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