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Abstract: In this paper, we investigate an entire function of finite order share a small function with its differ-

ence and shift. Two theorems will be got, that is, if  f z  and  n f z  share  a z  CM (counting multi-

plies), then  1 f ; if  f z  and f z   share  a z  CM, then  1 f  or    f z f z   . The 

results we obtain improve some known results of Li Sheng and Gao Zongsheng in [1]. 
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摘  要：本文研究有穷级整函数  f z 与其差分算子  n f z 或移位算子  f z  计数分担一小函数

 a z 的唯一性问题。得到两个重要结论：如果  f z 和  n f z 计数分担  a z 1，则  f 。如果  f z

和  f z  计数分担  a z ，则  1 f 或    zf z f   。这些结论推广了李昇和高宗升在[1]中的结

论。 
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1. 引言与结果 

在本文中，我们使用值分布理论的基本概念和标准记号[2-5]。特别地，我们分别用记号  f 和  f 表示亚

纯函数  f z 的增长级和下级 ( 见 [5]) 。对于非常数的亚纯函数  f z ，我们用 表示满足

的量，其中例外集

 ,S r f

     , , ,S r f r f r r E  o T  0,E   具有有穷对数测度。如果亚纯函数  a z 满足

则称 为  , ,T r a f  a z  , S r f z 的一个小函数。此外，两个亚纯函数  f z 与  g z CM 分担小函数  a z 是指

f a 与 g a 的 零 点 完 全 相 同 且 有 着 相 同 重 数 。 对 于 非 零 复 常 数  ， 我 们 定 义 差 分 算 子 ：

     f z f  z f z   2n ，当 时     1n nf z f z 
   ， n N 。如果 1  ，我们采用一般的差分记号

   n nf z   f z 。 

1977 年，Rubel 和杨重骏[6]开始讨论亚纯函数与其导数分担公共值的唯一性问题，此后，关于这方面的结果
[5]层出不穷。自 2006 年以来，有大量文献涉及亚纯函数与其移动，差分的值分布性质[7-10]。人们发现，对于有

穷级亚纯函数而言，其移动和差分某些程度上类似导数，比如说，     ,m r f z c f z 有类似于对数导数引理
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的结果成立。很自然地，关于亚纯函数与其差分或移动分担值的唯一性就成为研究的新热点。近来，Heittokangas

等[11]证明了： 

定理 A 假设  f z 为级不超过 2 的亚纯函数， C  。如果  f z 和  f z  CM 分担 和 ，则存在某

常数

a C 

 使得     f z a  f z   a 。 

李昇和高宗升[1]证明了下面的结果： 

定理 B 假设  f z 为非周期超越整函数，且具有有穷级。如果  f z 和  n f z CM 分担非零有穷复数 ，则

。 

a

  f f   1 1a 

本文中，我们试图讨论  f z 与  n f z 或  f z  CM 分担小函数  a z 时的唯一性，得到下面两个定理。 

定理 1 假设  f z 为有穷级的超越整函数，  a z 为其小函数。如果  f z 和  n f z CM 分担  a z ，则

 1 f 。 

定理 2 假设  f z 为有穷级的超越整函数，  a z 为其小函数。如果  f z 和  f z  CM 分担  a z ，则

 1 f 或   f z f z   。 

2. 主要引理 

引理 1[8] 设  f z 为亚纯函数且满足   1f   ，则对于任意给定的 0  和整数 ，存在有穷线性

测度集合 ，使得对于满足

0 j k 

 1,E   0,1z r E   的所有 z，有 

      1k jk jf z f z z
      .                             (2.1) 

引理 2[12] 设  g z 为超越亚纯函数且级小于 1。令 ，则存在0h  setE  使得对于 ，有 \z C E 

   ' 0,g z g z       0,g z g z                           (2.2) 

对于满足 h  的一致成立。甚至，E 可以满足对于充分大的 z E ，  g z 在 z h   内无零点和极点。

其中，我们称平面上可数多个小圆盘的并集未一个 set  ，这些圆盘均不包含圆点，且这些圆盘所对角度的总

和为有限数。 

引理 3[13] 设  f z 为非常数整函数且具有有穷下级，  1, 2, ,j j m   为关于  f z 的小函数，则存在一个

对数密度为 1 的集合 E 使得 

     , , 0, 1, 2, ,jM r M r f j m     

同时对 成立。 ,r E r 

3. 定理 1 的证明 

不失一般性，假设 1  。首先由定理 1 的条件，有 

           e p zn f z z f z z                              (3.1) 

其中 为多项式，且 p z   deg p z f 。接下来将用反证法证明   1f   。假设 1  ，从而不难看出  p z

必为常数 c。由引理 1，对于任意给定  0 1    2 ，存在具有有穷对数测度的集合 ，使得对于满足1E

 1z r E  0,1 的所有 z，有 

     1nn f z f z z
    .                                (3.2) 

利用引理 3，存在一对数密度为 1 的集合 使得 2E

   , ,M r M r f  0

 1

，                                   (3.3) 

对 成立。显然，集合 仍然具有下对数密度 1。将(3.1)改写为可以取到一列点 使2 ,r E r  2 \E E e ki
k kz r 
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得     2 1, , \k k kf z M r f r E E  。将(3.2)、(3.3)代入上式，得到  ec o 1 ，这是矛盾的。综上所述，得   1f  ，

定理 1 得证。 

4. 定理 2 的证明 

首先由定理 2 的条件，有 

          e p zz f z z f z    ，                           (4.1) 

其中 为多项式且 p z   deg p z f  。假设 1  ，不难看出  p z 必为常数 c。由引理 2，对于任意给定

 0 1  2 ，存在 3set E  使得对于 3\z C E ，有 

    1f z f z  .                                      (4.2) 

令 4 3: ,E z z E z   1 ，则集合 具有有穷对数测度。将(4.1)改写为 4E

          k  使得       ei
k kz re 1cf z f z z f z z f z      可以取到一列点 f 2 4\k, ,k kz M r f

 1c 1

r E E  。

将(3.3)和(4.2)代入上式，得到 e 1 ，故这意味着 eo  c  ，即    z   1f f z f   。综上所述，知道 或

   f z f z   ，定理 2 得证。 
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