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Abstract: This paper studies the uniform continuity of vector function. We expand the application of com- 
parative method and “relative period” theorem, and find some new methods to judge the uniform continuity of 
vector function. In the last part, the enlarged application examples are presented to show the effectiveness of 
the methods and theorem we offer. 
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摘  要：本文研究了向量函数的一致连续问题。提出了向量函数相对周期的概念，在此基础上，给出

了向量函数一致收敛的判别方法，最后给出实际应用的例子，说明本文提出方法的有效性。 
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1. 向量函数一致连续的基本定义 

函数的一致连续是基础数学研究的一个重要概念。一元向量函数一致连续性的探究，对复变函数及运动物

理学的研究具有重要意义。在文献[1-4]中，我们研究了一元函数和多元函数一致连续判别法。本文在此基础，

研究了向量函数的一致连续判别方法。本文获得的结论进一步扩宽了这一问题的理论成果，具有理论和应用价值。 

下面给出向量函数一致连续和不一致连续的定义。 

定义 1.1. (一致连续) 设 1 2, ,n mD R D R  1: 2F D D 。若任意给定   ，存在 ，对于任意的

，当

  0  

1, DX Y   X Y 时，    F F  X Y 成立，则称 F 在 上一致连续。 1D

定义 1.2. (不一致连续) 设 1 2, ,n mD R D R  1: 2F D D 。若存在一个 0  ，对任何 ，在 中可以

找到两个向量列 

i N 1D

 ,i iS K ，
1

i i i
 S K ，但是     0i iF F  S K ，则称 F 在 上不一致连续，这里 为自

然数集合。 

1D N
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2. 向量函数一致连续的相对周期判别法 

首先将一元函数周期的概念拓展到向量函数，对于一般向量函数定义周期如下。 

定义 2.1. (向量函数的周期)设 : , :n m n
iF R R f R  R 。 

               1 2 1 2, , , , , ,m mF f f f f f f    X X X X X TX XT T  

对任意  1 2, , , n
nx x x R X  成立(其中 ix R )，则定义多元函数的周期为    1 2, , , ,n iT T T T R T 。 

例 1. 向量函数  

sin cos 2

π
, cos 2

2

sin 2 cos 2

x y

F x y x y

x y

 
 

   π
    
 
 

2π
以

 
 
 

为周期。   2,x y R

2

 

定义 2.2. (向量函数的逆映射定义) 设 。若对任意1 2 1, , :n mD R D R F D D   X ，存在映射 ，

且满足

2 1
1 : DF D 

  1F F  X X ，则称  1F  X 是向量函数  F X 的逆映射。 

定义 2.3. (向量函数广义相对周期定义) 设 : , :n m n nF R R G R R  。其中  F X 以 T 为周期。若向量函数

        1 2, , nG g g g X X X X 。 

  : n
ig R R 。X 存在逆映射  1G X ，则复合向量函数     W F GX X 的第 k 个相对周期为： 

       1 1
1 21 , , ,k k kG k G k T T T T R         T T T kn ki  

下面通过一个例题来阐释向量函数逆映射及相对周期的求法。 

例 2.  

 

2

2

2

sin cos

π
, cos

2

sin

x y

W x y x y

x y

 
 
      

  
   

 2( , )x y R

 , y

 

解：分析向量函数W x 的复合结构：     , ,y F G x yW x ，其中  

 

sin cos

π
, cos

2

sin

x y

F x y x y

x y

 
 

    
π

π


   

  

，是以


 
 

为周期的周期向量函数；  
2

,
x

G x y
y

 
  
  

，根据逆映射定义   1G G X X 易求得其存在逆映射 

 1

2
,

x
G x y

y


 

  
  

。于是由相对周期的定义求得  ,W x y 的第 k 个相对周期为 

   
 

 

 
 

   
1 1

2 2 2 2

1 π π 1 ππ
1

π 1 π π [ 1 π]
k

k k kk
G k G k

k k k k

 
       
                         

T T T  

定理 2.1. (基于广义相对周期的一致连续判别方法) 
设 : ,n mF R R : , :n n nG R R W R R  m 。  1 2, , , n

nx x x R X 。其中  F X 为 上连续的周期向量函

数且以 T 为周期，则对于复合向量函数

nR

    W F GX X ，若其存在相对周期 ，且  , , ,k k k knT1 2T TT
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inf 0k T ，则向量函数  W X 在 上不一致连续。 nR

1

0 0

,
k k

p q
q

k
p



 

 
  
 
 T TS ,且对

1

0 0

,
k k

p q
p q



 

 
   

 
 T TX ， X证明：设 kS 是W 在 上的模最大值点(波峰点)，即kT

 1, 2,
1

0 0

k k

i p
p q

,i ,qix T T
 
 
 

i n 


 

   时，必有    kW WX S 成立； kK 是  W X 在 上的模最小值点(波谷点)，

即

kT

1

0 0

,
k k

p qk
p



K
q 

 T
 
 
 

T ，且对
1

0 0

,
k k

p q
p q 

 
 
 
 T T


 X ，  , 1, 2, ,i qi

1

0 0

k k

i p
p q

x T T i n
 

 
 




 

   时，必有    kW WX K 成

立。由广义相对周期 定义 2.3.知，若kT
1

0 0

,
k k

p q
p q 

 
 
 



  T TX ，即  1 11 ,G k G  k      TX T ，且   1G G Y Y ，

所以有： 。     1 ,k  T TG kX

又因为  F X 是周期向量函数，在每个周期T 上有固定的波峰点和波谷点，设  F X 在 上的

模最大值为 ，模最小值为 ，并且 

 1 ,k k  T T

 ma
F Y

x  min
F Y

  max min
F A Y Y  (  1 , ,k k k N    Y T T  ，A 为常数)， F

因此在每个相对周期上也都有       min max
,F G F F   X Y Y 成立，且 F 在 上连续，即总可以找到这样

的向量列 

nR

 ,k kS K ，使 

             max minmax min
,k kW F G F W F G F   S X Y K X Y  

故有                      min max
0k kS KW W F F A    Y Y

 

。 

对 由, ,i N N N    inf 0k T 即 li
k

m 0k
T k N知，当 时，有

1
k i
T ，且 必有

1

0 0

, ,
k k

p qk k
p q



 

 
  
 
 S K T T ,

1
kk k i

  TS K ，但是     0k kW W A  S K ，所以函数  W X 在 上不一致连续。 nR

3. 向量函数一致连续的比较判别法 

这一节我们讨论向量函数在不同类型区域上的一致连续性的比较判别法。 

定理 3.1. 设 有界开集，函数nD R    , : m ,F G D RX X      ,F G CX X D 。 ，存在D A nRB 满

足 

    lim F aG


 
X A

X X B  

   ,F GX X 有相同的一致连续性。 (其中 a 为非零常实数)，则在集合 上D

证明：作辅助函数 

      , ;

,  .

F aG D
W

D

   


X X X
X

B X
则 

 W X 在有界闭集 D 上连续，故一致连续，因此 D 上    ,F GX X 有相同的一致连续。结论得证。 

为了下面叙述方便，我们引进下面记号。 
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   , n
r r R   B O OX X X ，    , n

rB r R     O OX X X ，  , n
r r R    B O OX X X 。 

定理 3.2. 设 向量函数  1,n
rE B R D E  O ,c

1 2, : mF G D D R  ，且满足      1, F G C DX X ，如果 

    lim F aG


 
X

X X B  

成立(其中 a 为非零常实数，B 为常值向量)，则在集合 上1D    ,F GX X 有相同的一致连续性。 

证明：首先证明如果  G X 在 上一致连续，则1D  F X 在 上一致连续。 1D

由于  g X 在 上一致连续，则有定义 1.1.得到 1D

   1 2 1 1 2 1 20, 0, , ,  ,
3

D G G
A

            X X X X X X                   (3.1) 

又     lim ,F aG


 
X

X X B 对于 0, 0,M r     当 0M X 时，有 

   
3

F aG


  X X B                                         (3.2) 

取 1 2,M M X X ，且 1 2  X X ，则根据(3.1)和(3.2)得到 

               
           

1 2 1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2                    

              

       

             
3 3 3

F F F aG aG aG aG F

F aG a G G F aG

   

        

      

  





X X X X B X X B X X

X X B X X X X B  

从而得到  F X 在 上是一致连续的。又由于 1 \n
MD R B O  F X 在有界闭集  c

ME  B O 上连续，因此一

致连续，综合上面证明，  F X 在 上一致连续。 1D

同理可证明  F X 在 上一致连续，则1D  G X 在 上一致连续，即1D    ,F GX X 具有相同的一致连续性。

结论得证：由定理 3.2 可以得到下面推论。 

推论 3.1. 向量函数 , : n mF G R R ，且满足      , nF G C RX X ，如果 

    lim F aG


 
X

X X B . 

成立(其中 a 为非零常实数，B 为常值向量)，则在集合 上nR    ,F GX X 有相同的一致连续性。 

推论 3.2. 设  1 , ,c
rD E E  B O 向量函数 1 2, : mF G D D R  ，且满足      1, F G C DX X ,如果 

1)     lim F aG


 
X

X X B , 

2) ,    ,  m
r W R  X XB O       lim F aG W


 

Y X
Y Y X  

成立(其中 a 为非零常实数，B 为常值向量)，则在集合 上1D    ,F GX X 有相同的一致连续性。 

定理 3.3. 设 ，向量函数 1 2 1 2 1 2 1 2, , , ,n nE E R E E E E E E R E E E         

 1



   ,F G CX X E E  1E。若在 上满足： 

    lim F aG


 
X

X x B . 

成立(其中 a 为非零常实数，B 为常值向量)，则在集合 上1E E    ,F GX X 有相同的一致连续性。图 1 给出了

定理 3.3.中向量函数定义域示意图。 
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Figure 1. Diagram of domain in theorem 3.3 
图 1. 定理 3.3.中向量函数定义域示意图 

 
证明：设  G X 在 上一致连续，证明1E E  F X 在 上一致连续。 1E E

因为  G X 在 上一致连续，所以 1E E

   1 2 1 2 20, ,  ,  0,  ,  
3

E E G G
A

            X X X X X X                     (3.3) 

又     lim ,
X

F aG


  X x B 对于 0,  0,M r     当 0M X 时，有 

   
3

F aG


  X X B                                  (3.4) 

取 1 2,  M M  XX ，且 1 2   X X ，则通过(3.3)，(3.4)有 

               
           

1 2 1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2                           

                          
3 3

  
3

F F F aG aG aG aG F

F aG a G G F aG

    

        

      







X X X X B X X B X X

X X B X X X X B  

所以  F X 在集合  1 ME E E B   O 中一致连续，与  G X 有相同的一致连续性，存在一个正数 使此时

集合 是一个有界闭集，所以

m

 M mB O  1E E    F X 在其中必定一致连续，所以函数  F X 与函数  G X 在集

合 上一致连续。  1E  E

同理，可以证明函数  F X 在 上一致连续，则 1E E   G X 在  1E E 上一致连续，因此，结论得证。 

推论 3.3. 设 向量函数  1 2 1 2, ,nE E R E E E   

 1, ,

, 1 2 1 2, ,nE E E R E E E      

   F G X X C E 如果 

1)    ,F GX X 在 上任何点的极限都存在； E

2) 在集合 上满足： 1E

    lim GF A


 
X

X X B  

成立(其中 a 为非零常实数， 为常值向量)，则B    ,F GX X 在 上有相同的一致连续性。图 2 给出了推论 3.3.

中向量函数定义域示意图。 
1E
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Figure 2. Diagram of domain in corollary 3.3 
图 2. 推论 3.3.中向量函数定义域示意图 

 

证明：做辅助函数： 

 
 

 
1,

;
lim ,

F E
F

F E




    X A

X X
X

X A
 

 
 

1,

lim ,

G E
G

G E




    X A

X X
X

X A
 

由定理 3.3.可知，函数    ,F GX X 在 上有相同的一致连续性，故 1E E     ,F GX X 在定义域 上有相

同的一致连续性。 
1E

4. 应用举例 

本节举例说明本文提出的判断函数一致连续定理的应用。 

例 1：定理 2.1. 应用 

讨论向量函数    2 3 2 3 2 3π
, sin cos ,3cos ,5sin

2
W x y x y x y x y

      R  
  

2在 上的一致连续性。 

解：因为向量函数  π
sin cos ,3cos ,  5sin

2
F x y x y x y

      
  

 

是周期向量函数，令 ，则据向

量函数相对周期定义解得第 k 个相对周期

 2 3,G x y

   
 
 

1 1

3 3

2 π 2 1 π
1

2 π 2 1 π
k

k k
G k G k

k k

 
  
          

T T T  

从而有 lim 0,k
k

T 即 inf 0k T ，故向量函数  ,W x y 在 上不一致连续 2R

例 2：定理 3.2. 应用 

讨论向量函数   2 3 42 4
4ln ,3 ,2 4xx

F x x x e x
x x

 
    
 

在  1 : 0,D  上的一致连续性。 

解：因为

2

2

2
4ln

lim 1
x

x
x

x
x




 ，
1 2 3

3

4 3
lim 1

3x

x x

x






 ，

4

4

2 4
lim 1

4

x

x

e x

x






 ，所以令 ，

且

 2 3 4( ) 2 ,3 ,4G x x x x

1A  ，于是有： 
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    

2

2

3 3

4

4

2 2
4ln 4 ln

4 4
lim lim 3 3 lim

4
2 4 2

T T

T

x x x

x x

x x
x

x xx

F x aG x x x
x x

x
e x e

  

 

              
                                  

O ， 

所以函数  F x 在 与函数 有相同的一致连续性。又函数1 : 0,D   G x    2 3 4,3 ,4x x x xG D 非一

致连续，所以函数  

在 上1 : 0,

2 3 42 4
4ln  3 ,  2 5xx

,F x x  x e
x x

 
 

 
在x   1D : 0, 上也非一致连续。 

例 3：定理 3.2. 应用 

讨论向量函数：     3 3, ln 6 , 4sinF x x x   x 在  1 : 0,D  上的一致连续性。 

解：因为
 3 3

lim 3
x

x

x


 ，

 
1

ln 7
lim 3

3 lnx

x

x


 ，

4sin
lim 3

4
sin

2

x

x

x


 ，所以令   1 4
, ln ,  sin
2 3

G x x x x
   
 

且 3A  ，

于是有： 

 lim ( ) ( )
x

F x aG x


  O ， 

因此，函数  F x 与函数 在 G x 1 : 0,D  上有相同的一致连续性。而函数   1 4
, ln , sin
3 3

G x x x x
   
 

在

上一致连续，所以函数1 : 0,D      3 3, ln 6 , 4sinF x x  x x 在  1 : 0,D  上一致连续。 

例 4：定理 3.2. 的应用 

讨论函数
3

4 6
3

1 1 co
( , ) sin , sin , ln

2 2

s xyx y y x
F x y x y x x e

x y xy yxy

  
       

 2在 R 上的一致连续性。 

解：因为 

4

3

36

2 3

s

1 cos1 lnsin
22

lim 1,  
in

lim 1, lim 1;
1

sin
 

xy

xyx x
y y

x
y

x y x x

y xx y e
yxyx y xy

e
xy

x y 
 

  


 
 

  

所以令   2 31
, sin , , xyG x y x y e

xy

 
  
 

1a 且 ，于是有 

     4 6 2 3

3

3

1 1sin sin2

lim , , lim sin

1 cos
ln

2

T
T

x x
xy

xy

x y

x y xy xy

F x y aG x y x y x x x y

ey x
e

yxy

 

                                       

O



 

因此，函数  ,F x y 与函数  ,G x y 在 1 : 0,D  上有相同的一致连续性.而函数  ,G x y 在定义域上不一致连续，

故原函数在定义域上不一致连续。 
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5. 结论 

本文研究了多种类型区域向量函数一致连续的判别方法，本文的结论丰富了函数一致连续性的理论结果。 
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