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Abstract: In this paper, we investigate the differential equations  
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 . Moreover, we obtained 

the relation between solutions of the two differential equations and their 1th derivatives of differential equa-
tion and small functions. 
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摘  要：在文中研究了微分方程            1
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数与小函数的关系。 
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1. 引言 

本文使用值分布理论的标准记号(见文[1])，还使用  2 f 表示亚纯函数  f z 的超级，用    f f ， 分别表

示亚纯函数  f z 的零点及不同零点的收敛指数，用  f  表示亚纯函数取小函数的点的收敛指数，以及

 2 f  [2]表示亚纯函数取小函数 的点的二级收敛指数。还使用  f 表示亚纯函数 f 的不动点收敛指数，以

及  2 f [2]表示亚纯函数 f 的二级不动点收敛指数。 
考虑微分方程： 
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z zR e R e 不恒为零，其中 , ,
jjma     

1ja , 0jc  1, , 0,1, , , 1
jj jnb b j k       ,, 为常数， j jm n a为正整数，且 0,

jjm  0.
jjnb  陈宗煊在文[3]中研究了方程(1.1) 

(1.2)的级，超级以及次正规解，并得到了以下定理： 
定理 A[3] 假设    ,j jP z Q z  0,1, , , 1j k   为关于 z 的多项式，且 deg ,j jP m deg j jQ n 。若 满足 0P

 0 max : 1,2, , 1jm m j k    ,                              (1.3) 

或者 满足 0Q

 0 max : 1, 2, , 1jn n j k    ,                               (1.4) 

那么，方程(1.1)没有非平凡次正规解，且方程(1.1)的每个解 f 的超级  2 1.f   
定理 B[3] 假设    ,j jP z Q z  0,1, , , 1j k    ，   1,2iR z i  均为关于 z 的多项式，且 deg ,j jP m  

deg j jQ n 。若满足 (1.3)或者 满足(1.4)，那么 0P 0Q

1) 方程(1.2)至多有一个非平凡次正规解 0f ，且形如      0 1 2
z zf z S e S e  ，其中 均为关于 z 的多项

式。 
1 2,S S

2) 除去 1)中可能存在的一个次正规解，方程(1.2)的其余解 f 的超级  2 1f  。 
在此基础上，我们研究了方程(1.1)和方程(1.2)的解与小函数的关系，并得到了以下结论： 
定理 1.1 假设    ,j jP z Q z  0,1, , , 1j k    为关于 z 的多项式，且 deg ,j jP m deg j jQ n 。若 满足式(1.3)

或者 满足式(1.4)。若

0P

0Q  (不恒为零)是有限级整函数，那么对于微分方程(1.1)的任一非零解 f 满足 

    .f f            2 2 1.f f      

若   1   ，还有 
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定理 1.2 假设    ,j jP z Q z  0,1, , , 1j k    ，   1,2iR z i  均为关于 的多项式，且z deg ,j jP m deg .j jQ n

若 满足(1.3)或者 满足(1.4)，那么 0P 0Q

1) 方程(1.2)至多有一个有限级解 0f ，其余所有非零解 f 有  f  。 
2) 若 (不恒等于 0f )是有限级非零整函数，那么对于微分方程(1.2)的任一无穷级解 f，满足 
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特别地，若 是级小于 1 的非零整函数且 (不恒等于 0f )，并且以下两个条件之一成立： 
1) ,   0 0max : 1, 2, , 1jm m j k m     且 m

n2)   0 0max : 1,2, , 1 .jn n j k n    且

则对于除去 1)中可能存在的有限级例外解 0f 以外的所有解 f 还有 
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事实上，当 z  时，由以上定理就能得到方程(1.1)方程(1.2)的解的不动点的一系列结论： 
推论 1.3 假设    ,j jP z Q z  0,1, , , 1j k     ,以及 j jm n 满足定理 1.1 的条件。则方程(1.1)的每个非零解 f 及

其一阶导数 f 均有无穷多个不动点，且     ,f f        2 2 1f f    。 

推论 1.4 假设    ,j jP z Q z  0,1, , , 1 ,j k      1,2iR z i  以及 ,j jm n 满足定理 1.2 的条件。则方程(1.2)的
每个非零解 f 及其一阶导数 f 均有无穷多个不动点，且     ,f f        2 2 1,f f    至多一个例外。 
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2. 为证明定理所需要的引理 

引理 2.1[3] 假设 和 G r  H r 为两个定义在  0, 内的非减实函数。 
1) 若除去一个有穷线测度的集合 E 外有    G r H r ，那么对任意的 1  ，存在 使得对所有 都有0r 0r r

   G r H r 。 
2) 若存在一个集合 E，其对数测度  lm E   ，集合 E 的对数测度  lm E 定义为 
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r E    G r H r ，那么对任意常  e  ，当 时，有1r     G r H r 。 

引理 2.2[4] 假设 0 1 1, , , ,kA A A    F (不恒为零)是有限级亚纯函数，如果  f z 是方程 
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k k
kf A f A f A f
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的亚纯解，并且 ，那么 f        f f f     。 

3. 定理 1.1 的证明 

首先证明方程(1.1)的的任一非零解 f 有  f   。假设 f 为方程(1.1)的任一非零解，由微分方程基本理

论易知 f为整函数。由文[3]定理2的证明过程知，当 满足(1.3)或者 满足(1.4)时，f为超越整函数，且0P 0Q  f  。 
令 0g f   ，那么    0 ,g f       2 0 2 1g f   和    0g f    。将 0f g   代入方程(1.1)中，

得到 
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 。注意到方程(3.1)可能具有有限级解，但 

这里仅讨论 0g f   为无穷级的解。所以接下来只对方程(3.1)的无穷级解 0g ，计算  0g 。方程(3.1)的右边项

。这是因为若 ，则易知0h  0h   是方程(1.1)的一个有限级非零解，这与定理 A 矛盾。根据引理 2.2 知，

对于方程(3.1)而言，有       g g f    ，即  f   。 0 0

下面证明    2 2 1f f     。由(3.1)式，若 为0z 0g 的 l 阶零点且 ，则 必为 的 阶零点，

并且有 
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由(3.1)式两边同除以 得到   0h z g
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所以有 
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z z
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g
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  .            (3.4) 

由对数导数引理，除去一线测度为有穷的集合 E 外，有 
 

 0
0

0

, log ,
ig

m r O rT r g
g

 
  

 
.                            (3.5) 

由于   , j jh z P Q 均为级为 1 的整函数，故当 r 充分大时， 
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    2, , , j jm r h z r m r P Q r  2 .                            (3.6) 

故，由(3.2)-(3.6)式知，当 r E 且 r 充分大时， 
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又当 r 充分大时， 
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1log , , .
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故由(3.7)，(3.8)式知，当 r 且 r 充分大时， E
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由(3.9)式结合引理 2.1 知    2 0 2 0g g  。故      2 0 2 0 2 1g g f     。所以，    2 2 0 1f g     。 
下面证明  f    。令 1g f   ，那么有      1g f f     ，      2 1 2 2 1g f f     和

  1g f     。对方程(1.1)的两边微分，得到 

                   

     

1
1

1 1 1 1
1

0 0        0.

k
k k iz z z z z z

k k i i i i
i

z z

f P e Q e f P e Q e P e Q e f

P e Q e f


  

   




            
     
 


      (3.10) 

又由方程(1.1)得到 
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将(3.11)式代入(3.10)式得到 

           
   

 

         
         

   
 

0 01
1 1

0 0

0 01

1 1
1 0 0

        0.

z z

k kz z
k k z z

z z z z
i ik

iz z z z
i i i i z z

i

P e Q e
f P e Q e f

P e Q e

P e Q e P e Q e

P e Q e P e Q e f
P e Q e



 
  

 


 

  


   
   

 
 
                   
  
 

 

,

  (3.12) 

将 1 1,f g f g        代入式(3.12)，得到 

           
   

 

         
         

   
   

0 0 1
1 1 1 1

0 0

0 0 1 12
1

1 1 1
0 0 0

.

z z

k kz z
k k z z

z z z z
i ik

z z z z
i i i i z z

i

P e Q e
g P e Q e g

P e Q e

P e Q e P e Q e

P e Q e P e Q e g S z
P e Q e




  

 
 

 
  



   
    

 
 

                    
  
 



 (3.13) 

其中 
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             
   

 

         
         

   

0 0 1
1 1

0 0

0 0 1 12
( )

1 1
0 0 0

       .

z z

k kz z
k k z z

z z z z
i ik

z z z z i
i i i i z z

i

P e Q e
S z P e Q e

P e Q e

P e Q e P e Q e

P e Q e P e Q e
P e Q e

 






  

 
 

 
  



   
    

 
 

                   
  
 



 

先证明   0S z  。假设   0S z  ，也即 

                       

              

 

1
0 0 0 0 1 1 0 0

2

0 0 1 1 0 0
0

                                     

                                      

k kz z z z z z z z
k k

k
z z z z z z

i i
i

z
i i

P e Q e P e Q e P e Q e P e Q e

P e Q e P e Q e P e Q e

P e Q

 



   
 


 

 


               
      






               
1 1 0 0 0.iz z z z z

i ie P e Q e P e Q e   
 

      
 





  (3.14) 

以下分两种情况进行证明：1) 满足式(1.3)。2) 满足式(1.4)。 0P 0Q

1) 满足式(1.3)时，取 ，由(3.14)式易得到(3.14) 0P  0,z r r  

式左边关于 ze 的最高次项 
0

0

22
0 0.m r

ma e                                        (3.15) 

得到 

00 0.ma                                            (3.16) 

这与  0
zP e 的定义矛盾。 

2) 满足式(1.4)时，取 ，此时，(3.14)式左边关于0Q  0,z r r    ze 的最高次项 0
0

22
0 0n r

nb e  。这与

0 zQ e 的定义矛盾。 
综合 1)和 2)两种情况可知   0S z  。由引理 2.3 可知，      1 1g f g       。 
下面证明    2 2 1f f      。由之前已证得   0S z  。且由式(3.13)知，若 为0z 1g 的 l 阶零点且 ，

则 必为 的 阶零点，有 
l k

0z  S z l k

 1 1

1 1, , ,N r k N r N r
1 .

g g S

    
           z

                             (3.17) 

由(3.13)式两边同除以 得到   1S z g

 
 

         
   

 

         
         

   
 

1
0 01 1

1 1
1 1 10 0

0 0 1 12
1

1 1
0 10 0

1 1

.

z zk k
z z

k k z z

z z z z
i i ik

z z z z
i i i i z z

i

P e Q eg g
P e Q e

g S z g gP e Q e

P e Q e P e Q e
g

P e Q e P e Q e
gP e Q e

 


  

 
 

 
  



     
      

    
                            



  (3.18) 

所以有 
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            

       
   

1 1

0 11

0 01

1 1 0 0

1 1, , 2 , ,

               , , .

k k
z z z z

j j j j
j j

z zik

z z
i

m r m r m r P e Q e m r P e Q e
g S z

P e Q eg
m r km r

g P e Q e

 
 

 






                   
     

        
 

 


      (3.19) 

由对数导数引理，除去一线测度为有穷的集合 外，有 1E

 
 1

1
1

, log ,
ig

m r O rT r g
g

 
  

 
.

z 

                                (3.20) 

由于 均为级为 1 的整函数，故当 r 充分大时，           , ,z z z
j j j jS z P e Q e P e Q e  

            2 21, , , , ,z z z z
j j j jT r r m r P e Q e r m r P e Q e r

S z
             

2 . 
            (3.21) 

由对数导数引理，除去一线测度为有穷的集合 外，有 2E

     
    0 0

0 0

,
z z

z z

P e Q e
m r O r

P e Q e





   
 

 
 

log .                            (3.22) 

由(3.17)-(3.22)式可知 

       2
1 1

1

1, , log log ,T r g k N r O r O r O rT r g
g

 
    

 
.                  (3.23) 

又当 r 充分大时， 

    1
1log , , .
2

O rT r g T r g 1

2

                               (3.24) 

由(3.23) (3.24)式得到，当 1r E E  且 r 充分大时， 

    2
1

1

1 1, , l
2

T r g k N r O r O r
g

 
   

 
og .                             (3.25) 

由(3.25)式结合引理 2.1 知，        2 1 2 1 2 2 1g g f f       。立刻得到，    2 2 1f f      。 

4. 定理 1.2 的证明 

假设 f 为方程(1.2)的任一解，由微分方程基本理论易知 f 为整函数。方程(1.2)至多有一个有限级整函数解 。

这是因为假设 为方程(1.2)的另一个有限级整函数解，即

0f

1f  1f  ，则  1 0f f   

0f

。而 为对应的齐

次方程(1.1)的解，则与定理 A 矛盾。故方程(1.2)至多有一个有限级例外解 。所以，方程(1.2)的解至多除去一

个有限级例外解 ，其余任何解 f 有 。 

1f f 0

0f  f  

接下来证明方程(1.2)的的任一无穷级解 f 有  f   。令 0g f   ，那么 ， 
和

   0g f   

   2 0 2 1g f     0g f     。将 0f g   代入方程(1.2)中，得到 
             1

0 1 1 0 0 0 0 .k kz z z z
k kg P e Q e g P e Q e g T z 
 

                           (4.1) 

其中                   1
1 2 1 1 0 0

k kz z z z z z
k kT z R e R e P e Q e P e Q e   
 

             
 

 。注意到方程(4.1)可能
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具有有限级解，但这里仅讨论 0g f   为无穷级的解。所以接下来只对方程(4.1)的无穷级解 0g ，计算  0g 。

我们断言   0T z  ，这是因为若 ，则易知 T z  0f  是方程(1.2)的一个有限级非零解，这与之前所知方程(1.2)
至多有一个有限级例外解 0f 矛盾。根据引理 2.2 知，对于方程(4.1)而言，有        0 0 0g g g f       。

即  f   。 
下面证明     1f f  。 2   2

已证得   0T z  ，由(4.1)式，若 为 0g 的 l 阶零点且 ，则 必为l k 0z  T z 的 阶零点，并且有 l k0z

 0 0

1 1, , , 1 .k N r N rN r
g g T z

    
             

                              (4.2) 

由(4.1)式两边同除以 得到   0gT z

 
 

   
 

   
1

0 0
1 1 0 0

0

.
k k

z z z
k k

g g
P e Q e P e Q e

g


 

 

 
              

 0 0

1 1
g T

z

z g
            (4.3) 

所以有 

      
 1

0

0 00 0

1 1 , , .
ik k

z z
j j

j i

g
m r m r P e Q e m r

g T z g




 

   
                

 , ,m r                   (4.4) 

又由对数导数引理，除去一线测度为有穷的集合 E 外，有 

 
 0

0
0

, log ,
ig

m r O rT r g
g

 
  

 
.                                  (4.5) 

由于   , j jT z P Q 均为级为 1 的整函数，故当 r 充分大时， 

    2, , , j jm r T z r m r P Q r  2 .                                 (4.6) 

r E 且 r 充分大时， 故，由(4.2)-(4.6)式知，当

     2
0 0

0

1, , log , .g k N r O r O rT r g
g

 
   

 
T r                       (4.7) 

又当 r 充分大时， 

    0
1log , , .
2

O rT r g T r g 0                                  (4.8) 

故由(4.7)，(4.8)式知，当 r 且 r 充分大时， E

   2
0

0

1 1, ,
2

T r g k N r O r
g

 
  

 
.                                 (4.9) 

   2 0 2 0g g  。故      2 0 2 0 2 1g g f     。所以，    由(4.9)式结合引理 2.1 知 2 2  1f f    。 
下面证明    f   。 
假设 f 为方程(1.2)的任一解，那么至多除去一个有限级例外解 0f ，其余任何解 f 有 。且之前已证

得

 f  

 f   ，现在计算  f   。 
令 1g f   ，那么有      1g f f     ，      2 1 2 2 1g f f     和   1g f     。对方

程(1.2)的两边微分，得到 
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                   

           

1
1

1 1 1 1
1

0 0 1 2        .

k
k k iz z z z z z

k k i i i i
i

z z z z

f P e Q e f P e Q e P e Q e f

P e Q e f R e R e


  

   


 

            
        
 


       (4.10) 

又由方程(1.2)得到 

               
1

1 2
10 0

1 .
k

k iz z z z
i kiz z

i

f R e R e f P e Q
P e Q e







          
 e f 

             (4.11) 

将(4.11)式代入(4.10)式得到 

           
   

 

         
         

   
 
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 


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  






   
   

 
 
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

 
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2

0 0
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z

z z

R e

P e Q e





  



   (4.12) 

将 1 1,f g f g ,        代入式(4.12)，得到 

           
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  (4.13) 

其中 
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下面证明   0R z  。假设 ，也即   0R z 

                     
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
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    

                
      


  


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    (4.14) 

以下分两种情况进行证明： 
1) ，  0 0max : 1, 2, , 1jm m j k m   且 m

n

m

2) 。  0 0max : 1,2, , 1jn n j k n    且

1) 时，取 0 0max : 1, 2, , 1jm m j k m   且   0,z r r   。 
z情形 1：若 ，则(4.14)式左边关于0m m e 的最高次项    0

0 00 0 0 0m m r
m m m ma a m a a m e   。得到 。这与

矛盾。 
0m m

0m m

情形 2：若 ，则(4.14)式左边关于0m m ze 的最高次项 0
0

22
0 0m r

ma e  。得到
00 0ma  。这与  0

zP e 的定义矛盾。 
由情形 1，2 可知：   0R z  。 
2) 且 时，取 0 max : 1,2, , 1jn n j k    0n n   0,z r r    ，接下来的证明方法和 1)一样。由 1)和

2)可知，   0R z  。再结合引理 2.2 可得到  f    。 
下面用证明    2 2 1f f     的方法可以同样证明得到    2 2 1f f      。 
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