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摘  要 

半正定优化是一种非常重要的数学方法，有着广泛的应用。最近两年的研究表明，半正定优化可以用来

求解量子力学中的非谐振子问题。本文对此展开研究，以一个一般的多项式势函数为例，表明半正定优

化可以求解量子力学中具有一般多项式形式的势函数问题。本文介绍如何将量子力学问题转化为半正定

优化问题，并给出数值结果。 
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Abstract 
The semi-definite programming is a very important mathematical method with a wide range of 
applications. Recent studies in the last two years have shown that the semi-definite programming 
can be used to solve quantum anharmonic oscillators. In this paper, we study a quantum problem 
with a general polynomial potential. We describe how to transform a quantum mechanical problem 
into a semi-definite programming problem and gives numerical results. The results show that this 
method can be used to solve quantum mechanical problems with a general polynomial potential. 
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1. 引言 

半正定优化是一种非常重要的数学方法，它是凸优化的一个分支，具有重要的理论和实践意义。主

要思想是将线性规划和相关可行性集推广到决策变量为对称矩阵的情况，并且不等式被理解为半正定矩

阵。半正定优化在应用数学和工程等几个领域有着重要的应用。最近，该方法被应用到量子场论中的共

形 bootstrap (自举)中去[1] [2] [3] [4]，获得了迄今为止精度最高的三维伊辛模型的临界系数[5] [6]。共形

bootstrap 是量子场论中的一种非微扰方法，可以处理一般参数区间的问题，因而摆脱了微扰方法只能处

理小参数区间的限制。它的思想非常简洁：只需要使用量子理论的最基本假设来构建系统的自洽条件，

求解这些自洽条件便可获得系统的解。虽然原理很简单，但是具体求解这些自洽条件是很困难的，半正

定优化的引入给 bootstrap 方法带来突破性的进展。 
最新的研究表明，该方法可以进一步用来处理量子力学问题[7] [8] [9]，比如求解量子非谐振子的能

谱[10]-[25]。量子非谐振子是原子分子物理、凝聚态物理、量子场论以及数学物理中的重要研究对象，具

有广泛的应用。量子非谐振子能级的精确求解一直都是一个重要的问题，在解析方面通常采用各种微扰

方法[26] [27]来进行求解，但是对于强耦合的情形，微扰理论无法处理，因此通过数值求解微分方程来获

得量子非谐振子的数值解也是一种常用研究方法。 
本文将进一步研究半正定方法在量子力学中的应用。我们以一个具有任意耦合参数的多项式势函数

为例，将其转化为一个 bootstrap 问题，最终使用半正定方法来求解其能谱。研究结果表明，半正定方法

可以处理具有一般多项式形式的势函数问题。 
我们使用半正定优化算法研究了量子力学系统的能量本征值问题，即寻找所构造的 bootstrap 矩阵的

最小特征值问题。研究中我们使用 mosek 求解器进行求解，通过固定系统的能量将所有的约束线性化，

表明可行性问题呈现为一个优化问题。本文的结构安排为：在第 2 部分介绍了 bootstrap 方法的具体实现

过程，在第 3 部分使用 bootstrap 方法构造出一般的量子力学模型的 bootstrap 矩阵，将物理问题转化为半

正定优化问题，第 4 部分是将一般模型所得到的数值结果进行展示，第 5 部分是总结。 

2. 数值 Bootstrap 方法 

数值 bootstrap 是一种非微扰方法，模型的收敛能谱完全从自洽性条件中获得，这些自洽性条件只依

赖于量子理论的基本特性，不涉及任何微扰因素。本文将沿用文献[15]的记号来简单介绍数值 bootstrap
的算法。 

数值 bootstrap 方法的核心可以总结为 3 个步骤：1) 选择算子并由约束条件获得递推公式，2) 对算

子施加正定约束从而获得 bootstrap 矩阵，3) 选择搜索空间，并使用半正定优化寻找满足条件的解集。在

这一部分的描述中，我们采用普朗克常数设为 1= 的常用约定，并使用量子力学的狄拉克态矢描述，该

描述将量子力学问题转化为了数学中的希尔伯特空间问题，可参见教材[28]。 
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2.1. 递归方程 

我们在本文中处理量子系统的能量本征值问题，可以将其转化为检验对称矩阵是否为正，如果所构

造的矩阵是厄米矩阵，则其正定的条件等价于矩阵的最小特征值为正，我们通过考虑矩阵最小特征值作

为原始变量的函数来检验正定性，因此定义了一个优化问题。 
对于一个给定的哈密顿量的量子力学系统： 

( )
2

2
pH V x= +                                      (1) 

在能量本征态中，哈密顿量 H 和任意算子α 都满足以下两个恒等式，在下文的描述中省略了 ψ ，

假设接下来所处理的是具有能量 E 的任意能量本征态： 

H H Eα α α= =                                    (2) 

[ ] [ ], , 0H Hα ψ α ψ≡ =                                  (3) 

其中使用了简略记号 ψ ψ⋅ = ⋅ ，将算符 nxα = 和哈密顿量带入以上两式，得到： 

( ) 2 11 2 0n nn x + i x p− −− =                                  (4) 

( )2 2 2 0n n nx p + x V x E x− =                               (5) 

将算符 nx pα = 和哈密顿量带入(2)式，不断运用对易关系 [ ],x p i= 我们得到如下方程： 

( ) ( )2 1 21 2 2 0n n nn n x p in x p + i x V x− − ′− − − =                          (6) 

令(4) (5)两式中的 1n n= − ，得到关于 2nx p− ， 1 2nx p− 的表达式，并带入方程(6)，消去方程中的动

量算符，得到关于 x 的幂的期望值和能量 E 之间的递归关系： 

( )( ) ( ) ( )3 1 11 2 8 8 4 0n n n nn n n x n x V x nE x x V x− − −− − − + − =′                    (7) 

由以上递归方程出发，代入对应的量子力学势函数，我们便可以构造相应的递归方程。 

2.2. Bootstrap 矩阵 

取 k 个算子 ( )0,1, , 1nx n k= − ，我们定义如下单算符： 
-1

0

k
n

n
n

Õ C x
=

= ∑                                          (8) 

其中 nC 为一系列常数，在实际计算中，可以取为 1。任意算子Õ 和能量本征态 ϕ 都满足 positivity 约束

条件： 
† *0 m n

m n
mn

Õ Õ C x C+≤ =∑                                   (9) 

由以上不等式，矩阵可表示为以下形式，此矩阵称为汉克尔矩阵。 
m n

mnM x +=                                        (10) 

Positivity 约束条件限制 bootstrap 矩阵必须为半正定矩阵，这对算子的期望值有很强的约束作用，

bootstrap 矩阵表示为如下形式： 
† † †
0 0 0 1 0
† † †

1 0 1 1 1

† † †
0 1

k

k
x

k k k k

Õ Õ Õ Õ Õ Õ
Õ Õ Õ Õ Õ Õ

M

Õ Õ Õ Õ Õ Õ

 
 
 =  
  
 





   



                              (11) 
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其中算符 iÕ 是算子Õ 的组成元素(子算符)。在 bootstrap 矩阵中，随着 k 值(也称为矩阵的深度)的增大，

约束会变得越强，哈密顿量的能谱就会进一步的收敛。 
同样也可以定义如下双算符： 

0 0
:

X PK K
m n

mn
m n

O c x p
= =

= ∑∑                                 (12) 

然后根据(9)~(11)的步骤构造相应的 bootstrap 矩阵。 

2.3. 搜索空间 

最后一步是设定搜索空间，确定搜索参数和优化目标后，半正定优化将排除不满足约束(9)的参数值。

当深度 k 足够大时，剩余的参数空间将是一个极小的邻域，可视为一个数据点，该点就是量子系统的离

散本征值。对于二次多项式模型搜索空间只有 E 一个变量，在四次多项式中最小化搜索空间为{ }2,E x ，

对于本文的模型，最小化的搜索空间为{ }2 4 6 8, , , ,E x x x x ，其中 E 为非线性变量，其余为线性变量。可见

随着多项式次数的增加，搜索空间中矩序列 mx 的次数会相应增加。 

3. 模型 

本文选取了一个以一般多项式为势函数的量子力学模型： 
2

2 4 6 8 10

2
pH gx x x x x= + + + + +                              (13) 

这里耦合参数 g 代表着“质量”项。在谐振子极限下 g →∞，系统的基态能量接近简谐振子的值 2g 。

在 0g → + 系统表现出强的非谐性。应用上文中提到的 bootstrap 算法，可得该模型在单算符情况下的

bootstrap 矩阵(g = 1)： 
2 4

2 4 6

2 4 6

4 6 8

4 6 8

2 4 6 8
6 8

1 0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0

0 0 0

2 50 0 0
6 3 2 3 6

x

x x
x x x

x x x
x x xM

x x x
E x x x xx x

 
 
 
 
 
 =  
 
 
 − − − −
 
  













      

                  (14) 

同理，其双算符情况下的 bootstrap 矩阵如下(g = 1)： 

2 6 8
4

1 0

5 4 20
3 3 3 3xp
E x x xM x

 
 
 = − − − − 
  
 





  

                          (15) 

4. 结果分析 

图 1 是利用 bootstrap 半正定优化算法处理的模型(13)的能级收敛数据。取(13)式中的 g = 1，构造(14)
式所示单算符 bootstrap 矩阵，通过调整矩阵的深度 k，对模型进行半正定优化，得到图 1 所示的图像。

当深度 k = 8 时，基态与激发态已经分离，但分辨率较低。当深度增加到 k = 9 时，基态的范围进一步缩
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小，随着 k 值的增加，基态能量会变为离散的数据点。在实际计算中，我们采用的是双算符的 bootstrap
矩阵构造，这样的计算效率更高。 
 

 
Figure 1. Semi-definite optimization data with different depth k in the case of 
single operator with g = 1 
图 1. 在 g = 1 时单算符情况下，不同深度 k 的半正定优化数据 

 

Table 1. Semi-definite optimization data for the single operator matrix of 
model (16) with g = 1 
表 1. 在 g = 1 时模型(16)的单算符矩阵的半正定优化数据 

g = 1 n = 1 n = 2 

k = 6 0 ≤ E  

k = 7 0.870871 ≤ E  

k = 8 0.870871 ≤ E  ≤ 1.23123 2.7027 ≤ E  

k = 9 1.13113 ≤ E  ≤ 1.23123 2.7027 ≤ E  

数值常微分方程 1.14707 4.10552 

 
表 1 给出了图 1 中数据的范围，并与数值常微分方程所求的结果进行了比较，发现两者具有很好的

一致性，说明半正定优化算法可以求解量子力学中具有一般多项式形式的势函数问题，因此物理问题也

就转化为了数学问题。表中总结了 6,7,8,9k = 时的数据收敛范围，可以看出随着 bootstrap 矩阵深度 k 的

增加，数据在不断收敛，k 值继续变大，数据范围就会变小，甚至趋于点状。 
我们对模型(13)在一般参数区间下的能谱进行了数值 bootstrap 计算，所得的结果展示在图 2 中。图 2

是利用半正定优化算法处理双算符够造的 bootstrap 矩阵，相对单算符构造的 bootstrap 矩阵双算符矩阵具

有更强的约束作用。图 2 中展示了由 bootstrap 获得的基态能量随着耦合参数 g 的变化，其中的实线为简

谐振子的基态能量。可以看出，在 g 值很小的时候，非简谐项的作用很强，模型(13)的基态能量远远地偏

离简谐振子的情况。而随着 g 值的增加，简谐项的作用变强，最终模型(13)的基态能量接近简谐振子的值。 
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Figure 2. Semi-definite optimization results of the general coupling parameter 
g in the case of double operator matrix 
图 2. 双算符矩阵情况下，一般耦合参数 g 对应的半正定优化结果 

 
由图 2 中优化结果可以看出，半正定优化算法具有非常吸引人的数值性质，最终的 bootstrap 结果几

乎收敛到一个数据点。Bootstrap 方法最终依赖于半正定优化算法，最终的计算由计算机完成，只需要手

动改变 bootstrap 矩阵的深度，使用半正定优化算法处理量子力学系统的能量本征值，相比于微分方程的

数值积分方法或其他近似方法来获得数据方便很多。 

5. 结论 

本文考虑了一个具有任意耦合参数的多项式势函数的量子力学问题，给出了将其转化为数值

bootstrap 问题的方法，最后应用半正定方法求解了其能谱。本文的结果表明，半正定方法可以方便地求

解这种类型的问题，对于具有一般多项式形式的势函数问题同样适用。数值 bootstrap 方法在内核上是一

个非微扰问题，只是需要用半正定优化方法来数值实现这个非微扰问题，这在根本层面上区别于传统的

微分方程的数值积分方法。 
半正定优化所得到的结果是令人兴奋的，只需要手动地调整 bootstrap 矩阵的深度，就可以搜索到系

统的能谱，其他的过程都由计算机完成，并且搜索非常高效，因此半正定优化算法可以方便地应用到众

多领域。在本文的搜索中主要对系统的能量和矩中进行了搜索。如果在递归中存在许多未知的矩，则在

高维空间中进行自举方程和约束解的搜索时，就会变得非常低效，因此这是需要改进的。 
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