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摘  要 

本文旨在探讨函数极限的概念及其求解方法。首先介绍了函数极限的基本概念，然后详细讨论了常用的

求函数极限的方法，包括代入法、抓大头法，两个重要极限，取对数法，洛必达法则和泰勒展开式。最

后通过具体的例题，展示了如何运用不同的方法求解函数极限。 
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Abstract 
This article aims to explore the concept of function limits and their solution methods. Firstly, the 
basic concept of function limits was introduced, and then the commonly used methods for finding 
function limits were discussed in detail, including the substitution method, the grasping method, 
two important limits, the logarithmic method, the Lopida rule, and the Taylor expansion. Finally, 
through specific examples, it was demonstrated how to use different methods to solve function 
limits. 
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1. 引言 

函数极限在数学和科学领域中具有重要的意义和研究价值。首先，函数极限是分析数学的基础，它

帮助我们理解函数在趋近某一点时的行为，为我们提供了一种精确描述函数局部性质的工具。通过研究

函数极限，我们可以深入理解函数的连续性、导数和积分等重要概念，从而建立起数学分析的理论框架。

总之，函数极限的重要性在于它是数学分析的基础，具有广泛的应用价值，对于理论研究和实际问题都

具有重要意义。通过深入研究函数极限，我们可以更好地理解自然现象、优化工程设计、提高计算效率，

推动科学和技术的发展。本文将从函数极限的定义出发，系统地介绍了常用的求解方法，并通过一个例

题展示了这些方法的应用，并且利用一些方法对于高中知识进行了一个拓展，结合作者学习的经验给予

读者一个学习建议。 

2. 函数极限的定义和性质 

设函数 ( )f x 在点 a 的某个去心邻域内有定义，如果存在一个实数 L，对于任意小的正实数 ε ，都存

在另一个正实数δ ，使得当 0 x a δ< − < 时，就有 ( )f x L ε− < 成立，那么就称 L 是当 x 趋于 a 时函数 ( )f x  
的极限，记作 ( )lim

x a
f x L

→
= 。 

换句话说，对于任意给定的 0ε > ，存在对应的 0δ > ，使得当函数自变量 x 满足 0 x a δ< − < 时，就

有 ( )f x L ε− < 成立。这意味着当 x 足够接近 a 时，函数值 ( )f x 就会足够接近 L。这个定义描述了函数

在某一点的极限，即当自变量趋于该点时函数的取值趋于的确定值。 

3. 求函数极限的方法 

3.1. 直接代入法 

直接代入法是求函数极限最直接的方法之一，即直接将自变量替换为极限的值，计算函数的取值。

如果函数在该点连续，则代入法可以直接得到极限的值。原理：通过代数运算，将复杂的函数化简为简单

形式，然后直接求解极限。适用条件：适用于基本的函数极限求解，对于简单的函数具有一定的适用范围。 

例 1. ( )
2

2
3 2 1
2 3
x xf x
x x
− +

=
+ −

求当 2x → 时，函数 ( )f x 的极限 

我们可以直接带入 2x = ，得到 ( )
2

2
3 2 2 2 1 92

72 2 2 3
f × − × +

= =
× + −

 

优点：简单易懂，适用范围广。 
缺点：对于复杂的函数极限，直接代入法往往不够有效，求解过程繁琐，不易得到结果。 

3.2. 抓大头法求极限 

针对题型：分式极限 A/B 且分子、分母趋向于无穷大。原理：在计算一个关于指数函数或幂函数的
∞
∞

型极限时，通常采用的方法是找到分子分母的“大头”，或者说变化最快的部分，分子分母其他的部分

可省略。适用条件：关于指数函数或幂函数的
∞
∞

型极限。 
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方法：分子和分母中分别抓取出最大的一项或同一个数量级的几项。 

例 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

5 4 5 4 3

5 5 4 3

2

2

1 3 1 5 1 20 1
lim lim lim lim

3 2 1 3 2 10 3 2 80 3 2

60 1 120(1 ) 120 1lim lim lim
1920(3 2 ) 1920 32480 3 2

x x x x

x x x

x x x x x

x x x x

x x
xx

→∞ →∞ →∞ →∞

→∞ →∞ →∞

+ + + + + +
= = =

+ + + + +

+ +
= = = =

++

 

说明：先从分子和分母中保留最大的一项或同一个数量级的几项，发现 x →∞时分子和分母满足
∞
∞

型，可利用洛必达法则将分子和分母同时进行求导，进而求得极限值。 

3.3. 根式有理化求极限 

针对题型：表达式中含有根号的极限。原理：利用根式有理化将带有根号的式子进行简化，从而简

化计算。适用范围：带有根号的式子或分式。 
方法：凑成分式 A/B，分子和分母同时乘以平方差公式的另一半。 

例 

( ) ( )( )

( )

2 2

2

2

2 2

2 2

9 1 3 9 1 3
lim 9 1 3 lim

9 1 3
9 1 9 1 1lim lim lim

619 1 3 9 1 3 9 3
²

x x

x x x

x x x x x
x x x

x x
x x x x

x x x x
x

→∞ →∞

→∞ →∞ →∞

+ − + +
+ − =

+ +

+ −
= = = =

+ + + + + +

 

说明：观察分式中的根式，再进行平方差知识进行求解。 
不过，虽说“有理化”的方法应对根号问题的能力很强，但有时候用等价无穷小等方法可能会更简 

单，比如当你遇到 1 1x+ − 这种形式，你在想到有理化之前，应该意识到它跟
2
x
是 0x → 时的一对等价 

无穷小。所以当做题熟练以后，不能对方法不加选择，而是要有一个整体思路，怎么简单怎么来。 

3.4. 无穷小乘以有界函数求极限 

针对题型：表达式中出现明显的有界函数。原理：我们可以确定一个符合条件的有界函数在此无穷

小的自变量变化情况下无论是否有其极限，其与无穷小的乘积必然存在极限为 0 (左右极限分别分析，可

知必相等)。适用条件：有界函数与无穷小的乘积。 
如 sin、cos、arcsin、arccos、arctan、arccot。 
方法：无穷小乘以有界函数 = 无穷小。 

例 ( )
1

1lim 1 cos
1x

x
x→

−
−

当 1x − 时， 1 0x − → ，
1cos

1x −
为有界函数 

11 cos 1
1x

− ≤ ≤
−

，故 ( )
1

1lim 1 cos 0
1x

x
x→

− =
−

 

说明：无穷小量和有界函数的乘积仍是无穷小量。 

3.5. 等价无穷小求极限[1] 

针对题型：含有等价无穷小特例的题目。原理：所谓等价无穷小就是两个无穷小商的极限是 1，所

以用无穷小替换就是相当于乘以一个极限值为 1 的函数，根据极限的四则运算，乘积的极限等于极限的

乘积，因此在乘积的因式可以用等价无穷小的替换，极限值不改变。适用条件：求函数乘积的极限。 
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方法：在乘除法中，使用等价无穷小。常见的等价公式有：sin ~x x ，tan ~x x ，arcsin ~x x，arctan ~x x ，

( )ln 1 ~x x+ ， e 1 ~x x− ， 1 ~ lnxa x a− ， 211 cos ~
2

x x− ，n 次根号下 ( )1 1 ~ xx
n

+ − 。注意：无穷小才有

资格去等价。 

例 
( )

( )

3 2

20 0 02

e 1 arcsin 2 3 2 6 3lim lim lim
11 cos 4 484
2

x

x x x

x x x x
x xx

→ → →

− ⋅
= = =

−
 

说明： 0x → 时， 3e 1 ~ 3x x− ， ( )211 cos4 ~ 4
2

x x− ， arcsin 2 ~ 2x x ，利用等价无穷小求解。 

易错点：在加减中的式子，你用等价无穷小替换的时候不是一个等价的变换，改变了以前的式子，

很多时候得到错误的结果就不足为奇了。 

经典错解示例：

2 2

0 0 0

1 1sin sin sin
1lim lim lim sin 0

x x x

x x
x x x

x x x→ → →

    
          = = = 

 
 

错误分析：上述错误解法所用的理论知识为等价无穷小替换原理，若
( )
( )

lim
x a

f x
A

H x→
= ，则

( )
( )

lim
x a

g x
A

H x→
= 。

证明：
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

lim lim lim lim lim
x a x a x a x a x a

g x f x g x f x g x f x
A

H x H x H x H x H x H x→ → → → →

 
= ⋅ = ⋅ = = 

  
。 

分析：上述证明过程要求函数 ( )f x 在点 a 的某邻域内不能为 0，如果为 0，那么上述证明过程失效，

而在前面的错误解法中，不少学生忽略了这一点，对分子直接使用等价无穷小替换，从而计算错误。而 

对于上述题目的分子，当 ( )1 , 1, 2, 3,x k
k

= = ± ± ±
π

 时， 2 1sin 0x
x

 ⋅ = 
 

。 

正确解法：由于 sin x x< ，所以 2 21 10 sin sin sinx x
x x

    < <    
    

，故有 

2 21 1sin sin sin
0

x x
x x

x x

    
        < < 。又因为

0
lim 0 0
x→

= ，

2

0 0

1sin
1lim lim sin 0

x x

x
x x

x x→ →

 
     = = 

 
，由夹逼定理得

2

0

1sin
lim 0
x

x
x

x→

 
 
  = ，所以

2

0

1sin sin
lim 0
x

x
x

x→

  
     = 。 

3.6. 两个重要极限公式求极限[2] 

针对题型：能够出题目的是第二个重要极限公式(第一个重要极限公式，很鸡肋，用等价就可以

了)，整体为 ( )^1 0+ 的指数型极限。原理：在满足函数的四则运算的条件下进行相应的运算法则进行

计算。 
方法：在指数的位置配凑成 1/0，从而形成第二个重要极限公式。注意：有时候会搭配抓大头。 

例 

2 1
2 1 12 2 21 1lim 1 lim 1 lim e lim e e

x
x x x

x
x x x xx x

+
−+ −

− − − −

→∞ →∞ →∞ →∞

    − −    
    

= = =


=  

说明：要求熟记重要极限
1lim e1

x

x x→∞

 + 
 

= 。 
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3.7. 取对数求极限 

针对题型：指数型的极限的极限都可以用此方法，当然包括可以用第二个重要极限的 ( )^1 0+ 的指数

型极限和无法用第二个重要极限的 ( )^1+ ∞ 的指数型极限。原理：取对数是利用 e 1 ~x x− 与 ( )ln 1 ~x x+ 来

化简从而简化计算。适用范围：当求极限的式子是对数。 
方法：表达式变成取以 e 为底的 ln 函数，从而让原来的底数和指数产生联系。 

例 ( ) ( )
2

2
0

1 sin1 lim ln 1 sin2 1 cos 1 cos1 cos
0

lim 1 sin e ex

xx
x xx

x
x →

+
− −−

→
= =+ ，而当 0x → 时， 2 2sin ~x x ， 211 cos ~

2
x x− ，所以

2

0

sinlim 2
1 cosx

x
x→
=

−
 

说明：通常遇到指数型极限问题时往往使用第二个重要极限公式可以简便地解决指数型极限问题，

有时也会结合等价来求解。 

3.8. 洛必达法则求极限 

针对题型：专门求分式极限 A/B，典型的有 0/0，∞/∞。其他的，如 0 00 , , 0 , ,1∞⋅∞ ∞ −∞ ∞ 。整体为 ( )^1 0+
的指数型极限。原理：将不定型的函数极限转化为求导数的极限，然后利用导数的性质来求解原函数

的极限。适用条件：适用于求解不定型的函数极限，对于分式、指数、对数等函数的极限求解比较有

效。 
方法：在指数的位置配凑成 1/0，从而形成第二个重要极限。注意，有时候会搭配抓大头 

例 ( )
( )

( )
( )

2 3 32

2 3

2 ln 2 2 2 ln 22 1 2 ln 2 2 ln 2lim lim lim lim lim 2
ln 44 5 4 ln 4 1 4 ln 4 4 ln 4

x xx x
x

x x x xx x x x x

x x
x

−

→∞ →∞ →∞ →∞ →∞

++ − +  = = = =  − + −  
 

当 x →∞时，
22 1lim 0

4 5

x

xx

x
x→∞

+ −
=

− +
 

说明：运用三次洛必达法则，即可求出极限为 0。 
优点：简化了求解过程，通常能够快速得到结果。 
缺点：只适用于求解不定型的函数极限，对于其他类型的极限不适用，而且有时需要多次使用洛必

达法则才能得到结果。 

3.9. 泰勒公式求极限[3] 

针对题型：比较复杂的分式极限，且其他方法相对算起来麻烦的情况下。原理：将函数用泰勒级数

展开，然后求得函数的极限。适用条件：适用于求解复杂函数的极限，对于光滑函数的极限求解有一定

的优势。 
方法：利用带佩亚诺预想的麦克劳林公式来展开函数，展开的阶数看题目的最高次数。 

例用泰勒公式求极限

2

4
e 2cos 3lim

x

x

x
x→∞

+ −  

因为分母是 4x ，所以只需将分子中的
2

ex 和 cos x 分别用带有佩亚诺余项的麦克劳林公式表示为 

( )2
4

2 4

2
1e o

!
x xx x= + + + ， ( )

4
2 41cos 1 o

2! 4!
xx x x= − + + ， 

于是 ( ) ( ) ( )2
4 4

2 4 2 4 4 41 7e 2cos 3 o 2 1 o 3 o
2! 2 4! 12

1
!

x x xx x x x x x x
 

+ − += + + − + + =


+ − +


。 

上面的运算中，两个比 4x 高阶的无穷小的代数和仍记为 ( )4o x ，故 
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( )2 4 4

4 4

7 oe 2cos 3 712lim lim
12

x

x x

x xx
x x→∞ →∞

++ −
= =  

说明：带有佩亚诺余项的麦克劳林公式通常可以帮助我们解决常见函数的近似值，阶数越高，近似

值越精确。 
优点：适用于求解复杂函数的极限，可以将函数用泰勒级数展开，进而求得函数的极限。 
缺点：对于非光滑函数或者高阶导数难以计算的函数，泰勒展开可能不够有效，而且计算过程较为

繁琐。 
在这道题目中如果我们使用洛必达法则显然加大了运算难度，会让运算更加繁琐。接下来我们来使

用洛必达法来演算这道题目的一部分： 

当 x →∞时，显然分式满足
∞
∞

的形式， 

( ) ( )2 22 2 2 3

4 3 2

2 2 e 2cos 8 4 e 2sine 2cos 3 2 e 2sinlim lim lim lim
244 12

x xx x

x x x x

x x x x xx x x
xx x x→∞ →∞ →∞ →∞

+ − + ++ − −
= = = 到这一步我们 

的显然发现运用洛必达法则显然行不通，陷入一个死循环，我们将不能求出最终的结果，这就可以体现

运用泰勒公式求极限的优越性，并不是所有求极限都可以运用洛必达法则，当我们遇到的是复杂函数的

极限，且是光滑函数的极限求解时运用泰勒公式求极限有一定的优势。 
补充：论洛必达法则在高考题当中的运用。运用洛必达法则解决 2023 年高考数学乙卷 21 题[4]。 

已知函数 ( ) ( )1 ln 1f x a x
x

 = + + 
 

 

若 ( )f x 在 ( )0,+∞ 存在极值，求 a 的取值范围. 
解：【本问最核心的部分是用了两个方法。1、参变分离；2、“洛必达”求函数极值】 

( ) ( )( )1 ln 1 0f x a x x
x

 = + + > 
 

 ; 

( ) ( )ln 1 1 1 0
² 1

x axf x
x x x
+ +′∴ = − + ⋅ =

+
 (根据题意有异号正根) 

即参变分离：
( ) ( )

2

1 ln 1x x x
a

x
+ + −

= ( )0x >  

构造函数： ( ) ( ) ( )
2

1 ln 1x x x
x

x
ϕ

+ + −
= ( )0x >  

( ) ( ) ( )
3

2 2 ln 1x x x
h x

x
− + +

′ = ( )0x >  

又令 ( ) ( ) ( )2 2 ln 1M x x x x= − + + ( )0x >  

( ) ( )11 ln 1
1

M x x
x

′ = − − +
+

 

( )
( ) ( )2 2

1 1 0
11 1

xM x
xx x

−′′ = − = <
++ +

( )0x >  

( )M x′∴ 在 ( )0,x∈ +∞ ↓， ( ) ( )0 0M x M′ ′∴ < =  

那么 ( )M x 在 ( )0,x∈ +∞ ↓， ( ) ( )0 0M x M< =  

于是 ( )xϕ 在 ( )0,x∈ +∞ ↓  
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下面求函数 ( )xϕ 的最大，最小值。 

当 0x +→ 时， ( ) ( )
0 0

1
ln 10 0 11lim lim

0 2 0 2 2x x

x xx
x

ϕ
+ +→ →

+ += → = → =洛必达法则 洛必达法则  

当 x →+∞时， ( ) ( )
1

ln 1 1lim lim 0
2 2x x

x xx
x

ϕ
→+∞ →+∞

++∞ +∞ += → = → =
+∞ +∞

洛必达法则 洛必达法则  

综上所述：所求 a 的取值范围为：
10,
2

a  ∈ 
 

。 

当然利用泰勒展开式也能在高考中函数比大小题型中发挥优势，避免了构造函数和极大运算量的痛

点，简化了做题步骤[5]。 
高考常考函数在 0 处的泰勒展开式： 

( )
2

e 1 o
2! !

n
x nx xx x

n
= + + + + +  2 31 1

1
x x x

x
= + + + +

−
  

2 31 1
1

x x x
x
= − + − +

−
  ( ) ( ) ( )

2 3
1ln 1 1 o

2 3

n
n nx x xx x x

n
−+ = − + + + − +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 1 1
1 1 1,1

2! !
a na a a a a n

x ax x x x
n

− − − +
+ = + + + + + ∈ −



   

3 5 7

sin
3! 5! 7!
x x xx x= − + − +  

2 4 6

cos 1
2! 4! 6!
x x xx = − + − +  

( )3 2 71 2 17tan o
3 15 315 2

x x x x x x π = + + + + < 
 

 

我们能根据泰勒展开进行放缩，
2

e 1
2! !

n
x x xx

n
= + + + + + 

2

e 1
2

x xx⇒ ≥ + + ；
2

e 1
2

x xx≤ − + ；( )0x ≥  

接下来让我们来观察 2022 年新课标 1 卷的选择压轴题：设 0.10.1ea = ，
1
9

b = ， ln 0.9c = − ，则 

A. a b c< <  B. c b a< <  C. c a b< <  D. a c b< <  

我们暂且运用泰勒展开来解决这个问题：(泰勒展开)
2

e 1
2

x xx≈ + + ， ( )
2 3

ln 1
2 3
x xx x+ ≈ − + ，故 

0.010.1 1 0.1 0.1105
2

a  ≈ + + = 
 

， 0.1111b ≈ ，

2 31 1
1 1 9 9ln 1 0.1054
9 9 2 3

c

   
        = + ≈ − + ≈ 

 
，故 c a b< < ，选 C。 

我们来进行一下复盘，整理运用泰勒展开的步骤[6]。当我们遇到函数比大小的问题时，通常几个函

数的值都非常相近，我们无法直接求出或者看出它的具体值，这时我们会有几个解决办法，一是构造中

间变量比大小，二是构造糖水不等式比大小，三是构造函数比大小，四是利用泰勒展开比大小。这里暂

且说明泰勒展开的运用，首先我们需要先记住几个常见的函数在 0 处的泰勒展开式，再观察题目中函数，

相相对应，直接带入运算，最后再进行比较。 
感想：在如今高考大改革的状况中，题目变得越来越新颖，更加注重数学本身的思想，改变以往的

套路式题目，学生更需要注重夯实基础。题目的深度不断提高，学生也需要不断提升自己的解题能力，

函数在高考当中也是一大难点和重点，考察的维度也非常之广，极限思想又是函数的重中之重，在学有

余力的时候建议学生学习洛必达法则求极限和理解简单的函数在 0 处的泰勒展开式，有时通常能帮助学

生快速求解。 
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4. 结语 

通过以上例题的讨论，我们可以看到函数极限的求解方法有多种，包括直接代入法、根式有理化法、

等价无穷小法、洛必达法则、取对数法、因式分解法、泰勒展开法等。在不同求函数的方法中还进行了

扩展，包括各种方法的原理和适用范围，也进行了不同方法求极限的优缺点比较，补充了对于高等数学

在高考题中的应用，为读者提供更便捷的解题思路。函数极限不仅是数学分析中的一个重要概念，也是

理解和解决现实世界问题的一个强大工具。掌握极限的计算和理解，对于科学研究、工程设计、经济预

测等多个领域都具有深远的影响。比如解决实际问题中的趋势和变化率问题、构建微积分学基础、发展

高级数学理论、优化问题与数值分析、理解自然现象和科学模型。由此可见，函数极限的作用是不容忽

视的，学习函数极限，体会函数极限，领悟函数极限[7]。 
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