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Abstract: In this paper, we investigate an SIRS epidemic model with vertical transmission and pulse vaccina-
tion and non-monotonic incidence rate. First, we obtain the condition for which the disease-free periodic solu-
tion of the epidemic model is globally asymptotically stable when 0 1R   and  1b p    0  by Floquet 

theorem, impulsive comparison theorem and iteration method. Second, permanence of this system is pre-
sented by comparison theorem. 
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摘  要：本文介绍了一类垂直传染带脉冲免疫以及非单调发病率的 SIRS 传染病模型，首先利用 Floquet

定理，脉冲比较定理以及迭代法给出了无病周期解的全局渐近稳定的条件，得出当 且 0 1R 

 1b p    0 时，无病平衡点是全局渐近稳定的结论。其次通过使用比较定理，证明了系统持续的充

分条件。 
 

关键词：SIRS 型传染病模型；非单调发病率；脉冲免疫；垂直传染；全局渐近稳定 

1. 引言 

传染病动力系统的研究已经有很长的历史，许多数学模型在疾病防预和控制方面起着重要作用。几年前，

大部分学者在发病率上考虑传染病对人类的影响[1-4]。近来，许多学者开始在脉冲免疫传染病方面给出多个模型
[5-10]。例如[10]研究了一类带脉冲免疫以及非单调发病率的 SIRS 传染病模型，给出了无病周期解全局吸引以及

系统持续的充分条件。本文在前人的基础上，综合全局渐近稳定性以及系统的持续性的证明方法，给出了如下

带垂直传染、脉冲免疫以及非单调发病率的传染病模型： 
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其中 分别为易感人群数，已感人群数和恢复人群数， 分别为出生率和自然死亡率，     , ,S t I t R t ,b d  为比例

常量，  为已感人群的自然恢复率，  是恢复人群失去免疫力又重新变成易感人群的比例， 是衡量传染效果

的参数， 为疾病的时滞周期， 为垂直传染率，θ 为疫苗免疫率。为简化模型，引入 ，则

。故(1)可简化为 
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考虑生态因素，设初值        2, ,0C R         , ,    0 0, 0 0,      0 0 A   ，其中 

  2
1 2 1 2 1 2, 0, 0,R u u u u u u A      ， 

则模型(2)在集合   , 0 , ,S I S I A S I A      中是正向不变集。 

本文组织如下：第二节中利用 Floquet 定理，脉冲比较定理以及迭代法给出了无病周期解的全局渐近稳定的

条件，得出当 且 时，无病平衡点是全局渐近稳定的结论。第三节中通过使用比较定理，证

明了系统持续的充分条件。 
0 1R   1b p    0



2. 无病解的渐近行为 
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对此子系统，有如下引理： 

引理 2.2 系统(3)存在一个正 周期解 -T
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故系统(3)存在一个正 周期解。证毕。 -T
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定理 1 若 ，则系统(2)的无病周期解0 1R    ,0S t 是局部渐近稳定的。若 ，则 是不稳定的。
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x n T x nT

d d
 

 
    

         
                             (7) 

方程(7)有唯一的正不动点
     
    

1 e

e 1

d T

d T

b A
x

d





 

 





  


  

1
。

 

方程(7)可改写为如下形式：  1 nTn Tx g gx   ，其中         1 1 e , 1 ed T d Tb A
g g

d
  


   

    


。
 

由迭代法，可得： 

        

 

 

2
1 1

2 1
0

1
1

0 0

1

1

1
, 0 0

1

nTn T n T n T

n n

n
n

x g gx g g g gx g g g x

g g g g g x

g
g g x x x

g

 




 

       

      


   



 

1
 

由 0 g 1可知， 

 

    
   

     
    1

1 1 e 1 e 1
lim

1 1 1 e e 1

d T
d T

n T d T d Tn

b A
b Ag d

x x
g d

 

 

  
  

 


   


      

     


 

即 x 是全局渐近稳定的。因此，系统(7)的周期解 
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 
 

 
  

 

 
    e e

e 1 e ,
e 1 e 1

d T d T
d t nT d t nT

d T d T

b A b A b A
1x t nT T n T

d d d

 
 

 

    
   

 
     

 

   
        

       
  

是全局渐近稳定的。 

假设  x t

 S S

是满足初值条件 系统(6)的任意解，由脉冲微分方程比较定理可知，对(2)的满足初值

条件 的一个解

 0 0x x  

0 0 

0

0 0 00 ,x I I       ,S t I t 一定存在一个非负整数 ，使得 

，即

1m

 S t  t    , 1x nT t n   1 1,T nT mT      1 1, 1 ,nT t n T mT     S t S t nT 。 

由(2)的第二个方程可得： 

          1 1e ,dI t S t I t d bp I t t nT           mT  

考虑脉冲比较系统 

          

   
1e ,

, .

dy t S t y t d bp y t t nT

y t y t t nT

   



      


 

 ,
                  (8) 

由 易知0 1R    1e d S t d bp       ，故由引理 2.3 可知  lim 0
t
y t


 。假设 是(2)的一个解，

满足初值 ，由脉冲微分方程比较定理，有 。又

，因此 。 

    ,S t I t

 p limsu
t t

I t



   0 0 00 0, 0 0I I y     

 m 0I t




S S

li
t

 limsu p 0y t


 

 I t  0

故对 2 0  ，必存在一个非负整数 ，使得2m m 1   2 2 1,I t t m T m   T 。 

由(2)的第一个方程有 

               
       

2 2 2 2

2

e 1 e

e 1

d d

d

S t b A S t d S t b p b A A d S t b p

b A A b p d S t

 



1          

    

 



                     
         




 

当 ，考虑如下比较系统 2t m T

         

     
2e 1 ,

1 ,

dz t b A A b p d z t t nT

z t m z t t nT

    



           


  


                   (9) 

方法同系统(6)，易知系统(9)有一个全局渐近稳定的周期解 

 
      

 
2e 1 e e

1
e 1

d d T d t nT

d T

b A A b p m
z t

d m

  



   



    



          
    

  

假设 是(9)的一个解满足初值 ，则对(2)的任意解 z t  0 0z z   0     ,S t I t ，满足初值 

   0 0 00 0, 0S S z I I     0
1，必存在一个非负整数 ，使得 3 2m m m 

     2 3, 1 ,S t z t nT t n T nT m T       

故对任意的 1 和 2 ， 

  
 

 
    e

1 e ,
e 1

d T
d t nT

d T

b A
S t nT t n T

d






 
 


  



 
     

    
1



 

是全局吸引的，因此系统(2)的无病周期解 是全局渐近稳定的。   ,0S t
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3. 持续性 

在本节中，我们将证明系统(2)的持续性。 

定义 3.1 若存在正常数 以及 ，使得当 时，在初值条件下，系统(2)的每一个正解,m M 0t 0t t     ,S t I t 满

足 ，则称系统(2)是持续的。    ,m S t M m I t   M

定义
   2

0

1

e d

A d b
S 

 






  


p
，

 
  

 

    0 22

e 1 1 e 1

11 1 1 e

d d T

d T

A
R R

Ad bp A

 



  
  

  


  

  
 

      

其中 

 

   
   
 0

1e 1 e
,

e1 1 e

d Td

d T d

A d RA
R

d bp R A



 

 
  

 


  


 
 

   
  

引理 3.1[10] 考虑如下脉冲微分方程 

 
     

, ,

1 ,

u a bu t t nT

u t u t t nT

   


  


 

其中 , 0,0a b 1   ，则该系统有唯一的全局渐近稳定正周期解 

   
 

 
e

e 1 , (
1 1 e

b t nT
b t nT

bT

a a a
u t u nT t n T

b b b




 
 



                 
 1)  

其中
  

 
1 1 e

1 1 e

bT

bT

a
u

b










 


 
。 

引理 3.2 若 ，则存在一个常数1R  : 0 1   ，使得    liminf min , e
2

d bp
I

t
I t m     



   
 

  。 

证明：令 是系统(2)在初值条件下的任意一个解，对 ，定义微分函数    ,S t I t  0t   V t 如下： 

     
 0 2

e d
1

t
d

t

I
V t I t S

I





 

 
 



 


 

则 的导数满足  V t

     
 

 
 

    
   

 

    
 

 

  

    
 



0 02 2

0 02 2

0 02 2

0 2

e e
1 1

1
e e

1 1

1
e e

1 1

e , 0
1

d d

d d

d d

d

I t I t
V t I t S S

I t I t

I t
S t S S d bp I t

I t I t

I t
S t S S d bp I t

I t A

I t
S t S t

I t

 

 

 




 

  


 

  


 

  




 

   

   

   

 


  

  

 
      

    
           


  

 

 





 

由于 ，则1R  0  ，对任意的 : 0 1   ，有 

       
   0

1 1 ee 1

1 1 e

d Td

d T

b A A b p
S

d





   

 

 


 

     


  


 

则存在一个充分小的正常数 ，使得 
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       
   0

1 1 ee 1

1 1 e

d Td

d T

b A A b p
S S

d





   


 

 


 

     
 

  


  

下面证明存在 和一个充分大的 ，使得对任意的 ，有0Im  0t 0t t   II t m 。 

首先，对所有的  0 ,t t I t    是不可能的。否则，对所有的  0 ,t t I t    。 

由(2)的第一个方程，有        e 1dS t b A A b p d S t             
  ，对 ，考虑如下脉冲比较

系统，有 
0t t

       

     

e 1 ,

1 ,

dv t b A A b p d v t t nT

v t v t t nT

    







           


  


              (10) 

由引理 3.1 可得，(10)存在一个全局渐近稳定的正周期解 

 
      e 1 e 1

e
d d

d t nT
b A A b p b A A b p

v t v
d d

 


       

 

 
  

                   
   

 
  

其中 

      
   

1 1 ee 1

1 1 e

d Td

d T

b A A b p
v

d





   

 

 


 

       
  


 

由比较定理，存在 以及1 0t t  ，使得当 时有如下不等式成立： 1t t

   
      

    0

1 1 ee 1
.

1 1 e

d Td

d T

b A A b p
S t v v t v S S

d





   
  

 

 
 

 

              
  


        (11) 

则由(11)，对 ，有 1t t

      
     

 0 02 2
e e

1 1
d dI t I t

V t S t S S S
I t I t

  
 

  
   



 
   

  




t

。 

定义 ，则对所有 ，有 
1, 1

min
t t t

h I
   

 1t t  I t h 。否则，存在 2 1t t   ，使得 ，且   2 2, 0I t h I t  

   2 1 2,I t I t t t t   。此时 

     
 

       2 2
2 22 2

2 0

e e
1 0

1 1

d dS t I t S h S
I t d bp I t d bp h d bp h

I t A S

   
  

  

 
 



 
                

 
   

与 矛盾。因此，当 ，有 。故对所有的 2 0I t 
1t t   0I t h  1t t   ，有    0 2e 0

1
d h

V t S S
A




 
 


  ，当

时， ，与t  V t    0e d S AV t A     矛盾！ 

由以上可知，对所有的  0 ,t t I t    是不可能的，即   0,I t t  t


。 

因此，对于系统(2)的正解 有两种情形可被考虑：     ,S t I t

首先，当 足够大时，t  I t  ；第二，当 足够大时，关于t ，  I t 振动。 

在第一种情形，  I t  ，这是我们想要的，此处 Im  。 

对于第二种情形，假设    I t I t      且   ,I t t t t       ，因为(2)的正解是一致有界的且  I t

不被脉冲影响，  I t 是一致连续的，因此，存在一个 0 ct   (与 t 的选择独立)，使得   ,
2 cI t t t t t
   
   。

若 ct  则证明完成。若 ct    ，由(2)的第二个方程，有       ,bp I t t t tI t d         ，则有 
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   e ,d bpI t t t t t              。 

若   ，则    e ,d bpI t t t t       
 d bp 

  。 
综上可知，   e ,I t t t t          。 

若上述结论不成立，则存在一个 3t t   ，使得       
3 3e , , ed bp d bpI t t t t I t              

，且

。当 t 足够大时，不等式 S t 3 0I t     t,S t t 
    成立。 

另一方面，由(2)的第二个方程，有 

      
     

3 2
0

e
1 e 1 e

1

d
d bp d bpS S

I t d bp d bp
SA d bp


   

   
 


      



   
          
      

   0
 

与 矛盾。因此， 3 0I t     e ,d bpI t t t t           。 

因为 Im 的选择是独立的，当 充分大时，有t   II t m 。引理 3.2 得证。 

定理 3 当 且 时，系统(2)是持续的。 1R   1b p    0

证明：记 是系统(2)的带初值的任意一个解，由系统(2)的第一个方程可知，     ,S t I t

             e 1 1 1 ed dS t b A A d S t b p A b p A A d S t                          
  

考虑如下比较方程 

       

     

1 1 e ,

1 ,

dz t b p A A d z t t nT

z t z t t nT

 







         


  


 

与系统(6)的证明相似，对任意充分小的 0  ，存在 ( 充分大)，使得 0t 0t

     
    

   

     

   

e

e

e

e

1 1 e
1

e 1 1 e

1 1 e1 1
0

e 1 1 e

d

d

d

d

A d t nT

d A d T

A d T

sd A d T

b p A
S t z t z t

A d

b p A
m

A d









 
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 

  

 
  




  









   

   

  

   

                 
         

   



 

 

令       2, ,s ID S I R m S t A m I t A      ，由引理 3.2 且  lim s
t
S t m


 ，可知集合 在 是全局吸引

的。 
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