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Abstract: A POD-based reduced-order extrapolating finite element formulation with second-order time ac-
curacy for two-dimensional parabolic equations is established by using the proper orthogonal decomposition 
(POD) technique, and the algorithm implementation of error estimation and solution for POD-based reduced- 
order extrapolating finite element formulation is provided. Finally, a numerical example is used to verify the 
feasibility and efficiency of the POD-based reduced-order extrapolating finite element formulation method. 
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摘  要：用特征投影分解(Proper Orthogonal Decomposition，简记 POD)方法去建立二维抛物方程的一种

基于 POD 的时间二阶精度的降阶外推有限元格式；并给出误差估计和求解这种降阶外推有限元格式的

算法实现。最后用数值例子验证这种基于 POD 方法降阶外推有限元格式的可行性和有效性。 
 

关键词：特征投影分解方法；降阶外推有限元格式；误差估计 

1. 引言 

设 是有界连通区域，考虑下面的抛物方程的初边值问题： 2R

问题 I：求 u 满足 

 , 0,tu u f T   在 中                                    (1.1) 

   , ,0 , ,u x y g x y 在 中                                     (1.2) 
 

*资助信息：国家自然科学基金(批准号：11271127 和 11061009)和贵州省科技计划项目(批准号：黔科合 J 字[2011]2367)。 
#通讯作者。 
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     , , , , , 0,u x y t s x y t T 在 上



                               (1.3) 

其中， 是未知函数， , ,u x y x  , ,f x y t 、  ,g x y 和  , ,s x y t 分别是已知源项、初值和函数边值，T 是总时间。

为了便于理论分析而且不是一般性，在下面的理论分析中，我们不妨假定  ,g x y 和  , , s x y t 都是零函数。 

虽然抛物方程(1.1)~(1.3)即问题 I 是一个较简单的问题，但是它可用来描述诸如气体的扩散、液体的渗透、

热的传导等许多物理现象，具有实际应用背景[1]。例如，自然环境、工程设备及生物机体中的气体的扩散、

液体的渗透、热的传导以及半导体材料中杂质的扩散等许多物理现象都可用抛物方程来描述。 

由于描述实际问题的抛物方程的源函数或计算域往往是很复杂的，要想求出其精确解往往不容易，有效

的方法是求其数值解。具有二阶时间精度的 Crank-Nicolson(CN)有限元格式是求解抛物方程(1.1)~(1.3)问题 I

的高精度数值方法[2,3]。然而，对大型的工程问题，抛物方程的 CN 有限元格式往往包含数以万计甚至数千万

的未知量。这样，由于计算机计算过程中截断误差的积累，即使很好的有限元格式，计算若干步后，也会出

现浮点溢出无法计算下去，无法得到理想的数值解。因此，为抛物方程建立一种保证有足够高精度，尽可能

少未知量的降阶有限元格式，使之能减少计算过程中误差的积累，可不断地往前计算求出所要的数值解，这

将具有重要的应用价值的工作。 

特征投影分解(Proper Orthogonal Decomposition，简记 POD)方法[4]是一种在保证足够高精度的数值解情况

下，能极大地减少计算方法的未知量，从而减少计算过程中的误差积累的有效降阶方法。虽然一些抛物方程

基于 POD 方法的降阶格式[4-7]已经被建立，但是这些降阶格式都是用经典计算方法算出的经典数值解做样本

(在 POD 方法中称为瞬像)，去构造 POD 基和降阶格式，也就是用已有的解构造降阶格式验正一遍相同时段上

的解，属于重复计算。本文建立二维抛物方程的一种基于 POD 的时间二阶精度的 CN 降阶外推有限元格式，

只用最初很少已知经典 CN 有限元解去构造 POD 基和建立降阶外推有限元格式，这种降阶外推有限元格式没

有重复计算。特别是我们给出的误差估计可以作为 POD 基的选取准则，这是对现有基于 POD 技术的降阶方

法的改进和创新。 

本文安排如下：第 2 节给出抛物方程经典的具有二阶时间精度的 CN 有限元格式和一种基于 POD 的时间

二阶精度的 CN 降阶外推有限元格式；第 3 节给出误差估计及算法实现；第 4 节给出数值例子说明这种基于

POD 的时间二阶精度的 CN 降阶外推有限元格式的可行性和有效性；第 5 节是结论及展望。 

2. 抛物方程经典的 CN 有限元格式和基于 POD 方法的降阶外推有限元格式 

2.1. 抛物方程的经典 CN 有限元格式 

本文用到的 Sobolev 空间[8]都是标准的。设  1
0X H  ，则问题 I 的变分形式为 

问题 II：求 u 使得对于所有的 满足 X 0,t T 



     
   

, , , ,

, ,0 0, ,

tu v a u v f v v X

u x y x y

    


 
                                 (2.1) 

其中 表示 L-内积， 。  ,    , ,a u v u v  

变分问题 II 的解的存在唯一性是熟知的[2,3]。为了求问题 II 的数值解，用时间二阶精度 CN 有限元方法去离

散问题 II。设 N 为正整数，时间步长取为 T N  ， nt n  0 n N  。再设 h 是的拟一致三角形剖分[2,3]，

则空间 X 的有限元空间可取为 

  0 ; | ( ),h h h K m hX v X C v P K K                             (2.2) 

其中 为整数， 是 K 上次数不超过 m 的多项式空间。记1m   mP K    , , ,n
nu x y x y t ，用 表示 u 的全离散逼

近，那么问题 II 的时间二阶精度的 CN 全离散化有限元格式为 

n
hu
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问题 III：求 满足 n
hu X h

         
 

1 1 1

0

2 , , 2 , , , , , 1,2, ,

, 0,

n n n n n n
h h h h h h h n h h h

h

u v a u v u v a u v f f v v X n N

u x y x

            


 


    (2.3) 

对于问题 III，有下面熟知的结论[2,3]。 

定理 1：当 时，问题 III 存在唯一的解 ，并且当问题 II 的解满足 和 2f L  n
hu X h  1m

tu H    2
ttu L 

时，有下列的误差估计 

   1 2

0
, , , 1n m

n hu x y t u C h n N                             (2.4) 

这里和下文用到的 C 表示与 h 和 无关的常数。 

这样，只要给定 f 和时间步长 及空间步长 h，解问题 III 就可以得到解的集合 
1

Nn
h n

u

。从中抽取最初的 L (一

般 ，例如，L = 20，N = 200)个样本点构成子集 L N
1

Ln
h n

u

，在 POD 方法中，这个子集称为瞬像集合。 

附注 1：在对实际问题计算时，瞬像集合可以从实际物理过程抽取样本点来构成。然后用下面的 POD 方法

重构这瞬像集合元素得到最优 POD 基，用最优 POD 基张成的子空间代替有限元空间 hX ，将无限维抛物方程降

成维数很低的全离散化代数方程，从而可以快速模拟出物理现象未来的变化情况，对未来的物理变化做出快捷

预测，这是具实际应用价值的方法。 

2.2. POD 基的生成和基于 POD 方法的时间二阶精度的 CN 降阶外推有限元格式 

对第 2 节中抽取的瞬像 ，记 1,2, ,n
hu n L   1,2, ,n

n hW u n L   及  1 2span , , , LV W W W  。如果 

 diml V (即V 的维数)，设 
1j

l

j



是V 的标准正交基向量函数，则有 

 
1

, , 1, 2,
l

i i j j
j

W W i 


    , L                             (3.1) 

定义 1：POD 方法在于求标准正交基 
1

l

j j



使得对于每个  1d d l  ，元素  1, 2, ,nW n L  与(3.1)的 项 d

和之间的均方误差在平均意义下最小，即求标准正交基  1, 2, ,j j l   使得 

 
 

1

2

1 1
0

1
min ,

l
j j

L d

i i j
i j

W W
L

 


 


   
 

  j


                               (3.2) 

满足 

 , , 1 ,i j ij i j d                                      (3.3) 

问题(3.2)和(3.3)的解 
1

d

j j



称为秩等于 的 POD 基。 d

记相关矩阵   ,i j 
L L

W W


  A ，则矩阵 A 是秩等于 l 的对称非负定矩阵，它存在正特征值被排列为

1 2 l 0      ，以及对应的标准正交特征向量 。可以证明求 POD 基的问   
T

, , , 1,2, ,i
i La i l w  1 2

i ia a

题可以转化为求 A的特征值和特征向量问题，而且 POD 基的构造及相关性质有下面的主要结论[4-6]。 

命题 2：设 1 2 0l      是矩阵 A非零特征值， 是相应标准正交特征

向量，则秩为 的标准正交 POD 基表示如下 

  
T

1 2, , , 1,2, ,i i i
i La a a i l w  

d

1

1
, 1,2, ,

L
j i

j i h
ij

a u j d
L


 

                                 (3.4) 
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而且有下面的误差公式 

 
2

1 1
0

1
,

L d l

i i j j
i j j d

W W
L 1

j 
  

 
     
 

   




                             (3.5) 

记  1 2span , , ,d
dX     。对于每个 hu X h ，定义 CN 投影 ，即对于 满足 :d

hP X X d
hhu X

         1 1 1 1, , , , ,
2 2

d n n d n n d n n d n n d
h h d h h d h h d h h d dP u u v P u u v P u u v P u u v v X

                    (3.6) 

那么由泛函分析理论[8]知：存在 的一个延拓 使得dP :h
hP X X :

h

h d
hX

P P X X  d 满足 

    
    1 1 1 1

, ,
2

, ,
2

h n n h n n
h h

h n n h n n
h h

P u u v P u u v

P u u v P u u v v X, h h



   

    

       
                   (3.7) 

其中 u 。由(3.7)易知投影 是有界的： X hP

00
,hP u C u u X                                        (3.8) 

而且，还有下面结果成立[2,3,4-6]。 

引理 3：对于每个 1d d l   ，投影算子 满足 dP

  2

01 1

1 L l
i d i
h h

i j

u P u C
L j

d


 

  


                                 (3.9) 

2 2

0
1 1

1 L l
i d i
h h

i j

u P u Ch
L j

d


 

 


                                 (3.10) 

其中 是问题 III 的解。  1, 2, ,i
h hu X i L  

d这样，利用 X 可以得到问题 II 基于 POD 的时间二阶精度的 CN 降阶外推有限元格式。 

问题 IV：求 满足  1, 2, ,n d
du X n N  

 
1

, , 1, 2,
d

n d n n
d h h j j

j

u P u u n 


     , L                               (3.11) 

         1 1 12 , , 2 , , ,

, 1, 2, ,

n n n n n n
d d d d d d d d d

d
d

u v a u v u v a u v f f v

v X n L L N

        

     

,
                 (3.12) 

由于(3.13)的左边是对称正定的有界双线性泛函，而对于给定的 1n
du  ，(3.13)的右边是有界的线性，因此，

由 Lax-Milgram 定理[2,3]可知：问题 IV 存在唯一的解  1,2n d
du X n N  , , 。利用(3.8)及在(3.12)中取 n

d hv u ，

并利用 Hölder 不等式和 Cauchy 不等式可以得到 

0 0
1 1

n n
n i
d d

i i

u u C 
 

   
0

if                                 (3.13) 

附注 2：当 是三角形剖分，而且h hX 是分片线性多项式空间时，问题 III 的总体自由度(即未知量总数)

为 (其中 为 中三角形顶点数目[2,3])。如果hN hN h hX 采用更高次数分片多项式空间，自由度更多。而问题 IV

的自由度为  d d N 。对于实际科学工程问题， h 中三角形定点数目是数以万计的，甚至上亿的。而 只

是从 个瞬时解中取出很少的 个瞬像所对应的一些较大特征值个数是很小的(例如，在第 5 节中，d 

= 5，而 )。因此，问题 IV 是问题 II 基于 POD 的时间二阶精度的 CN 降阶外推有限元格式。特别

是，问题 IV 的最初 个时刻的降阶解是由经典 CN 有限元格式的样本解(即瞬像)直接投影到 POD 基获得的，

d

N L L N
44 10h  N

L
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而后面的 个时刻的解是用最初 个时刻的降阶解经过迭代外推得到的，没有做重复计算，这是与现有的

POD 降维模型[4-8]的主要区别，是对现有 POD 降阶方法的改进和创新。 

N L  L

3. 基于 POD 的 CN 降阶外推有限元格式的误差分析及算法实现 

3.1. 基于 POD 的 CN 降阶外推有限元格式的误差分析 

下面借助于经典有限元法的理论，讨论基于 POD 的时间二阶精度的 CN 降阶外推有限元格式问题 IV 的

收敛性。主要有下面的结论。 

定理 5：在定理 1 的条件下，如果问题 II 的解  1mu H   ，则当  O h  和 时，问题 IV 的解

有下面的误差估计 

 2L O N

 1, 2,n   ,n d
du U N

     
1 2

1 2 1 2 2 1

0 0 1

l
n n m

n d n d j
j d

u t u u t u C C h    

 

 
       

 
                 (4.1) 

证明：当  1, 2, ,n L O N  和  O h  时，由引理 3 可有 

   22 2 1 2

0 00 0 1

l
n n n n n d n n d n
h d h d h h h h j

j d

u u u u u P u u P u C
2

  
 

                        (4.2) 

当 时，由于1, 2,L  ,n L N  d
hX X ，在问题 III 中取 h dv v 并与问题 IV 的(3.12)相减得误差方程 

       1 1 1 12 , , 2 , ,

, 1, 2, ,

n n n n n n n n
h d d h d d h d d h d d

d
d

u u v a u u v u u v a u u v

v X n L L N

          

     

,

n
d

               (4.3) 

设 ，则由(4.3)、(3.6)和(3.7)有 n d
he P u n u

   

         
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           
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   


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,
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1

0 0 0

2 2 2 21 1

0 0 0 0
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n n n
d
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




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  

     

           (4.4) 

于是，得到 

2 2 21

0 0 02 2
n n n ne e e e

       
21

0
                              (4.5) 

对(4.5)从 L+1 到 求和，并(4.2)有 n N

2 2 2 2 1 2

0 0 0 0
12

l
n n L L

j
j d

e e e e C
 

 

                                  (4.6) 

当 时，由引理 3 可得到  O h
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  22 2 2 1 2

0 1

l
n n n n m
h d h do

j d

u u u u Ch C j 

 

                              (4.7) 

结合定理 1 与(4.2)和(4.7)即得(4.1)。定理 5 证毕。 

附注 3：定理 5 的误差估计给出了选取 POD 基数目的指导：只要选取 POD 基数目 使得 d
1 2 4 2 2

1

l m
jj d

k k 
 

  h 即可。 

3.2. CN 降阶外推有限元格式的算法实现 

求解 CN 降阶外推有限元格式问题 IV 可按下面的步骤实现。 

步 1：对所需要的计算精度 ，确定最初用经典 CN 有限元格式问题 III 的时间步长 和空间网格尺寸 及

插值次数 使得

h

m  2 1mh    ，用问题 III 求出最初的 L 步的经典 CN 有限元解  

(

nu Xh h

 1, 2, O ,n L N ，通常取 即可)； 20


L

步 2：组成相关矩阵  ,i j
L L

W W


  A  (其中W i
i uh )，解特征值问题 Aw w 求出正特征值，并排列为

1 2 0l      ，对应的标准正交特征向量为 ；  T
, , , 1,i

i La i w  2, , l 1 2
i ia a

步 3：确定 POD 基的数目 d 使得 1 2 2
1

l

jj d
  

 
 ，并求出 POD 基  

1

1 L

1, 2, ,j i
j i h

ij

a u j d
L


 

   ； 

步 4：令  1 2span , , ,d
dX    

 2, , N
，解基于 POD 方法的 CN 降阶外推有限元格式问题 IV 求出

； 1,n d
du X n 

步 5：如果  1 1n n n n  2

0 0
1, 2, ,d d d du u u u n L L N       ，则  1,2, ,n d

du X n N   就是满足精度要求的

数值解。否则，即若  N1 1 2

0 0
1, 2, ,n n n n

d d d du u u u n L L        



，需更新 POD 基，这时令 

1 1, 2, ,n
i dW u i L   ，返回步 2。 

4. 数值实验 

下面给出数值实验说明抛物方程基于 POD 方法的 CN 降阶外推有限元格式的优越性。 

计算域取为    0,2 0, 2   ，源函数 0f  ， 2T  ，初始函数取为  , sin sing x y x y   和边值函数取为

。  , , 0s x y t 

将计算域    0,2 0, 2   剖分为 个边长200200 0.01x y    小正方形，然后在同一方向连结其对角线

将每个小正方形剖分成为两个小三角形构成 2 0.01h   的三角形剖分 h ，节点数目 。时间步长44 10hN  

0.01  。为了使得 CN 降阶外推有限元解的误差为最优阶，有限元空间取为分片一次插值。 

利用经典 CN 降阶外推有限元格式问题 III 算出 t = 2 时的解画在图 1 中。 

首先用经典 CN 有限元格式最初 20 时间步求出的经典有限元解  1, 2, , 20n
hu n L  作为瞬像，取精度为 

2 2 2 10h      4 。经计算得到  1 2201 2 4
6

3 10jj
  


  ，这样只需取最初的 5 个 POD 基张成子空间 5X 。按 

照 3.2 节的 5 个步骤求 POD 基，及求 t = 2 的 CN 降阶外推有限元解过程中，当 t = 1 时更新了一次 POD 基，

最后算出的 t = 2 时的 CN 降阶外推有限元解画在图 2 中。 

比较图 1 和图 2 可看出，它们很相像。但是经典 CN 有限元格式在每个时间层有 40,000 个自由度，而基

于 POD 方法的 CN 降阶外推有限元格式在每个( )时间层仅有 5 个自由度，即经典 CN 有限元方法的计算

量是 CN 降阶外推有限元格式的 8000 倍。这样，利用 CN 降阶外推有限元格式计算抛物方程的数值解可以极

大地减少计算量，从而减少计算过程中截断误差的积累。因此，基于 POD 方法的 CN 降阶外推有限元格式效

果要比经典 CN 有限元格式好(从图 1 和图 2 可以看到)。这也说明了基于 POD 方法的 CN 降阶外推有限元格式

在求解二维抛物方程的数值解是可行有效的。 

Ln 
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Figure 1. Classical CN finite element solution at t = 2 
图 1. 在 t = 2 处的经典 CN 有限元解 

 

 

Figure 2. Reduced-order CN finite element solution at t = 2 
图 2. 在 t = 2 处的 CN 降阶有限元解 

 

图 3 是在 t = 2 时的经典 CN 有限元解与 CN 降阶外推有限元格式取不同 POD 数目的解之间的误差。由此

可见，当 时，误差不超过 ，这与定理 5 的理论结果相吻合，这进一步说明了数值结果是与理论结

果相吻合的。 

5d  43 10
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Figure 3. The absolute errors at t = 2 between the classical CN finite element solution and the reduced-order CN finite element solutions with 
different number of POD basis 

图 3. 当 t = 2 时经典 CN 有限元解与取不同 POD 基数目的 CN 降阶有限元解之间的绝对误差 

5. 结论和讨论 

本文利用 POD 方法建立了二维抛物方程的 CN 降阶外推有限元格式，分析了 CN 降阶外推有限元解与经

典的 CN 有限元解和广义解之间的误差，用误差估计建立了 POD 基数目选取的准则，给出了 CN 降阶外推有

限元格式的算法实现步骤。最后，用数值实验说明 CN 降阶外推有限元格式对于求解二维抛物方程的数值解

是有效和可靠的。 

虽然二维抛物方程基于 POD 方法的一种 CN 降阶有限元格式[6]已经被建立，但是没有采用外推，相当于重

复计算经典 CN 有限元方法在相同时段的解。而本文只用很短时段上的经典 CN 有限元样本解作为瞬像，构造

POD 基和建立基于 POD 方法的 CN 降阶外推有限元格式，这相当于用已有的信息去预测预报未来物理现象，

这是更具有实际应用前景的方法，这也是对现有基于 POD 方法的降阶格式[4-7]的改进和创新。 
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