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Abstract 
In this paper, we focus on the conditions under which the eigenvalues of complex Hamiltonian 
matrices are symmetric with respect to the real and imaginary axis, and the sufficient conditions 
that the eigenvalues of complex Hamiltonian matrices are the real or the pure imaginary number 
are obtained. In the end, a class of complex Hamiltonian matrices whose eigenvalues are symme-
tric with respect to the real and the imaginary axis are obtained. 
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摘  要 

在本文中，我们主要研究复Hamilton矩阵的特征值关于实轴和虚轴的对称性，以及复Hamilton矩阵的特
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征值是实的或纯虚数的充分条件。最后，通过证明得到一类特征值是关于实轴和虚轴对称的复Hamilton
矩阵。 
 

关键词 

特征值，特征向量，Hamilton矩阵 

 
 

1. 引言 

关于 Hamilton 矩阵的特征值问题在数学及力学的很多方面都有重要的应用，如谱的计算以及相关的

不变子空间刻画等等，于是得到了诸多学者的广泛关注，如文献[1]-[3]。此外。引进连续时间变量的代数

Riccati 方程： 

0C A V VA VBV∗+ + − =  

其中 ( ), , nA B C M C∈ ，则可以证明该方程的解 ( )nV M R∈ 且是对称矩阵[4] [5]。 
令 ( )nM C 表示 n n× 阶复矩阵， ( )nM R 表示 n n× 阶实矩阵，则形如 

A B
H

C A∗

 
=  − 

 

的 2 2n n× 阶矩阵称为 Hamilton 矩阵[6]，其中矩阵 ( ), , nA B C M C∈ ，B B∗ = ，C C∗ = 其中 *A 表示矩阵 A 的

共轭转置。如果定义 2 2n n× 阶矩阵
0

0
n

n

I
J

I
 

=  − 
，其中 nI 是 n 阶单位矩阵，则 Hamilton 矩阵显然满足关

系 

( ) .JH JH∗ =  

已经知道，实 Hamilton 矩阵的特征值关于实轴和虚轴是对称的[7] [8]，也就是说当 ( )Hλ σ∈ ，如果

( )Re λ 和 ( )Im λ 均不为零，则 λ ， λ− ， λ− 也是该 Hamilton 矩阵的特征值。但是这种情况对于复 Hamilton
矩阵不一定成立。例如，令复 Hamilton 矩阵为 

i 0 1 0
0 i 0 1
0 1 i 0
1 0 0 i

H

 
 
 =
 
 
 

 

则 H 的特征值是 0，2i，±1+i，并不关于实轴对称。我们知道，如线性二次型最优控制， H∞ 控制等问题

中常常用到 Hamilton 矩阵的特征值关于实轴和虚轴对称这一性质，甚至要求其特征值是实数或纯虚数，

即其在实轴或虚轴上。因此，在本文中，我们着重讨论复 Hamilton 矩阵有实特征值或纯虚特征值的充分

条件，还求得了一类特殊的复 Hamilton 矩阵，其特征值并不一定在实轴或虚轴上，但是关于实轴和虚轴

是对称的。 

在本文中，符号 , , ,X Y F G 表示 n 维列向量。 J 表示矩阵
0

0
n

n

I
I

 
 − 

。R ， iR 和 C 分别表示实数，纯 

虚数和复数。 A∗ 表示矩阵 A 的共轭转置， TA 表示矩阵 A 的转置， ( )Re λ 和 ( )Im λ 分别表示复数 λ 的实

部和虚部， ( )Aσ 表示矩阵 A 的谱集，即全体特征值的集合。 

2. 预备知识 

首先，我们引入以下引理： 
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引理 2.1：设
A B

H
C A∗

 
=  − 

是复 Hamilton 矩阵, 则 

1) H 的特征值关于虚轴对称； 
2) 若 0A = 。则有 ( ) ( ) ( )H H Hσ σ σ∗= = − ，即 H 的特征值关于实轴和虚轴对称。 
证明：1) 设 ( )Hλ σ∈ ， X 是对应于 λ 的特征向量，即成立 HX Xλ= ，给该式两边取共轭得到 

X H Xλ∗ ∗ ∗=  

又 H JHJ∗ = ，代入上式得 X JHJ Xλ∗ ∗= ，然后等式两边右乘 JX ，结合 2nJJ I= − ，得到 

X JJHX X JXλ∗ ∗= − ， 

进而有 

( ) 0X J H Xλ∗ + = ， 

据引理 2.2，得 ( ) 0J H Xλ+ = ，又 J 可逆，进而有 ( )Hλ σ− ∈ 。故结论成立。 

2) 当 0A = 时, 
0

0
B

H
C
 

=  
 

，由于 

( ) ( )1 1 2 2,H J H J H J H J∗= − = . 

其中 

1 2

0 0
,

0 0
n n

n n

I I
J J

I I
   

= =   −   
, 

且 1 1
1 1 2 2,J J J J− −= = ，故矩阵 H 与 H ∗ 和 H− 相似，进而 ( ) ( ) ( )H H Hσ σ σ∗= = − 。再考虑到 

( ) ( )*H Hσ σ ∗= , 

即得 H 的特征值关于实轴和虚轴对称。 
定义：设 ( )nA M C∈ 是对称矩阵，如果对任意的向量 [ ]T1 2, , , nX x x x=  ，都有 0X AX∗ ≥ 成立，则称

A 是非负矩阵。 
引理 2.2：设 A 是非负矩阵，则 0 0 0X AX∗ = 当且仅当 0 0AX = 。 
证明：充分性显然成立，我们只需证明必要性。利用 Schwarz 不等式，很容易证明下列不等式 

( )( )2
Re X AY X AX Y AY∗ ∗ ∗≤ ⋅ , 

对于任意向量 [ ]T1 2, , , nX x x x=  ， [ ]T1 2, , , nY y y y=  都成立。故不妨令 0Y X= ， 0X AX= ，则有 

( )( ) ( )( )2 2

0 0 0 0 0Re 0AX AX X AY X AX Y AY∗ ∗ ∗ ∗= ≤ ⋅ = . 

从而可得 0 0AX = ，结论成立。 

3. 主要结果 

定理 3.1：设
A B

H
C A∗

 
=  − 

是复 Hamilton 矩阵，如果矩阵 B 非负可逆，且 ( )1 1B A B A
∗− −= ，则有下

面结论： 
1) 矩阵 H 的特征值是实数或纯虚数，即 ( ) iH R Rσ ⊂  ； 
2) ( )Hλ σ∈ 当且仅当 ( )Hλ σ− ∈ ，即 H 的特征值关于原点对称。 
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证明：设 ( )Hλ σ∈ ， [ ]TF G 是对应于 λ 的特征向量，即成立 

A B F F
C A G G

λ∗

     
=     −     

 

整理可得 

AF BG F
CF A G G

λ

λ∗

+ =


− =
 

由于 B 是可逆的，所以有 
1 1

2 1 1 1 1

G B F B AF
B F B AF CF A B F A B AF
λ

λ λ λ

− −

− − ∗ − ∗ −

 = −


− = − +
 

已知 

( )1 1B A B A
∗− −= , 

进而有 

( )2 1 1F B F F CF AF B AFλ ∗∗ − ∗ −= + . 

据引理 2.2：假设 1 0F B F∗ − = ，则 1 0B F− = ,而 B 非负可逆，从而得 0F = ，则 0G = ，显然矛盾。故
1 0F B F∗ − ≠ ，从而 

( ) 1
2

1

F CF AF B AF
R

F B F
λ

∗∗ −

∗ −

+
= ∈  

即 ( ) iH R Rσ ⊂  。 
接下来，我们证明 ( )Hσ 是关于原点对称的。令 ( )Hλ σ∈ ，向量 [ ]TF G 是对应 λ 的特征向量，取

向量
T1 1U F B F B AFλ − − = − +  ，则 0U ≠ 且 

( ) 0H Uλ+ =  

从而可知 ( )Hλ σ− ∈ 。 
故当 ( )Hλ σ− ∈ 时，类似地，可以证明 ( )Hλ σ∈ 。 
类似地，由定理 3.1 也可得下面推论。 

推论 3.2：设
A B

H
C A∗

 
=  − 

是复 Hamilton 矩阵，如果C 是非负可逆矩阵，且 ( )1 1C A C A
∗− ∗ − ∗= ，则

有 
1) 矩阵 H 的特征值是实数或纯虚数，即 ( ) iH R Rσ ⊂  ； 
2) ( )Hλ σ∈ 当且仅当 ( )Hλ σ− ∈ ，即 H 的特征值关于原点对称。 
注：定理 3.1 和 3.2 表明，在 1B A− 或 1C A− ∗是对称矩阵的条件下，复 Hamilton 矩阵的上述性质类似

于实 Hamilton 矩阵，即 Hamilton 矩阵的特征值关于实轴和虚轴对称。 

推论 3.3：设
A B

H
C A∗

 
=  − 

是复Hamilton矩阵，若 0B > ， 0C ≥ (或 0B < ， 0C ≤ )且 ( )1 1B A B A
∗− −= ，

则 ( )H Rσ ⊂ 。 

证明：当 0B > ， 0C ≥ ，或 0B < ， 0C ≤ 时 
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( ) 1
2

1 0
F CF AF B AF

F B F
λ

∗∗ −

∗ −

+
= ≥  

从而 ( )H Rσ ⊂ 。 
推论 3.4：设

A B
H

C A∗

 
=  − 

是复 Hamilton 矩阵，若 0B ≥ ， 0C ≤ 。且对任意的向量 X ，Y ，满足

( )Re 0X AY∗ ≥  (或 0B ≤ ， 0C ≥ 且 ( )Re 0X AY∗ ≤ )，则 ( ) iH Rσ ⊂ 。 
证明：不失一般性，不妨假设 0B ≤ ， 0C ≥ ，且对任意的向量 X ，Y ，有 ( )Re 0X AY∗ ≤ ，则有 

0JH ≥  

令 ( )Hλ σ∈ ，U 是对应 λ 的特征向量，即有 HU Uλ= ，则有 

0U JHU U JUλ∗ ∗= ≥  

又由于 iU JU R∗ ∈ ，则由上式可得 

( )Re 0λ =  

即 ( ) iH Rσ ⊂ 。证明完毕。 
类似地，可以得出下面的推论。 

推论 3.5：设
A B

H
C A∗

 
=  − 

是复 Hamilton 矩阵。若 0B ≥ ， 0C >  ( 0B ≤ ， 0C < )，且 ( )1 1C A C A
∗− ∗ − ∗= ，

那么 ( )H Rσ ⊂ 。 

以上结论说明在某些特定的条件下，复 Hamilton 矩阵的特征值关于实轴和虚轴对称。 

定理 3.6：设
A B

H
C A∗

 
=  − 

是复 Hamilton 矩阵。如果 A 是一个斜对角分块矩阵， B ，C 是对角分

块矩阵，那么 H 的特征值关于实轴和虚轴对称。 

证明：当 A 是斜对角分块矩阵， B ， C 是对角块矩阵时，不妨令 1

2

0
0
A

A
A
 

=  
 

， 1

2

0
0
B

B
B

 
=  
 

，

1

2

0
0

C
C

C
 

=  
 

， ( )Hλ σ∈ ，且令向量 [ ]T1 2 1 2U F F G G= 是对应 λ 的特征向量，即 

HU Uλ=  

整理可得 

1 2 1 1 1,A F B G Fλ+ =  

2 1 2 2 2 ,A F B G Fλ+ =  

1 1 2 2 1,C F A G Gλ∗− =  

2 2 1 1 2 .C F A G Gλ∗− =  

令 [ ]T1 2 1 2V F F G G= − − ，我们同样可以得到 

( )

1 1 2 1 1

2 2 2 1 2

1 1 2 2 1

2 2 1 1 2

0

F A F B G
B G A F F

H V
C F A G G
C F A G G

λ
λ

λ
λ
λ

∗

∗

− − 
 + − + = =
 − −
 
− + + 

， 

从而得， ( )Hλ σ∈ 当且仅当 ( )Hλ σ− ∈ 。 
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又由引理 2.1 知，H 的特征值关于虚轴对称，因此 H 的特征值关于实轴和虚轴对称。证明完毕。 

定理 3.7：设
A B

H
C A∗

 
=  − 

是复 Hamilton 矩阵，令 1

2

0
0
A

A
A
 

=  
 

， 1

2

0
0
B

B
B

 
=  
 

。 

1

2

0
0

C
C

C
 

=  
 

，如果 1 0B > ， 2 0C < ，且对于任意的向量 X ，Y ， ( )1Re 0X AY∗ ≥  (或 1 0B < ， 2 0C > ，

且 ( )1Re 0X AY∗ ≤ )，那么 ( ) iH R Rσ ⊂  。 

证明：显然 H 满足 1
0H PH P−= ，其中 

1 2

12 2
0

21 1

1 2

0 0 0 0 0
0 0 0 00 0

,
0 0 0 00 0

0 0 0 0 0

n

n

n

n

I C A
I SA B

P H
I SB A

I A C

∗

∗

   −
      = = =        
−    

 

因此，矩阵 H 与矩阵 0H 相似，从而有 ( ) ( )0H Hσ σ= 。任取 ( )0Hλ σ∈ ，且令 [ ]T1 2 1 2U F F G G=

是对应 λ 的特征向量，则有 

1 2 2

2 1

0
0

S S F F
S S G G

λ
     

=     
    

 

其中 1

2

F
F

F
 

=  
 

， 1

2

G
G

G
 

=  
 

，整理可得 

( ) ( )
( ) ( )

2
1 1 2 1 1 1 1 2 2 2 1

2
2 1 2 1 1 2 1 2 2 2 2

C B A A F C A A C F F

A B B A F A A B C F F

λ

λ

∗ ∗ ∗

∗

 + + − =


− + + =
， 

给第一式左乘 1B ，第二式左乘 1A ，然后两式相加得 

( )
( )

( )

1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1

1 1 1 1 2 1 1 2 2 1 2 2 2

2
1 1 1 2

B C B A A B B A A A B A F

B C A A A A B A C A B C F

B F A Fλ

∗ ∗ ∗

∗

+ + −

+ + − +

= +

                          )1(  

再给第一式左乘 1A∗− ，第二式左乘 2C ，然后两式相加得 

( )
( )

( )

1 1 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1

1 1 1 2 2 1 1 2 2 2 2 2 2

2
1 1 2 2

A C B C A B A A A C B A F

A C A C A A A A C C B C F

A F C Fλ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗

− + − −

+ − + + +

= − +

                       )2(  

方程(2)两边取共轭转置可得 

( )
( )
( )

1 1 1 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2

2 1 1 1 1 2 2 2 2 1 2 2 2

2
1 1 2 2

F B C A B A C A A A A B C

F A C A A A C C A A C B C

F A F Cλ

∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

− + − −

+ − + + +

= − +

                       )3(   

给方程(1)左乘 1F ∗，给方程(3)右乘 2F ，然后两式相加得 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 1 1 2 2 2 2 1 2 2 2 2

2 2
1 1 1 1 2 1 1 2 2 2

F B C B A A B B A A A B A F F A C A A A C C A A C B C F

F B F A F F A F C Fλ λ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

+ + − + − + + +

= + + − +
 

这意味着 
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( ) ( )( )2
2 2 2 1 1 1 1 1 2Im 2Re 0F C F F B F F A Fλ ∗ ∗ ∗− + + = . 

如果 1 0B > ， 2 0C < ，且对于任意的向量 X ，Y ， ( )1Re 0X AY∗ ≥ (或 1 0B < ， 2 0C > 且 ( )1Re 0X AY∗ ≤ )，
则 ( )2 2 2 1 1 1 1 1 22Re 0F C F F B F F A F∗ ∗ ∗− + + ≠ 。从而 ( )2Im 0λ = ，故 ( ) iH R Rσ ⊂  ，证明完毕。 
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