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Abstract 
Assuming that the stochastic rate and the underlying stock follow double mutually independent 
Fractional Brownian motion respectively, this paper establishes pricing model of Warrant Bonds 
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摘  要 

本文假定随机利率和标的股票分别遵循两个相互独立的分数布朗运动的条件下，建立了可分离交易可转
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换债券的的定价模型，并利用风险中性定价原理推导出其定价公式。 
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1. 引言 

可分离交易可转债(Warrant Bonds，简称 WBS)是上市公司发行的一种将认股权证和债券结合在一起

的特殊债券，即一种“认股权证和债券分离交易的可转换公司债券”。可分离交易可转债是债券与股票

权证的混合融资品种，它由两大部分组成，一是债券，二是股票权证。它在发行时规定其持有人有权在

保持债券有效性的前提下，在债券到期日(或到期前的一定期间内)按照事先约定的某个约定价格(即行权

价格)及行权比例，认购发行公司的股票。可分离交易可转债与普通可转债的本质区别在于债券与期权可

分离交易，即分离交易可转债的持有者在行使了认股权利后，其债权依然存在，仍可持有到期收回本金

并获得利息；而普通可转债的投资者一旦行使了认股权利，则其债权就不复存在了。因此，可分离交易

可转债可理解成“买债券送权证”的创新品种。 
可分离交易可转债作为一种融资方式创新，最早出现在 20 世纪 70 年代的美国证券市场上，目前在

西方发达国家已经是一种比较成熟的衍生金融工具。在我国资本市场上，可分离交易可转债还是一个全

新的金融产品。2006 年 5 月 7 日，《上市公司证券发行管理办法》首次将可分离交易可转债列为上市公

司再融资品种，可分离交易可转债开始受到人们的关注。短短几个月间，马钢股份、武钢股份、新钢钒、

唐钢股份、中化国际、云天化、深高速等 7 家上市公司纷纷提出发行可分离交易可转债的申请并公告计

划通过这一新的金融创新产品融资 234 亿元，这使得分离交易可转债成为资本市场中不容忽视的一只力

量，预示着可转债市场更为广阔的发展空间，可分离交易可转债的定价问题已经成为可转债研究领域的

一项重要研究内容。 
20 世纪 70 年代，可分离交易可转债在美国刚出现时，很多国外学者认为它将会成为普通可转债的

替代品。于是，当时的国外学者们对可分离交易可转债的研究主要是侧重于与普通可转债(CBS)进行比较。

Ingersoll(1977) [1]提出可以用债券和认股权证组合成与可转换债券等效的融资组合。Finnerty(1986) [2] 对
七个参与可分离交易可转债交易的机构投资者进行问卷调查，结果显示，附带权证带来的初始发行折价

会使投资者面临税收负担，如果税负不断增加，很多投资者将不会投资可分离交易可转债。而 Payne [3]
则对可分离交易可转债与普通可转债的关系进行了全面的比较研究。近年来，国内学者对可分离交易可

转债的定价也做了一些积极的探索。许可、李听(2007) [4]在《“马钢”可分离可转债定价实证分析》中

以国内首支认股权和债券分离交易的可转换公司债券——马钢可转债为样本，从实证角度对其进行了定

价分析。化宏宇、程希骏(2008) [5]认为可分离交易可转债中权证是一种简单的百慕大式权证，他们根据

风险中性定价原理，考虑在完备的市场下按照收益最大化原则，结合鞅定价原理，给出了权证理论上的

价格。李争华(2008) [6]利用有稀释效应的 B-S 模型对 08 年上市的宝钢可分离交易可转债进行定价研究，

并做了简单的实证分析，得出的结论是宝钢可分离交易可转债的债券部分定价效果很好，认股权证市场

价格偏高。骆桦、沈红梅[7]结合几只具体可分离交易可转换债券研究了 WBS 在我国的实际应用。 
我国学者朱丹(2011) [8]从定量的角度分析了可分离交易可转换债券的价值构成，利用鞅定价方法推

导出其定价公式。但是朱丹运用的模型存在两个不足，第一、使用 Vasicek 随机利率模型；该利率模型

是均值回归模型，有可能使利率变为负值；第二、就是假定分离交易可转债对应的基本股票服从几何布



双分数布朗运动下可分离交易可转债的定价 
 

 
215 

朗运动，这意味着股票价格变化是相互独立的随机变量，并且资产收益率服从正态分布，这不符合股票

价格波动的实际情况。因为大量金融实证研究和行为金融学研究表明，股票价格变化不是随机游走，而

是不同时间呈现不同程度的的长期相关性，并且资产收益率的分布也不是正态分布，而是具有“尖峰厚

尾”的特性，这是金融资产收益的典型特征。由于 Peter(1994)应用 R/S 分析法证明了分数布朗运动不依

赖于独立及正态分布的假设，它的特征指数以及尺度参数等能很好地刻画金融市场波动性、股票价格的

一般行为过程及资产收益率的“尖峰厚尾”分布等。此外，分数布朗运动具有的自相似性和长期依赖性，

与人们对金融市场的直观感觉是一致的，即未来时刻股票的价格不仅与现在价格有关，还与过去相当一

段时间的价格有关[9]。为了克服前人提出的可分离交易可转换债券定价模型中的两个不足，本文将在下

文中运用随机利率服从 Hull-White 模型[10]以及标的股票遵循分数布朗运动来对前人提出的可分离交易

可转换债券定价模型进行改进，建立一个双分数布朗运动下的可分离交易可转债的定价模型，并运用风

险中性定价理论推导出可分离交易可转债的定价公式。 

2. 预备知识 

2.1. 可分离交易可转债的构成要素 

一般说来，可分离交易可转债具有以下一些要素： 
1) 基本股票：它是可转换债券的标的物，即可转换债券可以转换成的那种股票。 
2) 票面利率：它给予投资者一个最低收益的保证，但通常低于普通债券利率和银行利率；对于可分

离交易可转债，债券认购人在购买时将无偿获得一定数额的认股权证。 
3) 附权证比例：指一份债券可以无偿获得的认股权证的数量。比如某可分离交易可转债的附权证比

例为 0.4，那么 10 份债券可以配送 4 份认购权证。 
4) 行权期限：指认股权证的有效期限。在此期限内，债券持有人可随时按约定的行权价格行使该权

利，也可以放弃该权利。 
5) 行权比例：指 1 份权证可以购买的标的股票数量。比如某认购权证的行权比例为 0.5，那么 10 份

权证可以买入 5 股股票。 
6) 行权价格：即转换价格，是指权证持有人在行使认购权时购买每股股票的约定价格。 

2.2. 可分离交易可转债的价值构成 

可分离交易可转债的价值由两部分构成：单纯的债券价值和以股票为标的物的看涨期权价值。其到

期现金流量(或到期值)以公式表示如下： 

( )

,                                      

,                 

b
b T

T
b

b T T

P C
P S

MV
P C

P S C S
M

υ

υ
υαβ

⋅ ≤=  ⋅ + − >


 

其中， eiT
bP M= 代表以票面利率为 i (常数)计算的单纯的债券价值，M 表示可转债的面值，Cυ 表示约定

的行权价格(即转换价格)，T 表示到期时间， TS 表示T 时刻的股价， ,α β 分别表示附权证比例及行权比

例。 

2.3. 分数布朗运动的定义 

令 ( ), ,F PΩ 是一完备概率空间，设 ( )0,1H ∈ 为一常数，称一高斯过程 

( ){ } ( ){ }, , ,H Ht R
B t B t t Rω ω+

+
∈

= ∈ ∈Ω 是带 Hurst 参数为 H 的分数布朗运动，如果满足， 
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1) ( ) ( )0 0 0H HB E B= =   ，对所有的 t R+∈ ， 

2) ( ) ( ) { }2 2 21
2

H H H
H HE B t B s t s t s= + − −   ，对所有的 ,s t R+∈ ，其中 E 表示概率测度 P 下随机变

量的期望， ( ){ },0 ,t HF B s s t t Tσ= ≤ ≤ ≤ 。注意到当 0.5H = 时，分数布朗运动就是标准布朗运动。 

根据分数布朗运动的基本理论[11]，存在一个标准布朗运动 ( )B t ，有 ( ) [ ] ( ) ( )0, dH H tR
B t M I u B u= ∫ ，

其中算子 HM 的定义如下[11]： 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

3
2

0.5

0.5

2 1 sin π
d ,     0 0.5

π2 0.5 cos 0.5
2

,                                                                                 0.5 

2 1 sin π
π2 0.5 cos 0.5
2

HR

H

H H f x t f x
t H

t xH H

M f x f x H

H H

H H

−

Γ +  − −  < <
  −Γ − − 
 

= =

Γ +  
Γ − −


∫

( )
3
2

d ,                0.5 1 
HR

f t
t H

t x −










< <  −   

∫

 

定义[10]： ( ) { }22 :L R f f= < ∞ ，并定义： ( ) ( ) ( ){ }2 2:H HL R f M f x L R= ∈ 。 

2.4. 引理 1 

设 ( )0H t TB t
≤ ≤

是概率空间 ( ), ,F PΩ 上的分数布朗运动， ( )f t 是一个非随机的时间的函数，则

( ) ( )d HR
f t B t∫ 是高斯过程，且满足如下性质： 

1) ( ) ( )d 0HR
E f t B t  = ∫  

2) (分数次 ˆIto 等距性)[12] 若 ( )2
Hf L R∈ ，则有 ( ) ( )( ){ } ( )

2 2
d dH HR R

E f t B t M f t t=   ∫ ∫  

2.5. 引理 2 [13] 

设 ( )1 0,1Z N ， ( )2 0,1Z N ， ( )1 2Cov ,Z Z ρ= ，则对任意的实数 , , , ,a b c d s ，有下式成立： 

{ }( ) ( ) ( )2 2
1 2

1 2

1 2
2

2 2
e e

2

c d cdcZ dZ
aZ bZ s

ac bd ad bc s
E I

a b ab

ρ ρ

ρ

+ ++
+ ≥

 + + + −
 = Φ
 + +   

其中 ( )
21

21 e d
2π

sx
x s

−

−∞
Φ = ∫ 表示标准正态分布函数，证明参见[13] [14]。 

3. 金融市场模型 

3.1. 模型假设 

1) 证券市场没有交易成本和税收，并且所有证券是完全可分的； 
2) 证券交易是连续进行的； 
3) 不存在无风险套利机会； 
4) 债券利息按连续复利计算； 
5) 可转债无违约风险。 

3.2. 可分离交易可转债的定价模型 

1) 无风险利率 ( )r t 是随机的，且满足金融学中的 Hull-White 模型： 
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( ) ( )( ) ( )
1

d d d Hr t k r t t B tθ δ= − +                                 (1) 

其中 , ,k θ δ 是正常数， ( )
1HB t 是 Hurst 参数为 1H 的分数布朗运动。 

2) 可分离交易可转债对应的基本股票的价格 ( ){ }, 0S t t ≥ 也遵循几何分数布朗运动，即满足如下微分

方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

d d d ,    0  HS t t S t t S t W t t Tµ σ= + ≤ ≤                         (2) 

其中 ( )tµ 表示股票价格过程在时刻 t 的瞬时期望报酬率，σ 表示股票价格过程的波动率， ( )tµ 为 t 的 

函数； ( ){ }2 2
, , 0H HW W t tω= > 是 Hurst 参数为 2H 的分数布朗运动，T 表示可分离交易可转债的到期日， 

假定 ( )
2HW t 与 ( )

1HB t 相互独立。在风险中性世界里，我们有 ( ) ( )t r tµ = ，于是式(2)可化为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

d d d ,    0  HS t r t S t t S t W t t Tσ= + ≤ ≤                          (3) 

3.3. 引理 3(分数型 ˆIto公式)[15] 

设 ( ), tV V t S= ，V 是二元可微函数。若随机过程满足 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d d HS t t S t t S t B tµ σ= + ， ( )HB t 是

Hurst 参数为 H 的分数布朗运动，则 

( ) ( )
2

2 2 2 1
2d d dH

t t t H
V V V VV t S H S t t S B t
t S SS

µ σ σ− ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + ∂ ∂ ∂∂ 

 

证明：根据 Taylor 公式有： ( ) ( )
2

2
2

1d d d d d d
2 t t

V V VV t S S o t S
t S S

∂ ∂ ∂
= + + +
∂ ∂ ∂

， 

由于 ( ) ( ) { }2 2 21
2

H H H
H HE B t B s t s t s= + − −   ，所以 ( ) 2 2H

HE B t t=   ，即 ( )( )2
d HB t 近似为：

2 12 dHHt t− ，则有： 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

22

222 2 2 2

2 2 2 1

d d d

d d 2 d d

2 d d

t t t H

t t H H

H
t

S t S t S B t

t S t S B t t t B t

H S t t o t

µ σ

µ σ µ σ

σ −

= +

= + +

= +

 

忽略高阶无穷小，从而得到 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

2
2 2 2 1

2

2
2 2 2 1

2

1d d d d 2 d
2

d d

H
t t H t

H
t t t H

V V VV t t S t S B t H S t t
t S S
V V V Vt S H S t t S B t
t S SS

µ σ σ

µ σ σ

−

−

∂ ∂ ∂
= + + +
∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂

= + + + ∂ ∂ ∂∂ 

 

3.4. 定理 1 

随机微分方程(1)的解为：对 t u T≤ ≤ ， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

e 1 e e d
uu t u t u s

Ht

kr u r t B sθ θ θδ
θ

− − − − − −= + − + ∫                      (4) 

证明：令 ( )( ) ( ), e tV V t r t r tθ= = ，由分数型 ˆIto 公式可得： 

( )( ) ( ) ( ) ( )1
1

2
2 12 2

1 2d d dH
H

V V V VV k r t H r t t t r t B t
t r rr

θ δ δ− ∂ ∂ ∂ ∂
= + − + + ∂ ∂ ∂∂   
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将 ( )e tV r t
t

θθ∂
=

∂
， e tV

r
θ∂

=
∂

，
2

2 0V
r

∂
=

∂
代入上式得： 

( )( ) ( ) ( )( ){ } ( ) ( )
1 1

d e e e d e d e d e dt t t t t t
H Hr t r t k r t t B t k t B tθ θ θ θ θ θθ θ δ δ= + − + = + ， 

从而， ( ) ( ) ( )
1

e e e d e d
u uu t s s

Ht t
r u r t k s B sθ θ θ θδ− = +∫ ∫ ，故式(4)成立。 

由式(4)可得： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

1

2

2

1d 1 e 1 e e d d

1 1 e 1 e 1 e d

, , d

T T uT t T t u s
Ht t t

TT t T t T s
Ht

T
Ht

k kr u u r t T t B s u

k kr t T t B s

A t T f s T B s

θ θ θ

θ θ θ

δ
θ θ θ

δ
θ θ θθ

− − − − − −

− − − − − −

= − + − − − +

= − + − − − + −

= +

∫ ∫ ∫

∫

∫
 

其中： ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2

1, 1 e 1 eT t T tk kA t T r t T tθ θ

θ θ θ
− − − −= − + − − − ， ( ) ( )( ), 1 e T sf s T θδ

θ
− −= − 。 

由引理 1 可知， ( ) ( ) ( )
1

, , d
T

Ht
Z t T f s T B s= ∫ 是一个正态随机变量，且 ( ), 0,E Z t T =    

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

2 2 2, , d , d ,
T T

H Ht t
Var Z t T E f s T B s M f s T s t Tω   = =       

∫ ∫  。 

3.5. 定理 2 

随机微分方程(3)的解为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 22 2 2
2 2

1d
2e

T H H
H Ht r u u T t W T W t

S T S t
σ σ− − + −∫

=                         (5) 

证明：由分数型 ˆIto 公式可得： 

( ) ( )
2

2
2 2 2 1

2 2d d dH
t t t H

V V V VV r t S H S t t S B t
t S SS

σ σ− ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + ∂ ∂ ∂∂ 

， 

将 0V
t

∂
=

∂
，

1

t

V
S S

∂
=

∂
，

2

2 2

1

t

V
S S
∂

= −
∂

代入上式，即得： 

( ) ( )( ) ( )2
2

2 12
2d ln d dH

HS t r t H t t W tσ σ−= − +  

于是， 

( ) ( )( ) ( )2
2

2 12
2d ln d d

T T TH
Ht t t

S u r u H u u W uσ σ−= − +∫ ∫ ∫ ， 

故定理 2 成立。 

而且由定理 1 可得： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 22 2 2
2 2

1, ,
2e

H H
H HA t T T t Z t T W T W t

S T S t
σ σ− − + + −

= 。 

4. 双分数布朗运动下可分离交易可转债的定价公式 

4.1. 定理 3 

在随机利率和基本股票价格分别遵循两个相互独立的分数布朗运动(1)和(3)的条件下，可分离交易可

转债在到期前任意时刻 t 的价值为: 
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( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

2 2
2

2 2

2 22

2 22 2

2 22 2
1, ,
2

2 22 2

1 ln ,
2

, , ,
,

1ln , ,
2

e 1
,

H H b

t
b

H H

H Hb

A t T t T t
v

H H

P CT t A t T
M S

V t T r t S t P S t
t T T t

P C A t T T t t T
M S

C
t T T t

υ

υ

ω

σ
αβ

ω σ

σ ω
αβ

ω σ

− +

⋅ − − + ⋅ = + Φ
 + − 
 

 ⋅  − + − +  ⋅  − −Φ 
  + −    

            (6) 

证明：由风险中性定价原理(即无套利定价原理)可知， 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

d

d d

, , , e

e e

T
t

T T
t t

b b
T T

r u u
T t
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S S
M M
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E P I F E P S C I F
υ υυαβ

−
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∫

∫ ∫

 = ⋅  
   
   = + + −
      

 

令上式中的第一、二大项分别为 1 2,V V ，先计算 1V ， 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
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2 22 2 2
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2
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, ,
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2
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H

t
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F
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由定理 1 可知： ( ) ( )( )2, 0, ,Z t T N t Tω ，且 ( ) ( ) ( )2 2
2 2

2 20, H H
H HW T W t N T t− −

 [16]，则 

( )
( ) ( )

,
0,1

,
Z t T

N
t Tω

 ，
( ) ( )

( )2 2

2 22 2
0,1H H
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ρ
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于是，由引理 2： 
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2 2 2 222 22 2 2 2
2 22 2

2 2
2

2 2

,
,

, ,
1 , 1, ln ,

, 2

2 22 2
1, ,
2

2 22 2

e e

1ln , ,
2

e
,

H HH H H Hb
H H t

Z t T
t T

A t T t T
b tW T W tZ t T P C

t T T t A t T T t
t T M ST t

H Hb

A t T t T t
b

H H

V P E I F

P C A t T T t t T
M S

P
t T T t

υ

ω
ω

ω σ σ
ω

υ

ω
σ ω

ω σ

−
−

 − ⋅ − ⋅ − − ⋅ ≥− + − − ⋅ − 

− +

 
 =  
  

⋅ − + − + ⋅= Φ
+ −







 
 



         (7) 

再计算 2V ， 

( ) ( ) ( )d d
2 e e

T T
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b v b v
T T
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b t T tP C P C

S S
M M
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              (8) 
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将上式(8)中的右边两项分别记为 21V ， 22V ，则 21V 与 1V 的计算方法相同，可得： 
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由定理 2 可得： 
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(10) 

将 1 21 22, ,V V V 分别代入 ( ) ( )( ), , ,V t T r t S t 中，得到： 
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4.2. 推论 

双分数布朗运动下可分离交易可转换债券 0t = 的价值为: 
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5. 结束语 

本文在克服前人所提出的关于可分离交易可转债定价模型的不足的基础上，借鉴了已为大量金融实

证研究所验证的金融资产波动遵循分数布朗运动的经验，建立了更加贴近金融市场实际的可分离交易可

转债的定价模型，并运用风险中性定价原理(即无套利定价原理)，获得了随机利率和标的股票价格分别遵

循两个相互独立的分数布朗运动的条件下债权与转股权可分离交易的可转债的定价公式。对于年轻的中

国证券市场而言，可分离交易可转债是一个极具发展潜力的新型金融衍生产品，它对拓宽企业融资渠道、

丰富证券品种和繁荣证券市场，都将起到积极的作用。因此，如何给可分离交易可转债以科学的定价将

是十分重要的，值得我们共同去探讨和研究。 
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