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Abstract 
The problem of structure model occurs multiple change points in the economic system of mathe-
matical models. In this paper, we give the detection method for change point problems about the 
variance changes. We combine the Bayesian method with the maximum likelihood method on the 
detection about the variance multiple change points in the same mean. The elimination extra pa-
rameters can make use of Bayesian method; the maximum likelihood method can avoid the un-
known problems of the prior distribution information of the change points number. It is a practic-
al method. 
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摘  要 

经济系统数学模型中含有多个转变点的结构模型问题，本文对在均值相同情况下，方差多个转变点的检

测方法采取的是将贝叶斯方法和极大似然方法结合起来，利用贝叶斯方法消去多余参数，极大似然方法

可以回避转变点个数的先验分布信息未知的问题，给出有效的检测方法。 
 
关键词 

转变点，贝叶斯方法，极大似然方法，先验分布，似然密度函数 

 
 

1. 引言 

转变点问题一直是统计学前沿研究的热点问题，具有重要的应用价值，尤其在经济学和金融学方面

有广泛的应用[1]。在经济飞速发展的现代社会，需要处理经济、金融的问题也越来越多。经济周期中的

变点分析一直都是经济学家和统计学家关心的问题，因为研究经济周期中的变点问题对我们及时调整经

济政策，使经济稳定发展有很大帮助。 
转变点的定义：按统计学的定义，对于某一随机变量序列，如果存在一个时间点，在这个点以前的

序列服从一种概率分布而在这个时间点以后的序列则服从另一种概率分布(或同一种概率分布而参数不

同)，那么在这个序列中存在一个转变点。因此，一个转变点问题就包含以下两方面的内容[1]：① 确定

是否存在变化，② 估计未知转变点的个数及位置。 
一般地，估计转变点的方法有很多，常见的方法有 Schwarz 信息准则方法、二分分段法、似然比检

验、(加权)最小二乘法、非参数方法、累加和方法[2]、贝叶斯方法[3]-[5]、极大似然方法等。Schwarz (1978)
提出了信息准则的方法用于检测转变点的存在性时，无需导出其复杂的分布函数，来估计变点的个数和

位置[6]。Vostrikova (1981)提出的二分分段法能够同时检测出转变点的数量和它们的位置，并能够节约大

量运算时间[7]。文献[8]结合前人方法，将二分分段法和信息准则方法结合来检测均值转变点情况。Stergios 
Fotopoulos, Venkata Jandhyala (2001) [9]针对独立同分布于指数分布的一系列的随机变量，用极大似然估

计的方法估计分布参数的转变点问题，但其方法是寻找转变点位置的一个近似结果。Inclan 和 Tao (1994) 
[10]用累积平方和的方法解决多个方差转变点的问题，在某种程度上类似于二分分段方法，该方法是节省

了计算量，但是检测转变点必须整个时间序列分割，难以保证转变点是全局意义上的。如今 Yuehjen E. 
Shao 和 Ke-Shan Lin (2015) [11]针对随机变量分布在未知的情况下，提出了一种人工神经网络(ANN)的
新方法。 

然而总体的参数会是随时间而变的，关于分布参数的转变点[12]，文献[12] [13]用极大似然的方法来

估计参数的转变点。一般转变点问题，常常考虑总体均值和方差的变化情况，且是在假设检验的框架下

进行的，基于模型的总体分布是正态[14]，这样一来变点问题的推断等价于均值或者方差变化的检测。 

2. 方差转变点的检测 

Shao 和 Hou (2006) [15]运用 S—控制图和极大似然方法相结合来估计服从 gamma 分布的随机变量

的转变点问题。Wenzhi Zhao, Zheng Tian, Zhiming Xia (2010) [16]针对有长期记忆的线性过程用比值判别

法来检测方差转变点，但是此方法需要一定的限制假设条件。文献[17]结合了 X 控制图与贝叶斯估计方

法，文献[18]的应用实证中也运用贝叶斯方法来定位找到转变点的位置，通过一系列模拟。结果表明，贝
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叶斯估计量与之前的信息更准确和更精确。 
鉴于以上研究情况，对于正态随机变量的方差多个转变点问题，我们采取将 Bayes 方法和极大似然

方法相结合，先利用经验贝叶斯方法消去多余参数，然后利用极大似然方法寻找转变点位置。 
设随机正态变量时间序列{ }tx ，( 1, 2, ,t T=  )令 1 2, , , Tx x x ， ( )2~ 0,t tx N σ ，且 

2 2
0 1, 1t t kσ τ= ≤ ≤  

2 2
1 1 2,t k t kσ τ= < ≤  

2 2
2 2 3,t k t kσ τ= < ≤  

  
2 2 ,t m mk t Tσ τ= < ≤  

其中 1 2 31 mk k k k T≤ < < < < < 表示的是方差转变点的下标，假定有 m 个转变点，转变点下标

( )1 2, , , mk k k k ′=  ， 1, 2, , 1m T= − 。为表达方便，令 0 10, mk k T+= = 。转变点将时间序列分割成 1m + 个

时间段，每个时间段里 tx 分布相同， ( )2~ 0,t jx N τ ， 1j jk t k +< ≤ ， 0,1, ,j m=  。在第 j 个时间段中， tx
的均值是 0，方差为 2

jτ ，m 的观测数是 1j j jd k k+= − ， 0,1, ,j m=  。现在的主要问题是如何根据样本

( )1 2, , , Tx x x x ′=  去估计转变点的位置 ( )1 2, , , mk k k k ′=  以及个数，转变点个数实际上是转变点位置向量

k 的维数。 

我们检测的是方差转变点，而方差 ( ) ( )2 dDX x EX f x x
+∞

−∞
= −∫ 是样本分布的密度函数，所以将方差 

转变点的检测和分析问题最终可看作是样本密度函数的估计问题，然后利用极大似然方法估计其转变点

的位置。 

因为 ( )2~ 0,t tx N σ ，( 1, 2, ,t T=  )所以 ( )1 2, , , Tx x x x ′=  的联合分布密度 ( )| , ,f x k mσ ，以及似然函

数 ( )1 2, , , ;nL x x x σ 为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2, , , ; ; ; ; ; , , | , ,n nL x x x f x f x f x L x k m f x k mσ σ σ σ σ σ= = =   

( ) ( )

( )

( )
( )

2 2 2
1 2

2 2 2
1 2

22

22 1

2 2

2 21 1

2 2 2

1 2

1
2 2
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1 2

1 1T
12 2
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1 1 1; , , | , , e e e
2π 2π 2π

1 1 1e e
2π 2π

1 1e e
2π2π

T

T

T tt
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T Tt t

t tt t
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xxT T

t t T

x x

TT

T

L x k m f x k m σ σ σ

σσ

σ σ

σ σ
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=

= =

− − −

 
 −−  
 

=

− −
−

∑

∑ ∑

= = × × ×

 
= ⋅ = 
 

 
= =  
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∏









 

其中 ( )1 2, , , Tσ σ σ σ ′=  ， ( )1 2, , , mk k k k ′=  ，m为变点的个数。 

或者由 Inclan (1993)给出的如下联合分布密度函数[2]： 

( ) ( )
1

2
2

1

1
2

0

1 1| , , e ; , ,
2π

k j
t

t kj j

j

T xm

d
j j

f x k m L x k mττ τ
τ

+

= +
−

=

∑ = ⋅ = 
 

∏                    (1) 

其中 ( )0 1, , , mτ τ τ τ ′=  ， ( )1 2, , , mk k k k ′=  ，m为变点的个数。 2 2
j tτ σ= ， 1j j jd k k+= − ， 
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( )1, 2, , ; 0,1, ,t T j m= =  ， 1j jk t k +< ≤ ，令 0 0k = ， 1mk T+ = 。 

我们要解决问题的关键是参数 k ，m，也就是转变点位置和转变点个数，而τ 相对不重要，可看作

是多余的参数。如果直接用极大似然方法处理多余参数，存在很多困难，因为σ 和τ 都不知道，而贝叶

斯方法就可以处理这种问题。运用贝叶斯公式可得到参数的后验分布密度函数 ( ), , |f k m xτ ，然后通过

后验分布密度 ( ), , |f k m xτ 对τ 积分可以得到 k ，m的边缘分布密度。 

2.1. 贝叶斯检测 

要运用贝叶斯方法消去多余参数τ ，必须先构造τ 的先验分布。在没有τ 的较好先验信息的情况下，

经验贝叶斯方法可以解决此问题。经验贝叶斯的思想是从样本信息中构造τ 的先验分布 ( )| ,f k mτ 。 
因为 ( )2~ 0,t tx N σ ， 2 2

j tτ σ= ， 1j jk t k +< ≤ ， 1j j jd k k+= − ，在 k ，m给定的条件下有： 

( )
1 2

2
2

1
~

j

j

k
t

j
t k j

x dχ
τ

+

= +
∑                                     (2) 

这样可以根据式(2)导出 jτ 的分布，并把它作为 jτ 的先验分布。于是就得到τ 的先验分布 ( )| ,f k mτ 。

这个先验分布用到了样本的信息，因此我们用的是贝叶斯方法。结合式(1)得： 

令 ( )
1 2

2
2

1
~

j

j

k
t

j j
t k j

xy dχ
τ

+

= +

= ∑ ， ( )0 1, , , my y y y ′=  ， 0,1, ,j m=  ，则 
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( ) ( ) ( ), | , | , , | ,f x k m f x k m f k mτ τ τ= ，等式两边同时对τ 积分得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )| ,, | , d | , | , , | , d | , ,k mf x k m f x k m f x k m f k m E f x k mττ τ τ τ τ τ= = =   ∫ ∫  

由式(1)知： ( )
1

2
2

1

1
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∏ ，则似然函数为： 
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0

e dj jd y
j j jd y y

+∞
− −Γ = ⋅∫ ， 1j j jd k k+= − ， 0 0k = ， 1mk T+ = ) 

2.2. 极大似然方法检测 

由此可知，要运用贝叶斯方法，还需要知道m的先验分布，由于m先验信息未知，且m的先验分布

对问题求解起到至关重要的作用。因此，我们对上面求出的联合密度函数 ( )| ,f x k m 也即是似然函数

( ); ,L x k m ，用极大似然方法求出 k ，m，这样就避开了m的先验分布未知的问题。先给定m，然后通过

将 ( )| ,f x k m 表达式最大化来确定 ˆ |k m作为转变点个数为m时的转变点位置的估计。 
以上过程中我们并不是只用贝叶斯一种方法，而是将贝叶斯方法和极大似然方法结合起来，先用贝

叶斯方法消去多余参数τ ，然后再用极大似然方法寻找转变点位置 k 。这样既消去了多余参数；又回避

了转变点在先验分布上未知的问题；而且极大似然方法的好处是只需要在解空间中找出似然密度函数最

大的解，从而使方差多个转变点的检测问题得以解决。 
在实际的经济模型应用中，我们经常会碰到既有多余参数又没有什么强的先验信息的情况。单纯利

用贝叶斯方法或极大似然方法效果都不理想，这样把贝叶斯方法和极大似然方法结合起来利用各自方法

的优点来解决各种问题，是一个较好的选择。可以先用贝叶斯方法消去多余参数，然后再利用极大似然

方法估计我们感兴趣的参数。 
基于模型总体分布是正态分布下的均值和方差多变点的情况，在前期的研究基础上讨论了同方差下

的均值转变点检测问题[8]，本文讨论同均值下的方差转变点估计问题，还有不同方差下的均值转变点，

以及均值和方差同时有转变点的估计问题[12]。以及对于经济模型中参数分布为指数分布、Poisson 分布

和 t 分布等情况的转变点结构模型问题，都有待我们去进一步研究和探讨。由于转变点问题常常涉及到

非独立随机变量的分布问题，这是非常难以处理的，这个问题的研究在理论上难度很大，富有挑战性。 
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