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Abstract 
In this paper, based on some indexes which are always used in risk management and performance 
appraisals for financial industry, such as return on risk adjusted capital (RORAC) and mean-standard 
deviation (MSD), we construct two multi-objective optimization models together with conditional 
value at risk (CVaR) as well as the capital regulation. Under the expected value premium principle, 
by the multi-objective optimization theory, we obtain the Pareto optimal proportional reinsur-
ance strategy for the diffusion approximation risk model. Some numerical examples are given to 
show the impact of some important parameters, like initial capital and insurance year as well as 
risk aversion, on the optimal reinsurance strategy. 
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摘  要 

本文引入金融行业在风险管理和绩效评估等方面所常用的指标——风险调整资本收益率(RORAC)，以及

单位标准差收益(MSD)，在资本约束范围内与条件风险价值(CVaR)建立多目标模型。在期望保费原理下，

考虑扩散逼近风险模型中基于RORAC和MSD，以及CVaR的最优比例再保险问题。利用多目标优化理论，

我们得到了比例再保险的Pareto最优解。最后，通过数值举例，探讨了初始资本水平，保险年度以及风

险喜恶对最优再保险策略的影响。 
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多目标规划，风险调整资本收益率，单位标准差收益，条件风险价值，Pareto最优 

 
 

1. 引言 

保险人是经营风险的个体，风险聚合和风险分散是经营的核心所在。为了追求一个较高的投资回报，

直接保险人在承保某类风险业务时，通过各种手段来进行有效的风险管理和风险控制。西方有一句谚语

“不要把鸡蛋放在一个篮子里”，无疑是用分散风险的方法控制风险的最通俗说法。对于直接保险人而

言，一个非常重要的分散风险手段就是发展再保险业务。再保险是一种十分常用且重要的风险转移手段，

它能够有效地控制和管理保险人的风险，尤其对承保标的大且风险波动大的非寿险公司而言。因此，再

保险安排在保险业务的健康发展中起着举足轻重的作用。然而，在进行再保险业务时，保险人分出业务

过多会显著地降低净利润水平；分出业务过少，承担的风险过高则会导致保险人偿付不足甚至引发破产。

因此，根据其承保业务的不同类型，如何选择合理的最优的自留业务量，即，最优再保险决策，成为了

每一个保险决策者高度关注的问题。 
由于再保险决策的重要性，最优再保险策略成为近年来风险管理理论中非常热门的研究问题，目前

已经有大量成熟的研究关注这一方面。如：Cai and Tan [1]和 Jun Cai，et al. [2]以直接保险人再保后的剩

余风险(VaR 和 CTE)作为衡量标准；Zhi Bin Liang，et al. [3]将常用的均值保费准则替换为较复杂的方差

保费原则，通过最大化保险人资产的期望效用，最小化风险价值(VaR)讨论了比例再保险形式下的最优再

保比例；Manuel Guerra，et al. [4]以盈余的期望效用准则和破产概率准则分别探讨了再保决策的最优自留

额；李秀芳等[5]则引入风险调整资本收益率(RORAC)和条件风险价值(CVaR)，分别针对比例再保险和停

止损失再保险进行多目标下的最优再保险决策；周明等[6] [7]采用期望保费原则，将 RORAC 以及夏普比

率(Sharpe Ratio)引入再保决策，判断最优的再保比例。 
目前大部分有关最大化收益或者最小化风险的最优再保险问题多是在单目标下进行研究的，尤其基

于风险管理和绩效评估指标 RORAC 的最优再保险问题大多是针对单期模型进行讨论的。为了保障保险

决策者既能获得较高收益又能把风险控制在一定范围内，同时还考虑到时间对决策的影响，本文我们利

用带漂移的布朗运动来近似累积索赔过程，得到盈余过程的扩散逼近风险模型[8]。基于期望保费原理，

选用 RORAC 以及单位标准差收益 MSD 来衡量保险人的收益，用 CVaR 来衡量保险人的风险，在资本约

束范围内将 RORAC(MSD)与 CVaR 结合，得到多目标最优比例再保险问题 1M 和 2M 。根据 Liang 和 Guo [3]
中思想，我们采用反映保险人风险喜好的参数 β 将收益指标以及风险指标组合，得到关于 RORAC(MSD)
和 CVaR 的单目标问题 1M ′  ( 2M ′ )。针对参数的不同取值范围，我们分别给出了不同情形下问题 1M ′  ( 2M ′ )
的最优解。由多目标优化理论[9]可知，如果我们能够找到问题 1M ′  ( 2M ′ )在 [ ]0,1 内唯一最优解 *k ，那么 *k
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一定是原问题 1M  ( 2M )的 Pareto 最优解。 
文章的框架是这样安排的：第 1 节主要是对模型以及问题进行介绍；第 2 节是问题求解。我们先给

出问题 1M ′和 2M ′的可行域和相关指标的单调性，然后分别对问题 1M ′和 2M ′进行求解。对于问题 1M ′，我

们先给出问题 1M ′存在最优解的充分条件，再按 1M ′中目标函数的图像进行分类讨论，结合可行域给出问

题的最优解；对于问题 2M ′，通过结合目标函数的极值和可行域给出了最优自留比例。第 3 节中，我们

通过相关数值分析探讨了初始资本和保险年度，以及风险偏好对最优策略的影响。 

2. 模型及问题描述 

2.1. 扩散逼近风险模型 

在经典风险模型中，盈余过程{ } 0t t
U

≥
可以写成 

,t tU u ct S= + −                                     (1) 

其中 0u ≥ 是初始盈余，c是保费率，
( )
1

N t
t iiS X

=
= ∑ 表示到时间 t 为止的累积索赔额， ( )1iX i ≥ 是独立同分

布且分布函数为 ( )F X 的正值随机变量序列。设 X 是与 iX 具有相同分布函数的一般随机变量，索赔次数

过程 ( )N t 独立于 ( )1iX i ≥ 。记
( )1

1 1
N

iiS X
=

= ∑ ，令 

( ) ( )1 1a ES EN E X= = ， 1b VarS= 。 

我们利用带漂移的布朗运动来近似累计索赔额，即： 
ˆ

t tS at bB= + ， 

其中 tB 是标准布朗运动，扩散项 tbB 代表累积索赔中不确定的部分。则(1)式可以转化为： 

( )ˆ
t tU u c a t bB= + − + ， 

即盈余过程的扩散逼近模型[8]。 

2.2. 比例再保险 

比例再保险是保险实务中常用的再保险形式。为了更好地给出扩散逼近风险模型下对应的比例再保

险的表达，我们先对单期模型下比例再保险形式给出数学定义。假设保险人某类业务的风险总额用 X 表

示， X 为一个连续型非负随机变量，具有分布函数 ( )F x ，密度函数 ( )f x 和有限均值。保险人的自留风

险比率用 k 表示，则保险人的自留风险为 

( )I X kX= ， 

转移给再保险人的风险为 ( )1 k X− 。相应地，在扩散逼近风险模型中，我们假设保险人在 t 时刻以水

平 [ ]0,1tk ∈ 来进行比例再保险。为了简化书写，我们均用 k 来替代 tk 。在期望保费原理下，t 时刻的再保

险保费率 ( ) ( ) 11 1k E k Sδ η= + −   ，其中η是再保险安全附加系数。设ξ 是保险人的安全附加系数，在不

考虑保险人的承保成本等因素情况下，我们这里假设η ξ> 恒成立，即再保险人要求的利润附加要比保险

人的利润附加要高，也就是所谓的非便宜再保险。此时保险人的盈余过程以及它的近似表达为： 

( ) ( )k k
t k t k tU u c t S u c t kSδ δ= + − − = + − − ， 

 ( ) ( ) ( )k
t k t k tU u c t k at bB u c t akt bkBδ δ= + − − + = + − − − 。 

那么保险人经营自留风险 I(X)在时间 t 内的总损失风险T 为： 
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  ( ) k k k
t t k t kT u U S c t S c tδ= − = − − = − ， 

且保险人的期望利润为： 

  ( )k k
t k t kE U u E c t S c ak t   − = − = −      

， 

其中 ( )1c a ξ= + ， k kc c δ= − 。 

2.3. 风险调整资本收益率 RORAC 

一般情况下，随机变量 X 在 ( )1 0 1α α− < < 置信度下 VaR 值表示为 

( ) ( ){ }inf : PrXVaR x X xα α= ≥ ≤ 。 

如果 ( )I x 是一个连续的单调非减函数，则[1] 

( ) ( ) ( )( )XI XVaR I VaRα α= 。 

风险调整资本为偿付能力要求资本扣除公司的剩余保费部分，是保险人为了经营剩余风险获得期望

收益而额外补入的资本金。根据巴塞尔协议 III 中规定，VaR 是偿付能力资本要求设定的基本办法。因此，

对于保险人的总损失风险
k

tT u U= − 而言，给定置信水平α ，风险价值为： 

( ) 



( )

( ) ( )

,

,

k
t

k
T t kS

Bt

VaR VaR u U VaR c t

bVaR at k at

α α α

η η ξ

 = − = −  

= − + −
                        (2) 

所以风险调整资本收益率的计算公式为： 




( )
( ) ( )

.
,

k
t

k
Bt t

E U u k at
RORAC

bVaR at k atVaR u U

ξ η η

η η ξα

 − + −  = =
  − + −−  

                   (3) 

风险调整资本的确定与偿付能力监管的要求有关系。采用 RORAC 作为衡量利润率指标的原因在于：

一方面可以使得保险人获得较高的投资收益率，另一方面该指标包含了保险偿付能力监管的信息，保险

人在获得最高投资收益的同时，还有效地控制了风险。 

2.4. 单位标准差收益 MSD 

MSD 表示单位标准差收益，我们采用 MSD 来刻画保险人的收益： 

( )
,f

f

P E T
MSD

Var T

 −  =  

其中，P ct= ，是保险人在时间 t 内收取的总保费。 k
f t kT S tδ= + ，代表保险人的总损失风险。 ( )fVaR T 表

示总损失风险的方差，反应总损失的波动程度。经过简单计算，我们可以发现： 
ˆ ,k k k

t t k t k fT u U S c t S t ct T Pδ= − = − = + − = −  

则 k
f t kT S tδ= + 。为了与风险调整资本收益率中的 T 对应，我们用T 来代替 fT ，新的关于T 的 MSD

表达式为： 

( )
( )

( ) .
E T k at

MSD
bk tVar T P

ξ η η+ −
= − =

+
                          (4) 
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单位标准差收益的含义是单位风险的风险资产的收益。该指标越高，说明业绩越好，投资者能获得

单位风险下更高的期望收益水平。 

2.5. 条件风险价值 CVaR 

前面考虑的风险调整资本收益率与单位标准差收益均是刻画收益的指标。然而在实际风险控制中，

不能仅仅关注收益的大小从而忽略了风险的存在。保险人在进行再保险业务时，将业务和保费，以及利

润的一部分转移给再保险人就是为了控制风险。虽然保险人在承保该业务时已经在根据一定的准则收取

了足够的保费，但是市场风险具有很大的不确定性，保险人很可能发生偿付能力不足的情况。因此，我

们在考虑再保险决策时，应该最小化偿付能力不足的风险。本文我们采用条件风险价值 CVaR 来刻画偿

付能力不足情况下的条件期望损失作为衡量风险的标准。 

[ ]
( )   { }

 

( )

( ) ( )

|

, | ,

|

|

|

0.

T T

k k k k
t t t t

k k
t k t k T T

k t t B Tt

k t t B k Bt t

Bt

CVaR E T VaR T VaR

E u U VaR u U u U VaR u U

E S c t S c t VaR VaR

ak c t bkE B B VaR VaR

ak c t bkE B B VaR ak c t bkVaR

bkCVaR

α α

= − ≥

   = − − − − ≥ −      

 = − − ≥ −  
 = − + ≥ − 
 = − + ≥ − − − 

= >

                (5) 

2.6. 资本约束 

“量力而行”在保险人承保某业务时尤为重要，否则很可能会面临破产风险。前面的讨论中我们采

用 VaR 来确定保险人自留风险 ( )I X 时的风险调整资本，但是我们忽略了公司对于该项业务现有可用的

资本总额 0U 是否大于为了抵御风险而安排的资本数 ( )TVaR α .如果资本充裕，那么保险人可以直接按照前

面讨论的指标对再保险比例进行最优选择；若资本不充裕，保险人出于公司内部风险管理以及监管机构

的偿付能力监管要求必须分出一定比例的业务。另外，我们要求保险人的风险调整资本为正，这个假设

显然是合理的，也就是： 

( ) 00 ,TVaR Uα< ≤  

即 

( ) ( ) 00 .Bt
bVaR at k at Uη η ξ< − + − ≤  

另外，我们要求保险人期望利润恒为非负，引入 Net Profit Condition，要求： 

ˆ 0,k
tE U u − ≥   

即 

( ) ( ) ( ){ } ( )1 1 1 0.at k k at kξ η ξ η η+ − + − − = − + ≥  

2.7. 问题描述 

根据 1.1~1.6 节给出的一系列衡量利润和风险的指标，我们得到如下两种多目标最优再保险问题，即

1M 和 2M ： 
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问题 1M ： 

( ) 0

max  
min  
. .  0 T

RORAC
CVaR

s t VaR Uα




 < ≤

 

问题 2M ： 

( ) 0

max  
min  
. .  0 T

MSD
CVaR

s t VaR Uα




 < ≤

 

根据 Liang 和 Guo [3]中思想，我们采用反映保险人风险喜好的参数 β 将收益指标以及风险指标组合，

得到关于 RORAC (或 MSD)和 CVaR 的单目标问题来获得最优解，因此问题 1M 和 2M 分别转化为： 
问题 1M ′： 

{ }
( ) 0

max  
. .  0 T

RORAC CVaR
s t VaR U

β
α

 −
 < ≤

 

问题 2M ′： 

{ }
( ) 0

max  
. .  0 T

MSD CVaR
s t VaR U

β
α

 −
 < ≤

 

根据多目标优化理论[6]我们知道，如果我们能够找到问题 1M ′  ( 2M ′ )在 [ ]0,1 内唯一最优解 *k ，那么 *k
一定是原问题 1M  ( 2M )的 Pareto 最优解。 

注 1 此处 β 的取值取决于保险人对收益和风险的偏好程度。当 0 1β< < 时，保险人更看重收益，并

不过分担心由此带来的风险； 1β = 此时保险人对收益和风险并无明显偏好； 1β > 表明比起获得较高的

收益，保险人希望能够承担更小的风险。 

3. 最优再保险策略 

3.1. 问题的可行域分析 

我们首先根据资本约束和 Net Profit Condition 来探讨问题 1M ′和 2M ′ 的可行域。为了简便书写，令

( ) 1Bt
VaR Vα = ， ( ) 1Bt

CVaR Cα = 。 
1) 对于资本约束 ( ) 00 TVaR Uα< ≤ ，即： 

( ) ( ) 00 ,
tBbVaR at k at Uη η ξ< − + − ≤  

我们可知： 

(i) 1 0bV atη− > 时，
( ) ( )0

1 1

at U at
k

bV at bV at
ξ η η ξ

η η
− − −

< ≤
− −

； 

(ii) 1 0bV atη− < 时，
( ) ( )0

1 1

U at at
k

bV at bV at
η ξ ξ η
η η

− − −
≤ <

− −
； 

(iii) 1 0bV atη− = 且 ( ) 0at Uη ξ− ≤ 时， 0 1k≤ ≤ 。 

2) 对于 Net Profit Condition： 

( ) ( ) ( ){ }ˆ 1 1 1 0,k
tE U u at k kξ η − = + − + − − ≥   
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1 ,1 .k ξ
η

 
⇒ ∈ − 

 
 

整理得到引理 2： 

引理 2 在扩散逼近风险模型中，考虑非便宜的比例再保险，保费按照期望保费原理收取。那么，在

资本约束以及 Net Profit Condition 条件下，问题 1M ′  ( 2M ′ )的可行域为： 

1) 1bV
at

η < 时，自留比例 k 的可行域为
( )0

1

1 , min ,1
U at

bV at
η ξξ

η η
 − − 
−  −   

； 

2) 1bV
at

η = 且 1 0bV U
at

ξ −
≥ 时，自留比例 k 的可行域为 1 ,1ξ

η
 
− 

 
； 

3) 1bV
at

ξ η< < 时，自留比例 k 的可行域为
( )0

1

max ,1 ,1
U at

bV at
η ξ ξ
η η

 − − 
−  −   

； 

4) 1bV
at

η ξ> ≥ 时，自留比例 k 的可行域为
( ) ( )0

1 1

max ,1 ,
U at at

bV at bV at
η ξ ξ ηξ
η η η

 − − − 
−    − −   

。 

注 2 当 1< bV
at

η 时，若
( )0

1

< 1
U at

bV at
η ξ ξ
η η

− −
−

−
，则自留比例 k 的可行域为空集。此时，考虑最优再保

险问题没有意义。所以我们假设：当 1< bV
at

η 时，
( )0

1

1
U at

bV at
η ξ ξ
η η

− −
≥ −

−
恒成立。 

3.2. 相关指标的单调性分析 

接下来我们分析 CVaR，RORAC 以及 MSD 关于自留比例 k 的单调性。 
1) 根据 CVaR 的表达式 1Bt

CVaR bkCVaR bkC= = ，我们易知 CVaR 关于 k 是严格单调递增，即自留风

险越高，偿付能力不足的可能性越大。 
2) 接下来分析 RORAC 的单调性： 

( )
( ) ( )1

.
at kat

RORAC
bV at k at

ξ η η
η η ξ
− +

=
− + −

 

(i) 当 1 0bV atη− = 时： 

( ) ( )
11 .bVk atRORAC k

at at
η

η ξ η ξ
⋅

= − + = ⋅
− −

 

因为 ( )1
1 1bV tα−= Φ − ⋅ ，且 0.1α ≤ ，所以 1 > 0bV ，此时 RORAC 关于 k 严格单调递增。 

(ii) 当 1 0bV atη− ≠ 时： 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1

1
2 2

1 1

= 1 .

at kat
RORAC

bV at k at

bV atat
bV at k at bV at a t

ξ η η
η η ξ

η ξη
η η η η ξ η

− +
=

− + −

 − −
⋅ + − ⋅ − + − 

 

此时 RORAC 关于 k 仍然是严格单调递增，也就是随着自留比例的增大，保险人的收益越高。 
3) 最后我们分析 MSD 的单调性： 

.a t k a tMSD
b k b k

ξ η η ξ ηη− + − = ⋅ = ⋅ + 
 
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由于ξ η< ，所以函数 MSD 关于 k 严格单调递增，即自留比例越高，保险人的单位风险收益率越高。 
整理得到引理 3： 

引理 3 风险调整资本收益率(RORAC)和单位标准差收益(MSD)，以及条件风险价值(CVaR)均是关于

自留比例 k 的严格单调递增函数。 

3.3. 问题 ′M1 的最优再保险策略 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1
1

1 1

1

( )
.

f k RORAC CVaR

at k at
b C k

bV at k at

at k at b C k bV at k at
bV at k at

β

ξ η η
β

η η ξ

ξ η η β η η ξ
η η ξ

= −

− +
= −

− + −

− + − − + −  =
− + −

令

 

分析 ( )f k 的表达，可发现函数 ( )f k 在 [ )0,∞ 内存在不可导点
( )

1

at
k

bV at
ξ η

η
◊ −
=

−
。根据接下来的引理 4

我们知道，当参数 β 以及ξ 满足 1bV
at

η ξ> ≥ 时，函数 ( )f k 在对应的可行域内无最优解。 

引理 4 当 1bV
at

η ξ> ≥ 时，函数 ( )f k 在可行域内无最优解。 

证明 当 1bV
at

η ξ> ≥ 时，由引理 2，问题 1M ′的可行域为
( ) ( )0

1 1

max ,1 ,
U at at

bV at bV at
η ξ ξ ηξ
η η η

 − − − 
−    − −   

。此

时不可导点 k ◊ 为可行域的上确界。当 k k ◊→ 时， ( )f k → −∞或者 +∞ 。令 ( )f k 的分子，分母表达式分

别为 ( )1f k 和 ( )2f k 。将 k ◊ 代入可以得到： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 1 1

1

1 1

,

f k at k at b C k bV at k at

at bV at
at at

bV at bV at

ξ η η β η η ξ

ξ η ξ η
ξ η η

η η

◊ ◊ ◊ = − + − − + − 
− −

= − + =
− −

 

( ) ( ) ( )2 1 0.f k bV at k atη η ξ◊ ◊= − + − =  

由于 1bV
at

η > ，所以 1 0bV atη− < 。又 ( )1
1 1bV tα−= Φ − ⋅ ，且 0.1α ≤ ，则 1 0bV > ，即 ( )2 0f k > 。也

就是说，当 k k ◊→ 时， ( )f k → +∞。由引理 2 可知，k ◊ 并不在可行域内，所以当 1bV
at

η ξ> ≥ 时，函数 ( )f k

在可行域内不存在最优解。 

由引理 4 可知，当 1bV
at

η ξ> ≥ 时，函数 ( )f k 在可行域内无最优解，所以，接下来我们考虑参数满足

1bV
at

η ≤ 或者 1bV
at

ξ η< < 时，函数 ( )f k 的最大值点。分析函数 ( )f k 的导数，我们有： 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 12 2 2
1 1

1
2

1

2

2
1

2

.

abtV
bV at k at bV at k a t

bCf k
bV at k at

Ak Bk C
bV at k at

η ξ
η η ξ η η ξ

β

η η ξ

η η ξ

−
− − − − − − − +

′ =
− + −  

− − −
=

− + −  

 

令 ( ) 0f k′ = ，整理得到关于 t 的一元二次方程： 
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2 0,Ak Bk C+ + =                                    (6) 

其中 ( )2
1A bV atη= − ， ( ) ( )12B at bV atη η ξ= − − ， ( ) ( )2 12 2

1

at V
C a t

C
η ξ

η ξ
β
−

= − −  

由于 ( ) ( )2 12
1

1

4 4 0
at V

B AC bV at
C

η ξ
η

β
−

∆ = − = − ⋅ ≥ 恒成立，所以函数 ( )f k 在 R 上存在两个极值点，

不妨设为 1k 和 2k ，且 1 2k k≤ 。我们可以通过求解目标函数 ( )f k 的极值点得到 ( )f k 的最大值点 k̂ ，并结

合可行域得到问题 1M ′的最优解 *k 。给定参数 ξ 和 β ，以及η取值时，我们可以得到函数 ( )f k 在区间

[ )0,+∞ 上的函数图像。本节中，我们将按照函数 ( )f k 在区间 [ )0,+∞ 上的五种可能图像给出相应的参数ξ

和η的取值范围以及相应的 *k ： 

Case 1：函数 ( )f k 在 [ )0,+∞ 上恒为常数； 
Case 2：函数 ( )f k 在 [ )0,+∞ 上单调递减； 
Case 3：函数 ( )f k 在 [ )0,+∞ 上单调递增； 
Case 4：函数 ( )f k 在 [ )20, k 上单调递增， [ )2 ,k +∞ 上单调递减； 
Case 5：函数 ( )f k 在 [ )10, k 上单调递减， [ )1 2,k k 上单调递增，在 [ )2 ,k +∞ 上单调递减。 
此处我们只给出 Case 5 情形下参数ξ 和η所对应的取值范围以及 *k 的值，其它情况可类似得出。 
Case 5 的分析： 

令 ( ) 2h k Ak Bk C= + + ，则由(6)式可知： 
( ) ( )0 0,f k h k′ ≥ ⇔ ≤  

( ) ( )0 0.f k h k′ < ⇔ >  

由于函数 ( )h k 是开口向上的二次函数，所以 ( )f k 呈现图 1 所示图像当且仅当： 

1

1 2

0,

0,
2

0.

bV at
B
A

Ck k
A

η

 − ≠

− >

 ⋅ = >

                                    (7) 

 

 
Figure 1. The graph of ( )f k  and the corresponding saddle points 1k and 2k  in Case 5 

图 1. Case 5 中的 ( )f k 图像以及对应的极值点 1k 和 2k  

k

f(
k)

1.5

1

0.5

0
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-1
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解不等式方程组(7)可得：当 1

1

1V b
at C

ξ
β

 
> − 

 
且 1

1

V
at C

η ξ
β

> + ，或者 1

1

1V b
at C

ξ
β

 
< − 

 
且 1bV

at
η > ，或

者 1

1

1V b
at C

ξ
β

 
= − 

 
且 1

1

V
at C

η ξ
β

= + 时， ( )f k 在 [ )10, k 上单调递减，[ )1 2,k k 上单调递增，在 [ )2 ,k +∞ 上单

调递减，此时 2k̂ k= 。 

记 [ ],mn m nΩ = 为问题 1M ′  ( 2M ′ )进行再保险业务时自留比例的可行域，其中 0 1m n≤ ≤ ≤ 。通过研究 k̂
与 [ ],mn m nΩ = 的关系即可得到最优自留比例。整理得到定理 1： 

定理 1 在扩散逼近风险模型中，考虑非便宜的比例再保险，保费按照期望保费原理收取，同时以最 

大化保险人风险资本调整收益率，最小化偿付能力不足风险为目标。那么，在资本约束条件下，若 1bV
at

η ≤

或 1bV
at

η ξ> > ，则保险人进行再保险时的最优自留比例为： 

1) 若 1

1

1V b
at C

ξ
β

 
= − 

 
且 1bV

at
η = ，则 ( )f k 在 [ )0,∞ 上恒为常数，此时 k̂ 取 [ )0,+∞ 内任意值，则最优

自留比例 *k 取 [ ],m n 内任意值； 

2) 若 1

1

1V b
at C

ξ
β

 
< − 

 
且 1 1

1

V bV
at C at

ξ η
β

+ ≤ ≤ ，则 ( )f k 在 [ )0,∞ 上单调递减，此时最优自留比例

( )* min ,k m n m= = ； 

3) 若 1

1

1V b
at C

ξ
β

 
> − 

 
且 1bV

at
η = ，则 ( )f k 在 [ )0,∞ 上单调递增，此时最优自留比例 

( )* max ,k m n n= = ； 

4) 若 1

1

1V b
at C

ξ
β

 
> − 

 
且 1

1

V
at C

η ξ
β

≤ + 且 1bV
at

η ≠ ，或者 1

1

1V b
at C

ξ
β

 
≤ − 

 
且 1

1

V
at C

η ξ
β

< + ，则 ( )f k

在 [ )20, k 上单调递增，在 [ )2 ,k +∞ 上单调递减，此时 2k̂ k= ，则最优自留比例 ( )( )*
2, , min ,1k Middle m n k= 。

其中 ( ), ,Middle a b c 为 a 和 b 以及 c中取值大小在中间的数，例如 ( ), ,Middle a b c a= ，当且仅当b a c≤ ≤ 或

c a b≤ ≤ ； 

5) 若 1

1

1V b
at C

ξ
β

 
> − 

 
且 1

1

V
at C

η ξ
β

> + ，或者 1

1

1V b
at C

ξ
β

 
< − 

 
且 1bV

at
η > ，或者 1

1

1V b
at C

ξ
β

 
= − 

 
且

1

1

V
at C

η ξ
β

= + ，则函数 ( )f k 在 [ )10, k 上单调递减， [ )1 2,k k 上单调递增，在 [ )2 ,k +∞ 上单调递减。此时 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1 2

2 2

1 2

2 2 2

,
;ˆ

, ;
, .

m k n k n k f n f m
k n f k f m

k
n k n k f n f m
k k n f k f m

 ≥ < ≤ <
 < <=  < ≤ ≥
 < ≥

若 或者 且

或者 且

若 且

若 且

 

比较 k̂ 与 [ ],mn m nΩ = 的关系即可得到最优自留比例 *k 。 
注 3 我们也可以通过比较函数 ( )f k 的两个极值点 1k 和 2k 与可行域 [ ],mn m nΩ = 的端点m和 n 的大小

关系可以直接得到我们的最优自留比例 *k ： 
(i) 当 1n k≤ ，则最优自留比例 *k m= ； 
(ii) 当 1 2m k n k≤ < ≤ ，则最优自留比例 { }* ,fk Lager m n= ； 
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(iii) 当 1 2k m n k< < ≤ ，则最优自留比例 *k n= ； 
(iiii) 当 1 2k m k n< ≤ < ，则最优自留比例 *

2k k= 。 
其中 { }1 2,fLager x x 含义为：如果 ( ) ( )1 2f x f x≥ ，则 ( )1 2 1,fLager x x x= 。 

3.4. 问题 ′2M 的最优再保险策略 

令 ( ) 1
a t kg k MSD CVaR b C k

b k
ξ η ηβ β+ −

= − = ⋅ − 。 

由于函数 ( )g k 在 k 的可行域内是不存在不可导点的，所以我们可以直接通过求导得到函数 ( )g k 的极

值点。分析函数 ( )g k 的导数并令其等于 0 得： 

( )2
2

1

.
a t

k
b C
η ξ
β
−

=  

记
( )

2
1

a t
F

b C
η ξ
β
−

= ，由于η ξ> ，则 0F > ，所以方程 ( ) 0g k′ = 一定存在两个互为相反数的根，令为

4 3 0k k= − > 。我们先分析得出目标函数 ( )g k 的最大值点 k̂ 。 

考虑 [ )0,+∞ 范围内函数 ( )g k 的单调性： 

( ) ( )2
40 0k F k k g k g k′< ⇒ < < ⇒ > ⇒ ↑； 

( ) ( )2
4 0k F k k g k g k′≥ ⇒ ≥ ⇒ ≤ ⇒ ↓， 

则目标函数 { }max MSD CVaRβ− 的解为： 4k̂ k= 。 

同 2.3 节，我们通过研究 k̂ 与 [ ],mn m nΩ = 的关系即可得到最优自留比例。又 1n ≤ 恒成立，所以我们

只需比较 4k 与 n 的大小关系。整理得到定理 2： 
定理 2 在扩散逼近风险模型中，考虑非便宜的比例再保险，保费按照期望保费原理收取，同时以最

大化保险人单位标准差收益，最小化偿付能力不足风险为目标。那么，在资本约束条件下，保险人进行

再保险时的最优自留比例为 { }*
4min ,k k n= 。 

4. 数值分析 

假设一家财产保险公司承保一份时间长度为 t 的火灾险，直接保险人和再保险人制定保费时的安全附

加分别为： 0.05ξ = ， 0.07η = 。 

4.1. 对于问题 ′1M 的数值分析 

1) 首先，我们给出问题 1M ′不存在最优解的情形。假设单位时间内该保险的总风险 1S 的均值以及标

准差为： 50a = ， 10b =  (单位：百万)，保险年度 36t = 的长期风险模型。假定我们在置信度为 0.1α = ，

权重 0.5β = 即保险人是偏好收益的情形下考虑问题，且保险人的初始资本为 0 30U =  (百万)。此时： 

( )

( )

1

1

0

1

1

49.2 0,

1 0.2875,

0.0427 ,

0.122 0,

0.7317 1.

bV at

bV
at

U at
bV at

at
bV at

η
ξ
η

ξ η

η ξ
η

ξ η
η

− = − <

− =


 = < <


− − = > − − = < −

                               (8) 
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由引理 4 知，此时问题 1M ′无最优解。而问题 1M 的可行域 [ ],mn m nΩ = 为： 

( ) ( )0

1 1

max ,1 , ,
U at at

bV at bV at
η ξ ξ ηξ
η η η

 − − − 
−    − −   

 

即 [ )0.2875,0.7317 ，且在可行域内，随着自留比例 k 的增大，风险调整资本收益率 RORAC 越大，偿

付能力不足风险 CVaR 越高，保险人可以很据自己的偏好自由选择自留比例。 
在接下来的例 2)~4)中，我们将给出风险大小对直接保险人的最优自留比例的影响，保单风险大小主

要通过单位时间内保险的总风险 1S 的均值和标准差来刻画。 
2) 若 5a = ， 10b = ，考虑保险年度 36t = 的长期风险模型。置信度仍为 0.1α = ，权重 0.5β = 即保

险人是偏好收益的，保险人的初始资本为 0 50U = 。此时： 

( )

1

1

1

1

1

1

0

1

64.2 0,

1 0.4157 ,

0.0609 ,

0.4267 ,

0.4112 1.

bV at

V b
at C

V
at C

bV
at

U at
bV at

η

ξ
β

ξ η
β

η

η ξ
η

− = >


  − = >   
 + = <


 = >

 − − = <
 −

                               (9) 

由引理 4，在此情形下问题 1M ′存在最优解且函数 ( )f k 在 [ )0,+∞ 单调递减，则 ˆ 0k = 。根据引理 2，
k 的可行域 [ ],mn m nΩ = 为： 

( )0

1

1 , min ,1 ,
U at

bV at
η ξξ

η η
 − − 
−  −   

 

即 [ ]0.2875,0.4112 。所以根据定理 1 得到，问题 1M ′的最优解 * 0.2875k = 。 
3) 本例中，我们研究保险人的初始资本对最优自留比例的影响。 
若 0.15a = ， 0.2b = ，保险年度 36t = ，置信度仍为 0.1α = ，权重 0.5β = 即保险人是偏好收益的。 
(i) 若保险人的初始资本为 0 0.45U = 。此时： 

( )

1

1

1

1

1

0

1

1.1580 0,

1 0.0803 ,

0.4147 ,

0.2953 1.

bV at

V b
at C

V
at C

U at
bV at

η

ξ
β

ξ η
β
η ξ
η

− = >


  − = − <   
 + = >

 − −

= <
−

                              (10) 

由引理 4，此情形下问题 1M ′存在最优解且函数 ( )f k 在 [ )0,0.3050 单调递增，在 [ )0.3050,+∞ 单调递

减，则 ˆ 0.3050k = 。根据引理 2， k 的可行域 [ ],mn m nΩ = 为： 

( )0

1

1 , min ,1 ,
U at

bV at
η ξξ

η η
 − − 
−  −   

 

即 [ ]0.2875,0.2953 。由于 [ ]ˆ 0.3050 0.2875,0.2953k = ∉ ，所以根据定理 1 知问题 1M ′ 的最优解



杨潇潇 等 
 

 
467 

* 0.2953k = 。 
ii) 若保险人的初始资本为 0 1U = 。此时： 

( )0

1

0.7703 1,
U at

bV at
η ξ
η

− −
= <

−
                              (11) 

所以 k 的可行域 [ ],mn m nΩ = 为 [ ]0.2875,0.7703 。又 [ ]ˆ 0.3050 0.2875,0.7703k = ∉ ，所以问题 1M ′的最优

解 * 0.3050k = 。 
iii) 若保险人的初始资本为 0 2U = 。此时： 

( )0

1

= 1.6339 > 1,
U at

bV at
η ξ
η

− −
−

                              (12) 

所以 k 的可行域 [ ],mn m nΩ = 为 [ ]0.2875,1 ，则问题 1M ′的最优解 * 0.3050k = 。 
由(i)，(ii)和(iii)我们可以发现，自留比例的上限随着资本的增加而提高，初始资本越充裕，自留比例

上限越大。当初始资本大至一定程度时，直接保险人的最优再保自留比例可以不受资本限制。 
4) 若 0.2875a = ， 0.1b = ，初始资本 0 1U = ，保险年度 36t = ，置信度为 0.1α = ，权重 0.5β = 即保

险人是偏好收益的。 

( )

1

1

1

1
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

 = ≠

 − − = >
 −

                              (13) 

此时问题 1M ′ 存在最优解且函数 ( )f k 在 [ )0,0.3587 单调递增，在 [ )0.3587,+∞ 单调递减，则

ˆ 0.3587k = 。另外，由于 k 的可行域为 [ ]0.2875,1 ，所以问题 1M ′的最优解 * 0.3587k = 。 
由例 2)~4)我们可以发现： a 和 b 的取值越小即承保的风险越小，直接保险人的自留比例越高，这和

经济市场实际情形相符合。 
5) 接下来，我们基于例 4)的参数值若 0.2875a = ， 0.1b = ， 0 1U = 来探讨最优自留比例与保险年度 t

以及风险偏好 β 之间的关系。由引理 2 知在此数值假设下， k 的可行域为 [ ]0.2875,1 。具体结果见图 2 和

图 3。(i) 图 2 是保险年度 36t = ，风险喜厌程度 β 分别取 0.5，1 以及 1.5 时 ( )f k 关于 k 的变化趋势图。

图中“ ”点表示 ( )( )ˆ ˆ,k f k ，“*”点表示 ( )( )* *,k f k 。 0.5β = 说明比起风险，保险人更看重收益； 1.5β =

表明保险人希望更多地规避风险。从图 2 中我们可以发现， β 取值越小，最优自留比例 *k 越大，最优值

( )*f k 也越大。 
(ii) 图 3 是 0.5β = 即保险人是偏好收益，保险年度 t 分别取 16，25 以及 36 时， ( )f k 关于 k 的变化

趋势图。从图中我们可以看出，保险年度越小，最优自留比例 *k 越小，最优值 ( )*f k 越大，这也说明我

们考虑保险年度对最优策略的影响是具有实际意义的。 

4.2. 对于问题 ′2M 的数值分析 

同 4.1 节，我们先考虑风险大小对直接保险人的最优自留比例的影响。 
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Figure 2. The effect of parameter β  on optimal results ( )( )* *,k f k  in 1M ′  

图 2. 问题 1M ′中 β 对最优解 *k 以及最优值 ( )*f k 的影响 

 

 

Figure 3. The effect of insurance year t  on optimal results ( )( )* *,k f k  in 1M ′  

图 3. 问题 1M ′中保险年度 t 对最优解 *k 以及最优值 ( )*f k 的影响 

 
1) 若单位时间内该保险的总风险 1S 的均值以及标准差为： 0.05a = ， 0.2b =  (单位：百万)。考虑保

险年度 36t = ，置信度 0.1α = ，权重 0.5β = 即保险人是偏好收益的情形，保险人的初始资本为 0 1U =  (百
万)。此时： 
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ˆ 0.1961k F= = 。另外由引理 2 知 k 的可行域为 [ ]0.2857,1 ，所以根据定理 2 知问题 2M ′ 的最优解
* 0.2857k = 。 

2) 若 0.05a = ， 0.1b = ，初始资本为 0 1U = 。考虑保险年度 36t = ，置信度 0.1α = ，权重 0.5β = 即

保险人是偏好收益的情形。此时： 

( )

( )
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                              (15) 

此时， ˆ 0.3922k F= = 。而此时问题 2M ′ 的可行域为 [ ]0.2857,1 ，所以根据定理 2 得问题最优解
* 0.3922k = 。 

由 1)和 2)我们可以发现，保险人承保的风险越小，直接保险人的自留比例越高，这和经济市场实际

情形仍然相符合。另外，根据引理 2 以及 4.1 节中例 3)可知，问题 2M ′的自留比例的上限也是随着资本的

增加而提高，且初始资本越充裕，自留比例上限越大。当初始资本大至一定程度时，直接保险人的最优

再保自留比例可以不受资本限制。 
3) 同 4.1 节例 5)，我们基于本小节例 2)的参数值 0.05a = ， 0.1b = ， 0 1U = 来探讨最优自留比例与

保险年度 t 以及风险偏好 β 之间的关系。此时 k 的可行域为 [ ]0.2875,1 。具体结果见图 4 和图 5。 
(i) 图 4 表示保险年度 36t = ，风险喜厌程度 β 分别取 0.5 和 1 以及 1.5 时， ( )g k 关于 k 的变化趋势。

图中“”点表示 ( )( )ˆ ˆ,k g k ，“*”点表示 ( )( )* *,k g k 。从图 4 中我们可以发现， β 取值越小，最优自留

比例 *k 越大，最优值 ( )*g k 也越大，这与 4.1 中的结论是一致的。 
(ii) 图 5 表示当风险喜厌程度 0.5β = 即保险人是偏好收益时保险年度 t 分别取 16 和 25 以及 36 时，

( )g k 关于 k 的变化趋势。从图 5 中我们可以得出保险年度 t 对最优解 *k 以及最优值 ( )*g k 的影响与 4.1
中的结论并不是完全一致。保险年度越小，最优自留比例 *k 越小，且最优值 ( )*g k 也越小。 
 

 

Figure 4. The effect of parameter β  on optimal results ( )( )* *,k g k  in 2M ′  

图 4. 问题 2M ′中 β 对最优解 *k 以及最优值 ( )*g k 的影响 
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Figure 5. The effect of insurance year t  on optimal results ( )( )* *,k g k  in 2M ′  

图 5. 问题 2M ′中保险年度 t 对最优解 *k 以及最优值 ( )*g k 的影响 

5. 结语 

本文考虑期望保费原理下的最优比例再保险问题。从收益和风险以及资本约束三个角度出发，建立

以风险调整资本收益率和单位标准差收益为收益目标，条件风险价值为风险目标的两个策略问题，通过

相关分析得到问题的最优解，并进行数值分析，探讨了初始资本水平，时间以及风险喜厌对再保险策略

的影响。经过分析发现，在可行域内，风险调整资本收益率和单位标准差收益以及偿付能力不足风险均

随着自留比例的增加而增加。自留比例的上限随着资本的增加而提高，且初始资本越充裕，自留比例上

限越大。当初始资本大至一定程度时，直接保险人的最优再保自留比例可以不受资本限制。另外，保险

人越是看重收益，最优自留比例越大，这显然是合理的。 
多目标下的最优比例再保险问题还有很大的研究空间。一方面，实际市场中还有很多刻画收益和风

险的模型，比如基金行业中常常采用夏普比例来刻画收益，所以我们可以考虑采用其它模型作为收益目

标和风险目标构建多目标优化问题。另一方面，除了期望保费原理和比例再保险，还有很多保费原理以

及再保险形式，比如标准差保费原理以及停止损失再保险等等。所以，基于其它保费原理和再保险策略

考虑多目标最优再保险都是今后可以继续研究的问题。 
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