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Abstract 
In this paper, we mainly use the dynamical systems method to solve the (2 + 1) dimensional KP 
equation. By introducing the traveling wave transformation, the original (2 + 1) dimensional KP 
equation is transformed into ordinary differential equations. After that, we analyze the singular 
points, the corresponding bifurcation and phase diagram of the system. Finally, the solution of the 
original equation is obtained by using the Maple software, including the sharp wave solutions and 
periodic wave solutions. 
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摘  要 

本文主要采用动力系统方法对(2 + 1)维Kadmotsev and Petviashvili (KP)方程进行研究，通过引入行波
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变换，将原(2 + 1)维K-P方程转化为常微分方程组。之后，对这个方程组的奇点，对应的分支和相图进

行分析。最后，运用Maple软件求得用原方程的解，包括尖波解，周期波解。 
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1. 引言 

非线性偏微分方程[1]是现代数学的一个重要分支。近年来，许多研究者在实践探索中得到了很多可

行的求解非线性偏微分方程精确解的方法。例如：展开法[2]，tanh 函数法[3]，F 展开法[4]，Darboux 变

换法[5]，齐次平衡法[6]等。而用动力系统方法[7]来求解非线性偏微分方程正在引起研究者们的高度重视。 
李继彬教授在用动力系统方法求解偏微分方程方面的研究颇有建树，对我们在该方面的研究提供了

很多的经典论述。比如，他用此方法结合 maple 软件对 KDV 方程，非线性对流-扩散型方程，广义 C-H
方程以及广义非线性薛定谔方程等进行了求解，是非常有影响力的。 

本文所研究的方程为： 

( )6 0t x xxx yyx
u uu u u+ + + =                                 (1) 

在文献[8] [9]中，均采用不同的方法，对 K-P 方程进行了研究，得到了 N-孤子解，周期孤波解等。

而行波法中的动力系统方法为其他研究中所没有使用到的。在本文中，我们将采用动力系统方法，对方

程(1)进行求解，充分的扩充该方程的解空间。 

2. 偏微化常微 

在这一部分，我们先引入行波变换，将原偏微分方法(1)化为常微分方法组，引入的变换如下： 

( ) ( ) ( ), , ,u x y t x ay ct x ay ctϕ ξ ϕ ξ= = + − = + −                       (2) 

其中，a 为任意实常数，c 为波速。由(2)式可算得 , , ,t x xxx yyu u u u ，带入(1)式有： 

( )6 0xc aϕ ϕϕ ϕ ϕ′ ′ ′′′ ′′− + + + =                               (3) 

对(3)式积分两次，为简化计算，取积分常数为 0，可得： 

( ) 23 0c a ϕ ϕ ϕ′′− + + + =                                 (4) 

(4)式等价于如下的二维系统： 

( )2

d
d
d 3
d

y

y a c

ϕ
ξ

ϕ ϕ
ξ

 =

 = − − −


                                 (5) 

对应的首次积分，即它的哈密尔顿量为： 

( ) ( )2 3 2, 2H y y a c hϕ ϕ ϕ= + + − =                             (6) 

到这一步，我们已经把原偏微分方法(1)化为常微分方法组(5)，基本的铺垫工作已经完成。 
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3. 分析系统(5)的分支和相图 

接下来，我们将对系统(5)的分支和相图进行分析。对于(5)式，令 0y = 且 ( )23 0a cϕ ϕ− − − = 。显然， 

存在两个奇点： ( )0,0A ， , 0
3

c aB − 
 
 

，且对应的哈密尔顿量为 

( ) ( )310,0 0, , 0
3 27A B

c ah H h H c a− = = = = − − 
 

，对于奇点的类型，我们还需要通过系统(5)对应的雅克 

比行列式来判定，如(7)式： 

( )
0 1

6 0
J

a cϕ
 

=  − − − 
                                 (7) 

对应的特征值： ( )2 6 a cλ ϕ= − − − ，在 A 点， 2 c aλ = − ；在 B 点， 2 a cλ = − ；根据特征值同号为

结点，异号为鞍点，纯虚数为中心的概念易见： 
1) 当 c a> 时，A 为鞍点，B 为中心，见图 1； 
2) 当 c a< 时，A 为中心，B 为鞍点，见图 2； 
3) 当 c a= 时，仅为一个奇点 ( )0,0A ，见图 3。 

 

 
Figure 1. c > a 
图 1. c > a 

 

 
Figure 2. c < a 
图 2. c < a 
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Figure 3. c = a 
图 3. c = a 

 
根据上面划分的参数空间，可以画出各个参数空间下对应的相图，便于分析其分支及奇点附近轨线

的拓扑结构。 
图 1 中，当 Ah h= 时，为同宿轨道，对应孤立波解；当 B Ah h h< < 时，为周期轨道，对应周期波解；

图 2 中，当 Bh h= 时，为同宿轨道，对应孤立波解；当 A Bh h h< < 时，为周期轨道，对应周期波解；图 3
中，均为无界边解，不做研究。 

4. 方程的求解 

这部分，也就是本文最重要的部分，求解方程(1)的解。从哈密顿量系统入手，有： 

( )3 2d 2
d

y a c hϕ ϕ ϕ
ξ
= = − − − +                               (8) 

借助 Maple 对上式两边积分，即可得到方程的精确解。具体情况如下： 
1) 当 c a> ， Ah h= 时，带入(8)后，借助 Maple 两边积分一次，可得孤立波解 

( ) ( )
2 21 1 1 1 1 1, , tan tan

2 2 2 2 2 2
u x y t a c a c a a c cϕ ξ ξ ξ   = = − + = − + −   

   
            (9) 

2) 当 c a> ， B Ah h h< < 时，带入(8)后，借助 Maple 两边积分一次，可得周期波解 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 22 21, , 2 2 tanh 3 tanh
4

u x y t a c M a c M
a c

ϕ ξ= = − − + − +
−

            (10) 

其中，
( ) ( )

( )

2 22 4 2 3

4

a ac c a c
M

a c

ξ − + + −
=

−
。 

3) 当 c a< ， Bh h= 时，带入(8)后，借助 Maple 两边积分一次，可得孤立波解 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 22 21, , 2 2 tanh 3 tanh
4

u x y t a c M a c M
a c

ϕ ξ= = − − + − +
−

            (11) 

其中，
( ) ( )

( )

2 22 4 2 3

4

a ac c a c
M

a c

ξ − + + −
=

−
。 

4) 当 c a< ， A Bh h h< < 时，带入(8)后，借助 Maple 两边积分一次，可得周期波解为 
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( ) ( )
2 21 1 1 1 1 1, , tan tan

2 2 2 2 2 2
u x y t a c a c a a c cϕ ξ ξ ξ   = = − + = − + −   

   
           (12) 

5. 结论 

本文用动力系统方法求解(2 + 1)维 K-P 方程，求得用三角函数表示的方程的新解，分别为孤立尖波

解和周期波解，式子(9)~(12)，拓展了该方程的解空间。可见，用动力系统方法求解偏微分方程与其他方

法相比，是更简单，有效的。 
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