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Abstract 
In this paper, the boundary value problems for a class of second order nonlinear difference equa-
tions containing both advance and retardation are studied. First, a variational functional corres-
ponding to the boundary value problems as aforementioned is established. Next, the existence of 
solutions of the boundary value problems is transformed into the existence of critical points for 
the corresponding functional. Then, by using Mountain Pass Lemma, the existence of critical 
points of the functional is obtained, and thus the existence of solutions for the initial boundary 
value problems is also obtained. 
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摘  要 

本文研究了一类具有超前和滞后的二阶非线性差分方程的边值问题。首先建立边值问题对应的变分泛函，

然后将边值问题的解的存在性转化为相应泛函的临界点的存在性，再利用山路引理得到该泛函临界点的

存在性，进而得到所求边值问题解的存在性。 
 
关键词 

二阶差分方程，边值问题，山路引理 

 
 

1. 引言 

记，及分别表示自然数集，整数集和实数集。任取 ,a b∈满足 a b≤ ，记 

( ) { } ( ) { }, 1, , , , 1, ,a a a a b a a b= + = +    。∗表示向量的转置。 
考虑具有超前和滞后的二阶非线性差分方程 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1, , , , 1, ,n n n n n n ng u q h u f n u u u n k− + −∆ ∆ + = ∈                   (1.1) 

在混合边值条件 

0 1, ,ku A u B+∆ = =                                    (1.2) 

下解的存在性。其中 ∆为向前的差分算子，定义为 ( )2
1 ,n n n n nu u u u u+∆ = − ∆ = ∆ ∆ 。{ } 1

k
n n

q
=
是一个实序列，

( ),ng C∈ 满足 ( ) ( ) ( ) ( )30 0, 1, 1 , , , , ,ng n k h C f C= ∈ + ∈ ∈ ×    ∀ A 和 B 是常数。 

方程(1.1)可看作如下具有超前和滞后的泛函微分方程的离散类似。 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), 1 , , 1 , ,p t u q t h u f t u t u t u t tϕ ′′ + = + − ∈                  (1.3) 

在参考文献[1]中，Smets 和 Willem 得到了类似方程(1.3)格动力系统孤立波解的存在性，而且方程(1.3)
包含下列方程 

( ) ( )( ) ( )( ), 0, ,p t u f t u t tϕ ′′ + = ∈                            (1.4) 

该方程在核物理、气体动力学、渗透介质理论和等离子体物理等领域中有广泛的应用前景，许多作

者研究过这类方程，参见[2]。 
2003 年开始，临界点理论被用来研究了二阶超线性差分方程的周期解和次调和解的存在性，后来临

界点理论也被应用于研究差分方程的边值问题，许多学者对方程(1.1)的一些特殊情形进行了深刻的讨论，

得出了一系列有意义的结果，参见[3]-[8]。然而据我们所知，到目前为止，用临界点方法讨论方程(1.1)
边值问题的文献很少(见[9] [10] [11] [12] [13])，因为方程(1.1)中 f 依赖于 1nu + 及 1nu − ，而在文[3]-[8]中建

立泛函的方法面对我们的情况则无能为力。 

下面我们介绍近几年通过临界点理论来研究方程(1.1)的特殊情形的解的存在性的相关结论。 
2009 年开始，石海平利用临界点理论给出了下列二阶非线性泛函差分方程 

( ) ( )1 1, , , , 1, ,n n n nLu f n u u u n k+ −= ∈                            (1.5) 

在边值条件(1) 0 , ku A u B∆ = ∆ = 或(2) 0 1, ku A u B+= = 或(3) 0 1, ku A u B+∆ = = 或(4) 0 , ku A u B= ∆ =
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下解的存在性和多重性的充分条件，其中 L 是 Jacobi 算子，参见[11]。 
在参考文献[14]中，作者讨论了以下二阶差分方程 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 , , 1, , 1 ,n n n n np x q x f n x n k kδ δ
−∆ ∆ + = ∈ ∈                     (1.6) 

在边值条件 

0 10, 0,kx x +∆ = =                                   (1.7) 

下解的存在性。 
在参考文献[12]中，作者讨论了以下二阶差分方程 

( )( ) ( ) ( )1 1 1, , , 0, 1, ,p n n n nu f n u u u n kϕ − + −∆ + = ∈                       (1.8) 

在边值条件 

0 10, 0,ku u +∆ = =                                   (1.9) 

下解的存在性，其中 ( )p sϕ 是 Laplacian 算子。 

在参考文献[13]中，作者讨论了以下二阶差分方程 

( )( ) ( ) ( )1 1 1, , , 0, 1, ,n n n n n n np u q u f n u u u n kδ δ
− + −∆ ∆ + + = ∈                  (1.10) 

周期解与次调和解的存在性，其中δ 表示正奇数的比。 
然而，我们了解到很多文献都是研究方程(1.1)特殊情形的二阶或高阶差分方程周期解的存在性，对

差分方程边值问题的研究相对来说较少。出于以上考虑，本文的目的就是利用临界点方法研究二阶非线

性差分方程边值问题(1.1)~(1.2)解的存在性，所采用的方法主要是利用山路引理结合变分技巧。 

2. 变分框架及基本引理 

为了运用临界点理论，我们将建立(1.1)~(1.2)的变分框架并给出一些必要的引理。 
定义 k

 上的内积如下： 

1
, , ,

k
k

n n
n

u v u v u v
=

= ∈∑ ∀                                 (2.1) 

由 k
 上的内积可以诱导空间 k

 上的范数： 
1
22

1
,

k
k

n
n

u u u
=

 = ∀ ∈ 
 
∑                                   (2.2) 

对任意的 1r ≥ ，我们可以定义 k
 上的另一种范数： 

1

1
,

k rr k
nr

n
u u u

=

 = ∀ ∈ 
 
∑                                  (2.3) 

则存在常数 1, 2,,r rd d ，使得 2, 1, 0r rd d≥ > ，且 

1, 2,2 2 , k
r rrd u u d u u≤ ≤ ∀ ∈                              (2.4) 

其中 2u u= 。 

下面我们建立边值问题(1.1)~(1.2)的变分框架。设存在泛函 ( ) ( )1 2, ,F n C⋅ ∈ ×   且 ( )0, 0F ⋅ = ，满

足 



徐佳琳，周展 
 

 
698 

( ) ( ) ( )2 3 1 2
1 2 3

2 2

1, , , ,
, , ,

F n v v F n v v
f n v v v

v v
∂ − ∂

+ =
∂ ∂

 

考虑定义在 k
 的泛函 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
1 1 1

, , , 1,
k k k

n n n n n n
n n n

J u G u q H u F n u u g A u n k+ +
= = =

= ∆ − + + ∈∑ ∑ ∑             (2.5) 

( )1 2 0 1, , , , ,k
k ku u u u u A u B∗

+∀ = ∈ ∆ = =  ，其中 ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

d , d
u u

n nG u g s s H u h s s= =∫ ∫ 。 

根据边值条件(1.2)，我们能计算 J 的 Fréchet 导数为： 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1, , , , 1,n n n n n n n
n

J g u q h u f n u u u n k
u − + −
∂

= −∆ ∆ − + ∈
∂


 

因此， u 是 J 在 k
 的临界点，即 ( ) 0J u′ = 当且仅当满足 0 1, ku A u B+∆ = = 的{ } ( )1

0 1 10
, , ,k

n kn
u u u u+ ∗

+=
=   

是边值问题(1.1)~(1.2)的解。因此，边值问题(1.1)~(1.2)解的存在性等价于定义在 k
 上泛函 J 的临界点的

存在性。 
设 k k× 矩阵 D 为 

1 1 0 0 0
1 2 1 0 0

0 1 2 0 0

0 0 0 2 1
0 0 0 1 2

D

− 
 − − 
 −

=  
 
 −
  − 







     





 

直接验证可知， D 是正定矩阵，记它的特征值为 0, 1, 2, ,j j kλ > = 
。不妨设 

1 2 kλ λ λ≤ ≤ ≤
                                    (2.6) 

定义 2.1 设 E 是实的 Banach 空间， ( )1 ,J C E∈  ，即 J 是定义在 E 上的连续 Fréchet 可微的泛函，称

泛函 J 满足 Palais-Smale 条件(简称 P.S.条件)，如果对任意的序列 ( ){ }ku E⊂ ，若 ( )( ){ }kJ u 有界且

( )( ) ( )0kJ u k′ → →∞ ，则 ( ){ }ku 在 E 中存在收敛子列。 

记 Bρ 为在 E 上中心在原点半径为 ρ 的开球， Bρ∂ 为 Bρ 的边界。 
引理 2.1 (山路引理) [15]设 E 是实 Banach 空间， ( )1 ,J C E∈  且在 E 上满足 P.S.条件， ( )0 0J = ，且

有 
( )1J 存在常数 , 0ρ σ > ，使得 BJ

ρ
σ

∂
≥ ； 

( )2J 存在 e E Bρ∈ 使得 ( ) 0J e ≤ ， 

则 J 存在一个临界值 c σ≥ ，且 

[ ]( )
( )

0,1
inf max
g u g

c J u
∈Γ ∈

=                                    (2.7) 

其中  

[ ]( ) ( ) ( ){ }0,1 , : 0 0, 1g C E g g eΓ = ∈ = =                           (2.8) 

3. 主要结论及其证明 

设 
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( ){ } ( ){ }max : 1, , min : 1,n nq q n kqk q n= ∈ = ∈   

先给出一些条件： 

( )1G 存在常数 1 10, 0aε > > 和 1α ≥ 使得 

( )1 1 1, ;nG u a u uα ε+ ≥ ≤  

( )2G 存在常数 1 0R > 和 1ν ≥ 使得 

( ) ( )1 1 10 , ;n nug u G u u Rν+ +< ≤ ≥                             (3.1) 

( )1H 存在常数 2 20, 0aε > > 和 1ω ν> ≥ ，使得 

( ) 2 2, ;H u a u uω ε≥ ≤  

( )2H 存在常数 2 0R > 和 1γ ≥ 使得 

( ) ( ) 20 , ;uh u H u u Rγ< ≤ ≥                               (3.2) 

( )1F 对任意的 ( )1,n k∈ ，存在泛函 ( ) ( )1 2, ,F n C⋅ ∈   且 ( )0, 0F ⋅ = ，满足 

( ) ( ) ( )2 3 1 2
1 2 3

2 2

1, , , ,
, , , ;

F n v v F n v v
f n v v v

v v
∂ − ∂

+ =
∂ ∂

 

( )2F 存在泛函 ( ) ( )1 2, ,F n C⋅ ∈ ×   ，且存在常数θ 满足1 θ α≤ ≤ ，使得 

( ) ( )1 2 2 2
1 20

, ,
lim 0, , 1, ;
r

F n v v
r v v n k

rθ→
= = + ∀ ∈  

( )3F 对任意的 ( )1,n k∈ ，存在常数 3 0R > 以及 { }max ,β ν γ> ，使得 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 2 2
1 2 1 2 1 2 3

1 2

, , , ,
, , 0, ;

F n v v F n v v
v v F n v v v v R

v v
β

∂ ∂
+ ≤ < ∀ + ≥

∂ ∂
              (3.3) 

( )4F 对任意的 ( )1,n k∈ ，有 0nq < ； 

( )5F  0A B= = 。 

注 3.1 (3.1)蕴涵存在常数 3 40, 0a a> > 使得 

( )2G′  ( )1 3 4 , ;nG u a u a uν
+ ≤ + ∈  

注 3.2 (3.2)蕴涵存在常数 5 60, 0a a> > 使得 

( )2H ′  ( ) 5 6 , ;H u a u a uγ≤ + ∈  

注 3.3 (3.3)蕴涵存在常数 7 80, 0a a> > 使得 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
3 1 2 7 1 2 8, , , 1,F F n v v a v v a n k

β
′ ≤ − + + ∀ ∈ 。 

主要结论及其证明如下： 
定理 3.1  若条件 ( )1H ， ( )1F 及 ( )4F 成立，且 

( )6F 对任意的 ( )1,n k∈ ，存在常数 0 0M > ，使得 
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( ) ( )1 2 1 2
0 0

1 2

, , , ,
,

F n v v F n v v
M M

v v
∂ ∂

≤ ≤
∂ ∂

                           (3.4) 

则边值问题(1.1)~(1.2)至少存在一个解。 
注 3.4 (3.4)蕴涵存在常数 1 0M > ，使得 

( ) ( ) ( ) ( )6 1 2 1 0 1 2, , , 1,F F n v v M M v v n k′ ≤ + + ∀ ∈ 。 

证 对任意的 ( )1 2, , , k
ku u u u ∗= ∈  ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )
( )

1 1 1 1
1 1 1

2 0 1 1 1
1 1

2 1, 0 1 1
1

2 1, 0 0 1 1

, ,

2

2

k k k

n n n n n n
n n n

k k

n n n
n n

k

n
n

J u G u q H u F n u u g A u

qa u M u u M k g A u

qa d u M u B M k g A u

qa d u M k u M B M k g A u

u

ω

ωω
ω

ωω
ω

+ +
= = =

+
= =

=

= ∆ − + +

≥ − − + − −

 ≥ − − + − − 
 

≥ − − − − −

→ +∞ → +∞

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑  

由 J 的连续性，上式表明泛函 J 有下界，故 J 在某点 0u 达到最小值。显然， 0u 是泛函 J 的临界点。

证毕。 

注 3.5 当 ( ) ( ),n ng u p u h u uδ δ= = 时，其中δ 表示正奇数的比，{ } 1

k
n n

p
=
是实序列，若条件 ( )1F ，( )4F ， 

( )6F 成立，且 ( )7F 对任意的 ( )1,n k∈ ，有 0np > ，则边值问题(1.1)~(1.2)至少存在一个解。 

定理 3. 若条件 ( )2G ， ( )1H ， ( )1F 及 ( )6F 成立，且 ( )8F 对任意的 ( )1,n k∈ ，有 0nq > ，则边值问

题(1.1)~(1.2)至少存在一个解。 
证 对任意的 ( )1 2, , , k

ku u u u ∗= ∈  ，由 ( )2G′ ， ( )6F ′ 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2
1

2 1,

2 1

1 1 1 1
1 1 1

3 4 0 1 1 1
1 1

3 1 0 1 4 1
1 1

3 , 0
1

, ,

2 2

2 2

2

k k k

n n n n n n
n n n

k k

n n n
n n

k k

n n n
n n

k

n

k

n
n

n

J u G u q H u F n u u g A u

a u a k M u u M k g A u

a u u M u B g A u a k M k

a u B

qa u

qa d u

qa d u M

ν ω

ωω
ω

ωω
ω

ν νν

ν νν

+ +
= = =

+
= =

+
= =

=

=

= ∆ − + +

≤ ∆ + − + + +

 ≤ + − + + + + 
 

 ≤ + − 

+

 

+

+

∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ( )

( )
( )

2, 2

1 0 4 1

1
3 1, 0 1 3 0 4 12 22

k u g A u M

d

B a k M k

a M k u g A u au q B M B a k Ma d u k

u

ν ων ω
ν ω

νν ν+

+ + + +

≤ − + + + + +

→ −∞

+

→ +∞

 

由 J 的连续性，上式表明泛函 J 有上界，故 J 在某点 0u 达到最大值。显然， 0u 是泛函 J 的临界点。

证毕。 
定理 3.3 若条件 ( )1G ， ( )2G ， ( )2H 及 ( )1F ~ ( )5F 成立，则边值问题(1.1)~(1.2)至少存在两个解。 
为了方便定理 3.3 的证明，我们先证明两个引理： 
引理 3.1 若条件 ( )2G ， ( )2H ， ( )1F 及 ( )3F ~ ( )5F 成立，则 ( )J u 在 k

 上有上界。 
证 对任意的 ( )1 2, , , k

ku u u u ∗= ∈  ，有 
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( ) ( ) ( ) ( )

( )
1 1

1 1 1

3 4
1

1

3 4
1

22
3

2 2
5 7 1 8

1 1

5 2, 7 6 8
1

2, 5 2, 7
1

1,

, ,

k k

n

k k k

n n n n n n
n n n

k

n
n

k

n

n

n

k

n
n

n
n n

k

n
n

qa u a u u a k

qa d u a u qa k a k

d q

J u G u q H u F n u u

a u a k

a u a k

a a d u au d

ν

ν

βγ

βγγ
γ

γν γ
ν

ν

γ

νν

+ +
= = =

=

=

=

+
= =

=

= ∆ − +

≤ ∆ + −

 
  ≤ ∆ − + −  

− + +

  

 ≤ ∆ −

− +

−
 

∑

∑

∑

∑

∑ ∑

∑

∑

∑

( )

( )

4

2
3 4

22
3 1 4

1

6 8

2, 5 2, 7 1, 6 8

2, 5 2, 7 1, 6 8

2
2, 5 2, 7 1, 6 83 4k

k

n n
n

u qa k a k

d qa d u a d u qa k a k

d qa d u a d u qa k a k

d u qa d u a d u qa k

a k

a u Du a k

a u u

a a k a k

a k

ν

ν

ββ
β

γ βν γ β
ν γ β

γ βν γ β
ν γ β

ν
ν γ βν γ β

ν γ βλ

∗

+
=

+ −

= − + −

 = − − + − 
 

≤ − +

+

− +

− −

− +

+

∑

          (3.5) 

由 { }max ,β ν γ> 知，存在 2 0M > ，使得对任意的 ( ) 2,ku J u M∈ ≤ 。证毕。 

引理 3.2 若条件 ( )2G ， ( )2H ， ( )1F 及 ( )3F ~ ( )5F 成立，则 ( )J u 在 k
 上满足 P.S.条件。 

证 设 ( ) ( ), 1l ku l∈ ∈  且 ( )( ){ }lJ u 有界，则存在常数 3 0M > 使得对于任意的 l∈，有 
( )( )3 3
lM J u M− ≤ ≤  

由引理 3.1 的证明，对任意的 l∈，有 

( )( ) ( ) ( ) ( )
3 3

2
42, 5 2, 7 1, 6 8

l l
k

l ld qa d a d qaM J u a u k a ku u a k
ν ν γ βν γ β

ν γ βλ− ≤ ≤ − ++− −  

即 

( ) ( ) ( )
3 4

2
7 1, 2, 5 2, 3 6 8

l l l
ka d d qu a u u a ka d M qa k a k
νβ ν γβ ν γ

β ν γλ− + ≤ ++ −  

由 { }max ,β ν γ> 知，存在 4 0M > ，使得对任意的 l∈，有 

( )
4

lu M≤  

因此， ( ){ }lu 在 k
 上有界，从而存在 k

 中的收敛子列，即 P.S.条件成立。证毕。 

定理 3.3 的证明  我们将利用山路引理来证明定理 3.3。由定理 3.2，我们已经验证 ( )J u 在 k
 上满

足 P.S.条件。 

下面验证山路引理的条件 ( )1J ，( )2J 。由 ( )2F 有，对
2

1 1, 1

1
2

2,2

a d

d

α
α
α

θ
θ
θ

λ
ε

+
= ，存在 0ρ > ，使得当 2 2

1 2 2v v ρ+ ≤

时， 

( ) ( ) ( )
2

1 1, 1 2 2
1 2 1 2

1
2

2,

, , , 1,
2

a d
F n v v v v n k

d

α
α θ
α

θ
θ
θ

λ
+

≤ + ∀ ∈  
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对任意的 ( )1 2, , , k
ku u u u ∗= ∈  和 u ρ≤ ，有 ( ), 1,nu n kρ≤ ∈ 。 

当 2k ≥ 时， 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

1 1
1 1 1

2
1 1, 1 2 2

1 1
11 12

2,

1 1
2

1 1, 1 2 2
1 1

11 12
2,

2
1 1,

1

, ,

2

2

k k k

n n n n n n
n n n

k k

n n n
n n

k k

n n n
n n

k

n
n

J u G u q H u F n u u

a d
a u u u

d

a d
a u u u

d

a d u

α
α θα α

θ
θ
θ

α θα
α θα θα α

θ
θ
θ

α
α

λ

λ

+ +
= = =

+
+= =

+
+= =

=

= ∆ − +

≥ ∆ − +

   
      ≥ ∆ − +               

 ≥ ∆
 

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ( )

( )

22 21 1, 1 2 2
1

1 12

2 21 1, 1 22
1 1,

1 12

2 2
1 1, 1 1 1, 1

2

2
2

1
2

k

n n
n

k

n
n

a d
u u

a d
a d u Du u

a d u a d u

αα θ
α
α
θ

α θ
αα
αα

α θ

α α
α θα α

α α

λ

λ

λ λ

+
+ =

∗

+ =

 − +   

 ≥ −  
 

≥ −

∑

∑

 

令  

2 2
1 1, 1 1 1, 1

1
2

a d a d
α α

α α α θ
α ασ λ ρ λ ρ= −  

则 

( ) 0,J u u Bρσ≥ > ∀ ∈∂  

即山路引理的条件 ( )1J 成立。 
显然 ( )0 0J = ，由 P.S.条件的验证过程知 

( ) 2
2, 5 2, 7 1, 6 83 4kd u qa d u a d u qa k aa kJ u a k

ν
ν γ βν γ β

ν γ βλ≤ − +−− +  

由 { }max ,β ν γ> 知，当 u 充分大时，存在 ku ∈ ，使得 ( ) 0J u < 。因此，由山路引理知，至少存

在一个临界值 0c σ≥ > 。 
设 ku∈  是临界值 c对应的临界点，即 ( )J u c= 。类似于 P.S.条件的验证过程知，对于任意的 ku∈ ，

存在 ku∈  使得 ( )
[ ]

( )( )max 0,1
ˆ max

s
J u c J h s

∈
= = 。显然，若 ˆu u≠ ，证毕。 若 ˆu u= ，且 maxc c= ，由山路引理， 

[ ]
( )( )

0,1
inf sup
h s

c J h s
∈Γ ∈

=  

其中 [ ]( ) ( ) ( ){ }0,1 , 0 0, 1kh C h h uΓ = ∈ = = 。因此，对于任意的
[ ]

( )( )max 0,1
, max

s
h c J h s

∈
∈Γ = ，由 ( )( )J h s 关

于 s 的连续性， ( )0 0J ≤ 和 ( ) 0J u ≤ 意味着存在某个 ( )0 0,1s ∈ 使得 ( )( )0 maxJ h s c= 。若选择 1 2,h h ∈Γ使得

交集 ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 20,1 0,1h s s h s s∈ ∩ ∈ 是空集，则存在 ( )1 2, 0,1s s ∈ 使得 ( )( ) ( )( )1 1 2 2 maxJ h s J h s c= = 。因

此，可得 k
 中的两个不同的临界点 ( ) ( )1 2

1 1 2 2,u h s u h s= = 。从而，我们得到 J 的临界值 maxc 对应的两个

不同的临界点。 
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对 1k = ，边值问题(1.1)~(1.2)有下列形式 

( ) ( )1 1 1 01,0, ,q h u f u u=  

在此情况下，很容易完成定理 3.3 的证明。证毕。
 

4. 例题 

考虑二阶非线性差分方程的边值问题： 
对任给的 ( )1,n k∈ ，假设 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 12 2 1 2 22 2
1 1 11 1n n

n n n n n n n n np u q u u e u u e u u
β β

δ δ β
− −−

− + −

 
∆ ∆ + = − − + + − + 

 
         (4.1) 

0 10, 0ku u +∆ = =                                   (4.2) 

其中{ } 1
,k

n n
p

=
和{ } 1

k
n n

q
=
是两个实序列，δ 表示正奇数的比， 0, 0, 1n np q β δ> < > + 。 

我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 12 2 1 2 22 2
1 2 3 2 1 2 2 3, , , 1 1n nf n v v v v e v v e v v

β β

β
− −− 

= − − + + − + 
 

 

且 

( ) ( )( )2 2 2
1 2 1 2, , 1nF n v v e v v

β

= − − +  

则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 12 3 1 2 2 2 1 2 22 2
2 1 2 2 3

2 2

1, , , ,
1 1n nF n v v F n v v

v e v v e v v
v v

β β

β
− −− ∂ − ∂

+ = − − + + − + ∂ ∂  
 

易证，定理 3.3 的所以条件成立，故边值问题(4.1)~(4.2)至少存在两个解。 
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