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Abstract 
In this paper, we study the asymptotic behavior of solutions of third-order nonlinear functional 
differential equation with distributed delay. By using non-classical Riccati transformation, Young’s 
inequality and integral averaging, we establish some new sufficient conditions which ensure that 
every solution of this equation oscillated or converged to zero. Our results essentially improve 
and complement known results in the literature recently. 
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摘  要 

本文研究一类具有分布时滞的三阶非线性泛函微分方程解的渐近行为，利用推广的Riccati变换和Young
不等式，通过积分平均方法，获得了泛函微分方程一些新的振动性判据，改进和推广了最近文献中的一

些结果。 
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1. 引言 

本文讨论如下非线性泛函微分方程 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ), , d 0
d

c
a t z t q t f x t

γ
ξ σ ξ ξ

′ ′′ + = 
  ∫ ,                       (1) 

解的渐近行为。本文将假设如下条件成立： ( ) ( ) ( ) ( )( ), , d
b

a
z t x t p t x tµ τ µ µ= + ∫ ， 

( ) [ )( )1
0 , ,a t C t R+∈ +∞ ，且满足 

( )
0

1

d
t

a s sγ
+∞ −

< +∞  ∫ ;                                  (2) 

( ) [ ) [ ] [ )( )0, , , , 0,p t C t a bµ ∈ +∞ × +∞ 且满足 ( )0 , d 1
b

a
p t pµ µ≤ ≤ <∫ ； γ 为两个正奇整数之比。

( ) [ ) [ ]( )0, , , ,t C t a b Rτ µ +∈ +∞ × ，满足 ( ),t tτ µ ≤ ， ( )lim inf ,
t

tτ µ
→∞

= +∞；记 ( ) ( )1 , d
d

c
q t q t ξ ξ= ∫ ， 

( ) [ ) [ ]( )0, , , ,q t C t c d Rξ +∈ +∞ × ； ( ) [ ) [ ]( )1
0, , , ,t C t c d Rσ ξ +∈ +∞ × 关于 ξ 在区间 [ ],c d 内单调递减，满足

( ),t tσ ξ ≤ 及 ( )lim inf ,
t

tσ µ
→∞

= +∞； ( ) ( ),f x C R R∈ 且存在一个正常数δ 使得： 

( ) 0, 0
f x

x
xγ

δ≥ > ≠ . 

称 ( )x t 是方程(1)的解，是指存在 0xT t≥ ，使得 

( ) [ )2 ,xx t C T∈ +∞ , ( ) ( )( ) [ )1 ,xa t z t C T
γ′′ ∈ +∞ , 

并且在 [ ),xT +∞ 满足方程(1)。本文仅考虑方程(1)中，满足 ( ){ }sup : 0x t t T≥ > 的解。 

称方程(1)的解是振动的，若它在 [ ),xT +∞ 上有任意大的零点，否则称它为非振动的，若它的每一个

解 ( )x t 是振动的或满足 ( )lim 0
x

x t
→∞

= ，那么方程(1)称为弱振动。 
近年来，对于泛函微分方程的解的振动性研究受到了国内外学者的广泛关注(见文献[1] [2] [3] [4])。 

但是关于三阶中立型时滞微分方程的振动性结果相对较少。在文[4] [5]中，作者在 ( )
0

1
d

t
a s sγ

+∞ − = ∞∫ 的假设下 

给出了方程(1)振动的若干充分条件。在文[6]中，作者在 1γ = 的情形下研究了方程(1)振动行为。本文的目的

是在条件(2)下，利用推广的 Riccati 变换及 Young 不等式，运用积分平均方法，得到新的关于方程(1)解的振

动准则，改进和推广文献[5] [6]中的相关结果。 

2. 主要引理 

引理 1 设 ( )x t 是方程(1)的一个最终正解，那么当 t 充分大时， ( )z t 必满足下面三种结构之一： 
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(I) ( ) ( ) ( )0, 0, 0z t z t z t′ ′′> > > ； 
(II) ( ) ( ) ( )0, 0, 0z t z t z t′ ′′> < > ； 
(III) ( ) ( ) ( )0, 0, 0z t z t z t′ ′′> > < 。 

证明：设 ( )x t 是方程(1)的一个最终正解，当 t 充分大时，有 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ), , d 0
d

c
a t z t q t f x t

γ
ξ σ ξ ξ

′′′ = − <∫ , 

那么 ( ) ( )( )a t z t
γ′′ 是单调递减的，故当 t 充分大时， ( ) ( )( )a t z t

γ′′ 定号的，由于 ( ) 0a t > ，则有 

( ) 0z t′′ > 或 ( ) 0z t′′ < . 

若 ( ) 0z t′′ < ，则 ( )z t′ 是单调递减的，故当 t 充分大时， ( )z t′ 定号，即： ( ) 0z t′ > 或 ( ) 0z t′ < 。下面我

们证明当 t 充分大时仅有： ( ) 0z t′ > 。 
事实上，如若不然，则 ( ) 0z t′ < ，而 ( ) 0z t′′ < 。由泰勒公式可知，当 t 充分大时， ( ) 0z t < ，这与 ( ) 0z t >

矛盾。 
因此，当 t 充分大时， ( )z t 最终有结构(I)或(II)或(III)。■ 
引理 2  若 ( )x t 是方程(1)的一个最终正解，设 ( )z t 满足结构(II)，如果 

( ) ( )
0

1

1 , d d d d
d

t v u c
q s s u v

a u

γ
ξ ξ

∞ ∞ ∞ 
= ∞ 

 
∫ ∫ ∫ ∫ ,                          (3) 

则有 ( )lim 0
x

x t
→∞

= 。 
引理 2 的证明完全类似[5]引理 2 的证明，因而省略证明。 ■ 

3. 主要结论 

记 ( ){ } ( ){ }0 0 0, : , , :D t s t s t D t s t s t= ≥ ≥ = > ≥ ，称二元函数 ( )1 ,H C D R∈ 是属于 X 类函数，如果 H 满

足 
(i) ( ) 0, 0,H t t t t= ≥ ， ( ) ( ) 0, 0, ,H t s t s D> ∈ ； 

(ii) ( ),
0

H t s
s

∂
<

∂
，存在 [ )( )1

0 , ,C t Rρ +∈ +∞ ， ( )0 ,h C D R∈ ，使得  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1

0
,

, , , , ,
H t s t

H t s h t s H t s t s D
s t

γ γρ
ρ

+′∂
+ = − ∀ ∈

∂
. 

定理 1，若假设条件及(3)成立，并且存在 [ )( )1
0 , ,C t Rρ +∈ +∞ 以及 ( ) 0,t s D∀ ∈ ， ( ),H t s X∈ ，满足： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )1

0 1
0

1lim sup , , d
, 1

t

tt

s a s
H t s Q s h t s s

H t t
γ

γ

ρ

γ

+

+
→+∞

 
− = +∞ 

+  
∫ ,                 (4) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

,
1 , d

d

c

F t d
Q t p t q t

R t

γ
γ σ

δ ρ ξ ξ
 

= −   
 

∫ ， ( ) ( )
0

1

d
t

t
R t a s sγ

−
=   ∫ ， ( ) ( )

0
d

t

t
F t R s s= ∫ 。那么，

方程(1)的任何解 ( )x t 或者是振动的或者 ( )lim 0
t

x t
→∞

= 。 

证明：假设方程(1)存在非振动解 ( )x t ，则 ( )x t 为最终正解或最终负解.不失一般性，假设 ( )x t 为最终

正解(若 ( )x t 为最终负解，用相同的方法得到同样的结论)。我们不妨假设对一切 1 0t t t≥ ≥ 有， ( ) 0x t > 。 
由引理 1 可知， ( )z t 有结构(I)或(II)或(III)，若 ( )z t 有结构(II)。那么由引理 2 有 
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( )lim 0
x

x t
→∞

= . 

下面我们分别讨论 ( )z t 具有结构(I)或结构(III)的情形。 
情形 1：不妨假设当 1t t≥ 时 ( )z t 满足结构(I)，即： ( ) ( ) ( )0, 0, 0z t z t z t′ ′′> > > 。 
显然 ( )z t 是单调递增函数，且 ( ) ( )x t z t≤ 。则有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, , d , , d

, d 1

b b

a a
b

a

x t z t p t x t z t p t z t

z t z t p t p z t

µ τ µ µ µ τ µ µ

µ µ

= − ≥ −

≥ − ≥ −

∫ ∫

∫
.               (6) 

由假设条件得到 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )11 ,a t z t p z t d q t
γγ γδ σ

′  ′′ ≤ − −   . 

由于 ( ) ( )( )a t z t
γ′′ 是单调递减函数且 t s> 时 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )a t z t a s z s
γ γ′′ ′′<  

即 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1z t z s
a s a t

γ γ
   

′′ ′′<      
   

,                             (7) 

两边同时对 s 在区间 [ ]0 ,t t 上积分，可得
( )
( )

0
z t
R t

′′ 
<  

 
，则

( )
( )

z t
R t
′

是单调递减函数。因此，当 t s> 时，

有 ( ) ( ) ( ) ( )R s z t R t z s′ ′≤ ，即对任意的 1t s t≥ ≥ ，有 

( )
( )

( )
( )

z s R s
z t R t
′

≥
′

.                                     (8) 

将(8)式两边同时对 s 在区间 [ ]0 ,t t 上积分，可得 ( ) ( ) ( ) ( )z t F t R t z t′ ≤ ，即  

( )
( )

( )
( )

z t F t
z t R t

>
′

.                                     (9) 

由(8)、(9)得：对任意的 1t s t≥ ≥  

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )z s z s F s R s F sz s
z t z s z t R s R t R t

′
= ≥ =

′ ′ ′
.                        (10) 

取 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

z t
u t t a t

z t

γ

ρ
′′ 

=   ′ 
，则有 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1

1

,
1

F t dt z t
u t u t p t q t t a t

t R t z t

γ γ
γ σρ

δ ρ γρ
ρ

+ ′ ′′ 
′ − ≤ − − −      ′  

.         (11) 

记  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

1,
t

A t B t
t t a t

γρ
γ

ρ ρ
′  

= =  
 

.                          (12) 
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由(11)式，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

u t A t u t Q t B t u t
γ
γ
+

′ − ≤ − − . 

则对任意的 1 0t t t≥ > 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1
1

1 1, d , , d , d ,
t t t

t t t
H t s Q s s h t s H t s u s s H t s B s u s s H t t u t

γ γ
γ γ

+
++ + ≤∫ ∫ ∫ .     (13) 

而

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
1

1

1 1

, , ,

, , ,

h t s H t s u s H t s B s u s

h t s H t s u s B s H t s u s

γ γ
γ γ

γ
γ γ γ
γ γ

+
+

+

+ +

+

 
= +  

  

. 

令 ( ) ( ) ( )1, ,F t s H t s u s
γ
γ += ，由 Young 不等式得 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
1

1 1 ,
,

1
, ,

1 1 1

h t s
B s F t s B s

h t s F t s

γ
γγ

γ γ
γ γγ

γ γ
γ γ γ
γ

+
+

−
+ +

   
   

+      + ≥
+ + +

, 

即 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
1 1

1

,
, , ,

1
s a s h t s

B s F t s h t s F t s
γ γ
γ

γ

ρ

γ

+ +

++ ≥
+

.                  (14) 

联立(13)式，有 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1
1 11, , d , , , , d

1
t t

t t

s a s
H t s Q s h t s s H t t u t h t s h t s H t s sγ

γ

ρ

γ
+

+

 
 − ≤ − +   +  

∫ ∫ .     (15) 

利用 H 的单调性，对任意 1 0t t t≥ >  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
1

1
0 11, , d ,

1
t

t

s a s
H t s Q s h t s s H t t u tγ

γ

ρ

γ
+

+

 
− ≤ 

+  
∫ . 

因而可得如下不等式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
0

1
11

0

1lim sup , , d
, 1

t

tt

s a s
H t s Q s h t s s u t

H t t
γ

γ

ρ

γ
+

+
→∞

 
− ≤ 

+  
∫ . 

这与(4)矛盾。 
情形 2：假设当 1 0t t t≥ > 时， ( )z t 满足结构(Ⅲ)，即： ( ) ( ) ( )0, 0, 0z t z t z t′ ′′> > < 。 
同情形 1，由于 ( ) ( )( )a t z t

γ′′ 是单调递减函数，则当 t s> 时有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )a t z t a s z s
γ γ′′ ′′<  

即： 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1z t z s
a s a t

γ γ
   

′′ ′′<      
   

, 
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两边同时对 s 在区间 [ ]0 ,t t 上积分，可得
( )
( )

0
z t
R t

′′ 
<  

 
，则

( )
( )

z t
R t
′

是单调递减函数，即  

( )
( )

( )
( )

z s z t
R s R t
′ ′

≥ .                                    (16) 

由(6)，(9)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )1 1

F t
x t p z t p z t

R t
′≥ − ≥ − , 

结合(16)，因而有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

1

1

, , d

,
1 ,

,

,
1

d

c
a t z t q t x t

z t d
p F t d q t

R t d

F t d
p z t q t

R t

γγ

γ
γγ

γ
γγ

δ ξ σ ξ ξ

σ
δ σ

σ

σ
δ

′  ′′ ≤ −    

 ′
 ≤ − −    

  

 
′≤ − −     

  

∫

. 

用情形(1)取 ( ) ( ) ( )
( )

z t
u t a t

z t

γ

ρ
′′ 

=  ′ 
，则有 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1t z t

u t u t Q t t a t A t u t Q t B t u t
t z t

γ γ
γρ

γρ
ρ

+ +′ ′′ 
′ ≤ − − ≤ − − ′ 

. 

类似于情形 1 的证明，我们可以得到与(4)矛盾，因此方程(1)振动。■ 
定理 2  若假设条件及(3)成立，并且存在 [ )( ) [ )( )1

0 0, , , , , ,C t R t R H Xρ ϕ+∈ +∞ ∈ +∞ ∈ ，对任意 0T t≥

有 

( )
( )

,
0 inf lim inf

,s T t

H t s
H t T≥ →+∞

 
< ≤ +∞ 

 
,                             (17) 

( ) ( )
( ) ( )1lim sup , d

,
t

Tt

a s s
h t s s

H t T
γρ +

→+∞

 
< +∞ 

 
∫ .                         (18) 

并且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )1
1

1lim sup , , d
, 1

t

Tt

s a s
H t s Q s h t s s T

H t T
γ

γ

ρ
ϕ

γ
+

+
→+∞

 
− ≥ 

+  
∫ ,               (19) 

( )( )
( ) ( )

11

lim sup d
t

Tt

s
s

s a s

γγ
ϕ
ρ

+

+

→+∞

 
  = +∞
  

∫ ,                             (20) 

其中Q 如定理 1 所定义， ( ) ( ){ }max ,0s sϕ ϕ+ = ，则方程(1)的解振动或趋于零。 
证明：情形 1：若 ( )z t 满足结构(I)，由假设对任意的 1 0t t≥  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
1

1
1 1 1

1

1lim sup , , d
, 1

t

tt

s a s
t H t s Q s h t s s

H t t
γ

γ

ρ
ϕ

γ
+

+
→+∞

 
≤ − 

+  
∫  
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根据定理 1 的证明中定义 ( )B t 如(12)及 ( ) ( ) ( )
( )

( )1
1, ,

1
a s s

G t s h t sγ
γ

ρ

γ
+

+=
+

，由(13)有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1
1

1 1 1 1
1

1lim inf , , , d
,

t

tt
t u t h t s H t s u s H t s B s u s G s s

H t t

γ γ
γ γϕ

+
+

→+∞

 
≤ − + + 

  
∫ , 

则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1
1

1

1 1 1 1

1lim inf , , , d
,

t

tt
h t s H t s u s H t s B s u s G s s

H t t

u t t

γ γ
γ γ

ϕ

+
+

→+∞

 
+ + 

  
≤ − < ∞

∫ ,           (21) 

由(15)，有 1 0t t∀ > 有： ( ) ( )1 1 1 1 0u t tϕ− ≥ 。 
记 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1

1

1

1

1 , , d ,
,

1 , d
,

t

t

t

t

t h t s H t s u s s
H t t

t H t s B s u s s
H t t

γ
γ

γ
γ

α

β

+

+

=

=

∫

∫
. 

由(19)、(21)，则有 

( ) ( )lim inf
t

t tα β
→+∞

+ < ∞   .

 

                              (22) 

现在假设  

( ) ( ) ( )
( ) ( )1 1

11 11 d d
t t

u s
B s u s s s

s a s

γγ γ
γ

γ ρ

+ +
∞ ∞  

= = +∞ 
 

∫ ∫ ,                      (23) 

由假设可知，存在 0θ > ，使得  

( )
( )0

,
lim inf

,t

H t s
H t t

θ
→+∞

> .                                  (24) 

由(23)式可知，对任意正常数η，存在 1 1T t> ，使得对任意 1t T≥ 有 

( ) ( )
1

1

d
t

t
B s u s s

γ
γ η

θ

+

≥∫ . 

那么，对任意的 1t T≥  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )
( )

1

1 1

1 1

1

1

1

1

1

1

1

1 1

1 1 0

1 , d
,

1 , d d
,

,1 d d
,

, , ,1 d
, , ,

t

t

t s

t t

t s

t t

t

T

H t s B s u s s
H t t

H t s B u
H t t

u H t s
s

H t t a s

H t s H t T H t T
s

H t t s H t t H t t

γ
γ

γ
γ

γ

ξ ξ ξ

ξ
ξ

ρ ξ ξ

η η η
θ θ θ

+

+

+

 
=  
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由(22)式可知，存在一个 1T T> 。使得对任意的 t T≥ ，有 

( )
( )

1

0

,
,

H t T
H t t

θ≥ . 

故 

( ) ( ) ( )
( ) ( )1

1

1

1 , d
,

t

t

u s
H t s s

H t t s a s

γ

η
ρ

+

≥∫ . 

由于η是任意正常数，因此 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1

1

1lim inf , d
,

t

tt
H t s B s u s s

H t t

γ
γ
+

→+∞
= +∞∫ . 

又完全类似[4]，有 

( ) ( )lim inf
t

t tα β
→+∞

+ = +∞   . 

这与(22)矛盾，所以 

( ) ( ) ( )
( ) ( )1 1

1
1 11 d d

t t

u s
B s u s s s

s a s

γ γ γ
γ

γ ρ

+ +
+∞ +∞  

= < +∞ 
 

∫ ∫ .                     (25) 

由(20)式 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )1 1

1 11 1

d d
t t

s u s
s s

s a s s a s

γ γγ γϕ
ρ ρ

+ +
+∞ +∞+   

< < +∞   
   

∫ ∫ . 

这与(19)式矛盾。 
情形 2：假设 ( )z t 满足结构(Ⅲ)，由定理 1 的证明结果与情形 1 的证明类似，我们可以得到相应的结

论。 ■ 
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