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Abstract 
Several sufficient conditions ensuring that the subdirect sum of MB-matrices is in the class of 
MB-matrices are given by using the matrix splitting. And the conclusion is illustrated by a numeri-
cal example. 
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摘  要 

采用矩阵分裂的方法对MB-矩阵的子直和进行了研究，给出了MB-矩阵子直和仍为MB-矩阵的一些充分条

件，最后用数值例子对所给结论进行了验证。 
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1. 引言 

科学、工程技术和金融管理等领域中的许多数据可以用矩阵的形式表示和存储，因此对这些数据的

研究与处理往往可以转化为对矩阵的研究与处理。矩阵子直和的概念正是为适应诸如线性补问题，区域

分解法中的重叠子域和有限元法中的总刚度矩阵研究的需求而提出和研究的[1] [2] [3] [4]。在这些研究

中，“某特定矩阵类的子直和是否仍属于该类矩阵”成为研究的重要问题之一。文献[5] [6] [7]分别对 P-
矩阵，Nekrasov 矩阵和 S-严格对角占优矩阵的子直和进行了研究。本文将对一类重要的特殊矩阵——MB-
矩阵的子直和问题进行研究，期望获得 MB-矩阵的子直和仍为 MB-矩阵的一些充分条件。 

2. 预备知识 

本节给出一些基本概念、定理与符号，以备后用。 
定义 2.1 [8] 设 n n

ijA a R × = ∈  ，如果对于所有的1 ,i j n≤ ≤ ， i j≠ 都有 0ija ≤ ，则 A 称为 Z-矩阵。

如果 A 是 Z-矩阵且 1 0A− ≥ ，则称 A 为 M-矩阵。 
定义 2.2 [5]设 n n

ijA a R × = ∈  ，记 

11 1 12 1 1 1

21 2 22 2 2 2

1 2

A A A
n

A A A
z n

A A A
n n n n nn n

a a a
a a a

A

a a a

β β β
β β β

β β β

 − − −
 

− − − =  
 

− − −  





   



, 

1 1 1

2 2 2

A A A

A A A
r

A A A
n n n

A

β β β
β β β

β β β

 
 
 =  
 
  





   



              (1) 

其中 { }max 0, |A
i ija j iβ = ∀ ≠ 。显然 z rA A A= + ， zA 是 Z-矩阵， rA 是秩 1 非负矩阵。若 zA 为 M-矩阵，

则称 A 为 MB-矩阵。 
定义 2.3 [1]设 1 1 2 2,n n n nA R B R× ×∈ ∈ ， k 是整数且 { }1 21 min ,k n n≤ ≤ ， 1 2n n n k= + − ， ,A B 分块如下： 

11 12

21 22

A A
A

A A
 

=  
 

, 11 12

21 22

B B
B

B B
 

=  
 

,                             (2) 

其中 22A ， 11B 是 k 阶方阵。定义矩阵 

11 12

21 22 11 12

21 22

0

0

A A
M A A B B

B B

 
 = + 
  

,                               (3) 

为 A 和 B 的 n ( )1 2n n n k= + − 阶 k-子直和，记为 kM A B= ⊕ 。 

设 1 1n n
ijA a R × = ∈  ， 2 2n n

ijB b R × = ∈  和 n n
k ijA B M m R × ⊕ = = ∈  按定义 2.2 中的(1)式分别分裂为： 

z r A A
ij ij i iA A A a a β β    = + = = − +      , 

, ,
z r B B

i p j p i p j p i p i pB B B b b β β− − − − − −    = + = = − +      , 1p n k= − ,  

z r z M
ij k ij iM m A B M M m β    = = ⊕ = + = +      . 
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记 { }1, 2, ,N n= 
， 1 2 3N S S S=   ，其中 { }1 11, 2, ,S n k= −

， { }2 1 11, ,S n k n= − + 
， 

{ }3 1 1, ,S n n= + 
。于是有由定义 2.3 知 

1 1 2

1 3

2 1

, 2 2

, 2 3

3 1

, 3 2 3

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

A
ij i

A
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A B
ij i i p i

z A B
ij ij i i p j p i p i

B A
i p j p i p i i

B
i p

B
i p j p i p

a i S j S S

i S j S

a t i S j S

m a b t i S j S

b t i S j S

i S j S

b i S j S S

β

β

β β

β β

β β

β
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−
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−

− − −

 − ∈ ∈

− ∈ ∈


− − + ∈ ∈


= − + − + ∈ ∈


− − + ∈ ∈
− ∈ ∈
 − ∈ ∈





, 1p n k= − .            (4) 

其中 

{ }max 0, |A
i ija j iβ = ∀ ≠ , { },max 0, |B

i p i p j pb j iβ − − −= ∀ ≠ , 1p n k= − ; 

{ }11 , , 1 ,1 , , 1 , 2max 0, , , , , , , , , | ,A B
i i i p i i p i p i p i n ik i k i p j pt a a a b a b b b j i i Sβ β − + − + − −= + − + + ∀ ≠ ∈   . 

显然 A
iβ ， B

i pβ − 和 it 都是非负的。 
设 n n

ijM m R × = ∈  ，其中 
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, 1p n k= − .              (5) 

定义 2.4 [9]设 n n
ijA a C × = ∈  。对任意的 i N∈ ，记 

( )
1,

n

i ij
j j i

r A a
= ≠

= ∑ , ( )
1,

n

i ji
i i j

c A a
= ≠

= ∑ .

 
若 

( ) ( )ii ia r A i N≥ ∈ , ( ) ( )( )ii ia r A i N> ∈ ,  

则称 A 为(按行)对角(严格对角)占优矩阵；若 

( ) ( )ii ia c A i N≥ ∈ , ( ) ( )( )ii ia c A i N> ∈ , 

则称 A 为(按列)对角(严格对角)占优矩阵。 
定义 2.5 [10] 设 n n

ijA a C × = ∈  ，若 A 满足 

( ) ( ) , , ,ii jj i ja a r A r A i j N i j> ∀ ∈ ≠ , 

则称 A 为严格双对角占优。 
定义 2.6 [9]设 n n

ijA a C × = ∈  ，若存在正数 1 2, , , nx x x ，使 
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1,

n

ii i ij j
j j i

a x a x
= ≠

> ∑ , i N∈  

成立，则称 A 为广义严格对角占优矩阵。 
定义 2.7 [9]设 n n

ijA a C × = ∈  满足 

1) 对角占优，即 ( )ii ia r A≥ ， i N∀ ∈ ； 

2) ( ){ }3 ii iN i N a r A= ∈ > 非空； 

3) 对每一个 3i N∉ ，存在非零元素序列
1 1 2
, , ,

rii i i i ka a a
使得 3k N∈  (称之为连接 i 和 k 的非零元素链)。 

则称 A 为具有非零元素链的对角占优矩阵。 
定理 2.1 [9] 若 n n

ijA a C × = ∈  为具有非零元素链的对角占优矩阵，则 A 为广义严格对角占优矩阵。 

定义 2.8 [9] 设 n n
ijA a C × = ∈  满足 

1) ( ) ,ii ia r A i N≥ ∀ ∈ ； 

2) ,ii ij
j i

a a i N
<

> ∀ ∈∑ 。 

则称 A 为下半强对角占优矩阵。如果存在置换矩阵 P 使得矩阵 TP AP 为下半强对角占优矩阵，则称

A 为半强对角占优矩阵。 
定理 2.2 [9] n n

ijA a C × = ∈  为半强对角占优矩阵的充分必要条件是 A 为具有非零元素链的对角占优

矩阵。 
推论 2.1 [9] 设 A 为非奇异 M-矩阵， B 为 Z-矩阵且 B A≥ ，则 B 为非奇异 M-矩阵。 
定义 2.9 [9] 若 n n

ijA a R × = ∈  为主对角元为正的 Z-矩阵，则称 A 为 L-矩阵。 

定理 2.3 [9] 设 n n
ijA a C × = ∈  为 L-矩阵且为广义的严格对角占优矩阵，则 A 为非奇异 M-矩阵。 

定理 2.4 [5] 设 n n
ijA a R × = ∈  ，若 A 为主对角线元为正的严格双对角占优矩阵，则 A 为非奇异 M-

矩阵。 
定理 2.5 [9] 设矩阵 n n

ijA a R × = ∈  满足 

0iia > , 0ija ≤ , i j≠ , 

并且 TB A A= +  (其中 TA 为 A 的转置矩阵)为严格对角占优，则 A 为非奇异 M-矩阵。 
定理 2.6 [11] 设 n n

ijA a R × = ∈  ，则 A 为非奇异 M-矩阵的充要条件是 A 为 Z-矩阵且 A 的每一个实特

征值为正数。 
定理 2.7 [11] 设 n n

ijA a R × = ∈  ， ( )Aσ 为 A 的谱，则 

( ) ( ) ( )
0 1 1

n

i
i

A Q A G Aα

α
σ

≤ ≤ =

⊆ =
 

, 

其中 ( ) ( )( ) ( )( ){ }1
: ,T

i ii i iG A R a r A r A i N
ααα λ λ
−

= ∈ − ≤ ∈ 。 

3. MB-矩阵的 k-子直和  

首先我们看一个例子。 
例 3.1 设矩阵 A 及其按定义 2.2 的分裂为 
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4 1 1 4 1 1 0 0 0
1 4 1 2 3 0 1 1 1

1 10 4 0 11 3 1 1 1

Z rA A A
− − − −     

     = − = + = − +     
     − −     

. 

容易验证上述矩阵为 MB-矩阵，由定义 2.3 得 A 与 A 的 2-子直和 2M A A= ⊕ 为： 

2

4 1 1 0 4 1 1 0 0 0 0 0
1 8 0 1 1 8 0 1 0 0 0 0
1 11 8 1 0 12 7 0 1 1 1 1

0 1 10 4 1 0 11 3 1 1 1 1

z rA A M M M

− − − −     
     − − − −     ⊕ = = = + = +
     − − −
     

− − −     

 

计算得 

( ) 1

0.2195 0.0915 0.0793 0.0305
0.1707 0.5122 0.2439 0.1707
0.2927 0.8780 0.5610 0.2927

1.1463 3.1890 2.0305 1.3963

ZM
−

− − 
 − =
 − − −
 

− 

. 

故 zM 不是 M-矩阵.由定义 2.1 及定义 2.2 知 2M A A= ⊕ 不是 MB-矩阵。 
例 3.1 表明 MB-矩阵的子直和不一定是 MB-矩阵。下面我们讨论 MB-矩阵的子直和仍为 MB-矩阵的

条件。为此，我们先给出如下引理。 
引理 3.1 设 1 1 2 2,n n n nA R B R× ×∈ ∈ 为 MB-矩阵，且满足 

A
ii ia β> , 1 2i S S∈  ; ,

B
i p i p i pb β− − −> , 2 3i S S∈  , 1p n k= − , 

则 M 为 L-矩阵。 
证明：因为 A

ii ia β> ， ,
B

i p i p i pb β− − −> ，即 0A
ii ia β− > ， , 0B

i p i p i pb β− − −− > 。由定义 2.1 知 ,z zA B 的主对

角元为正，再由(5)式和定义 2.9 知 M 为 L-矩阵。 
定理 3.1 设 1 1 2 2,n n n nA R B R× ×∈ ∈ 为 MB-矩阵，若 
1) 1 2i S S∈  ， A

ii ia β> ； 2 3i S S∈  ， 1p n k= − ， ,
B

i p i p i pb β− − −> ； 

2) 1i S∈ ， ( ) ( )1
A z A

ii i i ia r A n nβ β− > + − ； 

3) 2i S∈ ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 1
A B z A z B

ii i i p i p i p i i i p i pa b r A n n r B n kβ β β β− − − − −− + − > + − + + − ； 

4) 3i S∈ ， ( ) ( ), 1
B z B

i p i p i p i p i pb r B n kβ β− − − − −− > + − 。 

则 ,A B 的 k-子直和 kM A B= ⊕ 为 MB-矩阵。 
证明：由条件(1)和引理 3.1 知 M 为 L-矩阵，由条件(2)-(4)知 M 为严格对角占优矩阵，再由定理 2.3

得 M 为 M-矩阵。由(4)和(5)式知 zM M≥ 且 zM 为 Z-矩阵，再由推论 2.1 知 zM 为 M-矩阵。从而由定义

2.2 得 kM A B= ⊕ 为 MB-矩阵。 
引理 3.2 设 ( ) ( )2n n

ijA a R n×= ∈ ≥ ，若 

1) ,A
kk ka k Nβ> ∀ ∈ ， 

2) ( ) ( ) ( ) ( ), , ;A A A A
ii i jj j i ik j jk

i k j k
a a a a i j N i jβ β β β

≠ ≠

− − > − − ∀ ∈ ≠∑ ∑ 。 

则 A 为 MB-矩阵。 
证明：由条件(1)知矩阵 zA 是主对角线元为正的 Z-阵，由条件(2)知矩阵 zA 为严格双对角占优矩阵.

于是由定理 2.4 知 zA 为 M-矩阵，再由定义 2.2 知 A 为 MB-矩阵。 
定理 3.2 设 1 1 2 2,n n n nA R B R× ×∈ ∈ 为 MB-矩阵，满足引理 3.1 的条件且 M 为严格双对角占优矩阵，则
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,A B 的 k-子直和 kM A B= ⊕ 为 MB-矩阵。 
证明：由引理 3.1 知矩阵 M 是主对角线元为正的 Z-阵，由 M 为严格双对角占优矩阵知  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 1

1, , ,

A A
ii jj ii i jj j

z A z A
i i j j

i j

m m a a

r A n n r A n n

r M r M i j S i j

β β

β β

= − −

   > + − + −   

= ∀ ∈ ≠

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

,

1 1 1

1 2, , .

A A B
ii jj ii i jj j j p j p j p

z A z z B A
i i j j p j p j

i j

m m a a b

r A n n r A r B n k n n

r M r M i S j S

β β β

β β β

− − −

− −

 = − − + − 
   > + − + + − + −   

= ∀ ∈ ∈

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

,

1 1

1 3, , .

A B
ii jj ii i j p j p j p

z A z B
i i j p j p

i j

m m a b

r A n n r B n k

r M r M i S j S

β β

β β

− − −

− −

= − −

   > + − + −   

= ∀ ∈ ∈

 

再由(4)式和(5)式知 zM 与 M 的元素在 1 3,i j S S∈  部分的元素是相同的，则当 1 1 3,i S j S S∈ ∈  时 zM
也满足 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1

1, , , ,

z z
ii jj ii jj

A A
ii i jj j

z A z A
i i j j

i j

z z
i j

m m m m

a a

r A n n r A n n

r M r M

r M r M i j S i j

β β

β β

=

= − −

   > + − + −   

=

= ∀ ∈ ≠

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

,

1 1

1 3, , .

z z
ii jj ii jj

A B
ii i j p j p j p

z A z B
i i j p j p

i j

z z
i j

m m m m

a b

r A n n r B n k

r M r M

r M r M i S j S

β β

β β

− − −

− −

=

= − −

   > + − + −   

=

= ∀ ∈ ∈

 

下面证明当 1 2,i S j S∈ ∈ 时，有 ( ) ( )z z z z
ii jj i jm m r M r M> 成立.由于当 1 2,i S j S∈ ∈ 时 

0z A
ii ii ii im m a β= = − > , 

( ) ( ) ( ) ( ), , 0z A B A B
jj jj j j p j p j p j jj jj j j p j p j pm a b t m a bβ β β β− − − − − −= − + − + ≥ = − + − > , 

( ) ( ) ( ) ( )1
z z A

i i i ir M r M r A n n β= = + − , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1

z z z B A
j j j p j p j j

z z B A
j j j p j p j

r M r A r B n k n n nt

r M r A r B n k n n

β β

β β

− −

− −

= + + − + − −

≤ = + + − + −  

其中 0jt ≥ ，故 
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z z
ii jj ii jjm m m m≥ , ( ) ( ) ( ) ( )z z

i j i jr M r M r M r M≤ , 

即 

( ) ( ) ( ) ( )z z z z
ii jj ii jj i j i jm m m m r M r M r M r M≥ ≥ ≥  

从而可以得出 

( ) ( )z z z z
ii jj i jm m r M r M> . 

类似可得 2 ,i S j N∈ ∈ ，及 ( )3 1 2 3, ,i S j N N S S S∈ ∈ =  
的情况同样成立.综上可得 zM 为主对角元为

正的严格双对角占优矩阵，于是由定理 2.4 知 zM 为 M-矩阵，再由定义 2.2 知 A 为 MB-矩阵。 
定理 3.3  设 1 1 2 2,n n n nA R B R× ×∈ ∈ 为 MB-矩阵，若 
1) 1 2i S S∈  ， A

ii ia β> ； 2 3i S S∈  ， 1p n k= − ， ,
B

i p i p i pb β− − −> ； 

2) 1i S∈ ， ( ) ( ) ( )
1

1
1

1
2

n
A z A z B

ii i i i i j p
j n k

a r A n n c Aβ β β −
= − +

    − > + − + +      
∑ ； 

3) 2i S∈ ，
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
,

1 1
1
2

A B
ii i i p i p i p

z z B A z z
i i p i p i i i p

a b

r A r B n k n n c A c B

β β

β β

− − −

− − −

− + −

   > + + − + − + +   

； 

4) 3i S∈ ， ( ) ( ) ( )
1

, 1
1

1
2

n
B z B z A

i p i p i p i p i p i p j
j

b r B n k c Bβ β β− − − − − −
=

    − > + − + +      
∑ ； 

则 ,A B 的 k-子直和 kM A B= ⊕ 为 MB-矩阵。 
证明：由条件(1-4)及定义 2.5 知 ( )T

M M+ 为严格对角占优矩阵，由引理 3.1 及定理 2.5 知 M 为 M-
矩阵。再由(4)和(5)式知 zM M≥ 且 zM 为 Z-矩阵。于是由推论 2.1 知 zM 为 M-矩阵。从而由定义 2.2 得

kM A B= ⊕ 为 MB-矩阵。 
定理 3.4  设 1 1 2 2,n n n nA R B R× ×∈ ∈ 为 MB-矩阵，若 
1) 1 2i S S∈  ， A

ii ia β> ； 2 3i S S∈  ， 1p n k= − ， ,
B

i p i p i pb β− − −> ； 

2) 1i S∈ ， ( ) ( ) ( )
1

1
1 2
2

1
1

n
A z A z B

ii i i i i j p
j n k

a r A n n c Aβ β β −
= − +

  − > + − +    
∑ ； 

3) 2i S∈ ，
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,

1 1
2 2

1 1

A B
ii i i p i p i p

z z B A z z
i i p i p i i i p

a b

r A r B n k n n c A c B

β β

β β

− − −

− − −

− + −

   > + + − + − +   

； 

4) 3i S∈ ， ( ) ( ) ( )
1

1
1 2
2

, 1
1

n
B z B z A

i p i p i p i p i p i p j
j

b r B n k c Bβ β β− − − − − −
=

  − > + − +    
∑ 。 

则 ,A B 的 k-子直和 kM A B= ⊕ 为 MB-矩阵。 
证明：由条件(1)知 M 为 L-矩阵，故 M 的主对角元 iim 为正。设 λ 为 M 的实特征值，由定理 2.7 知，

存在 i N∈ ，使得 

( )( ) ( )( )1 21 2 T
ii i im r M r Mλ − ≤ , 

即 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 21 2 1 2T T
ii i i ii i im r M r M m r M r Mλ− ≤ ≤ + . 
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于是由条件(2)知，当 1i S∈ 时， 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1
1 2
2

1
1

0
n

A z A z B
ii i i i i j p

j n k
a r A n n c Aβ β β λ−

= − +

  < − − + − + ≤    
∑ . 

由条件(3)知，当 2i S∈ 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1
2 2

, 1 10 A B z z B A z z
ii i i p i p i p i i p i p i i i pa b r A r B n k n n c A c Bβ β β β λ− − − − − −

   < − + − − + + − + − + ≤    . 

由条件(4)知，当 3i S∈ 时， 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1
1 2
2

, 1
1

0
n

B z B z A
i p i p i p i p i p i p j

j
b r B n k c Bβ β β λ− − − − − −

=

  < − − + − + ≤    
∑ . 

综上知 M 的实特征值 λ 为正，由定理 2.6 得 M 为 M-矩阵。由(4)和(5)式知 zM M≥ ，又由推论 2.1
得 zM 为 M-矩阵，再由定义 2.2 得 ,A B 的 k-子直和 kM A B= ⊕ 为 MB-矩阵。 

定理 3.5 设 1 1 2 2,n n n nA R B R× ×∈ ∈ 为 MB-矩阵，若 
1) 1 2i S S∈  ， A

ii ia β> ； 2 3i S S∈  ， 1p n k= − ， ,
B

i p i p i pb β− − −> ； 
2) 1 2i S S∈  ， ( ) ( )1

A z A
ii i i ia r A n nβ β− ≥ + − ， A A

ii i ij i
j i

a aβ β
<

− > −∑ ； 

3) 2 3i S S∈  ， ( ) ( ), 1
B z B

i p i p i p i p i pb r B n kβ β− − − − −− ≥ + − ， 

( ), 1 , ,
B B B B

i p i p i p i p i p j p i p i p j p i p
j p i p j p i p

b n k b bβ β β β− − − − − − − − − −
− < − − < −

− > − + − ≥ −∑ ∑ ； 

则 kM A B= ⊕ 为 MB-矩阵。 
证明：由 ,A B 满足条件(1-3)及 ,z zA B 与 M 间元素的关系可得 M 满足： 
当 1i S∈ 时， 

( ) ( )1
A z A

ii ii i i im a r A n nβ β= − ≥ + − , A A
ii i ij i

j i
a aβ β

<

− > −∑ ; 

当 2i S∈ 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 1
A B z z B A

ii ii i i p i p i p i i p i p im a b r A r B n k n nβ β β β− − − − −= − + − ≥ + + − + − , 

( ) ( ), ,
A B A B

ii ii i i p i p i p ij i i p j p i p
j i j p i p

m a b a bβ β β β− − − − − −
< − < −

= − + − > − + −∑ ∑ ; 

当 3i S∈ 时， 

( ) ( ), 1
B z B

ii i p i p i p i p i pm b r B n kβ β− − − − −= − ≥ + − , 

( ), 1 ,
B B B

ii i p i p i p i p i p j p i p
j p i p

m b n k bβ β β− − − − − − −
− < −

= − > − + −∑ . 

故 M 为下半强对角占优矩阵.由引理 3.1 及推论 3.4 知 M 为非奇异 M-矩阵.由(4)和(5)式及推论 2.1
得 zM 为 M-矩阵，再由定义 2.2 知 kM A B= ⊕ 为 MB-矩阵。 

下面我们用例子对所获理论结果进行说明。 
例 3.2 设 
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4 2 2
1 4 1

1 1 4
A

− − 
 = − 
 − 

, 
5 2 3
2 6 1

1 1 5
B

− − 
 = − 
 − 

. 

容易验证 ,A B 均为 MB-矩阵。取 2k = ，由 1 2 3n n= = 得 4n = ， 1p = ； { }1 1S = ， { }2 2,3S = ， { }3 4S = 。

考虑 ,A B 的 2-子直和 

2

4 2 2 0
1 9 1 3

1 3 10 1
0 1 1 5

M A B

− − 
 − − − = ⊕ =
 −
 

− 

. 

计算可得，当 1 2i S S∈  时 

11 1 4 0Aa β− = > , 22 2 3 0Aa β− = > , 33 3 3 0Aa β− = >  

( ) ( )1 1 1 4z Ar A n n β+ − = , ( ) ( )2 1 2 3z Ar A n n β+ − = , ( ) ( )3 1 3 3z Ar A n n β+ − =  

2 2
2

2A
j

j
a β

<

− =∑ , 3 3
3

2A
j

j
a β

<

− =∑  

11 1
Aa β> , 22 2

Aa β> , 33 3
Aa β>  

( ) ( )11 1 1 1 1
A z Aa r A n nβ β− = + − , 

( ) ( )22 2 2 1 2
A z Aa r A n nβ β− = + − , 

( ) ( )33 3 3 1 3
A z Aa r A n nβ β− = + − ; 

22 2 2 2
2

A A
j

j
a aβ β

<

− > −∑ , 

33 3 3 3
3

A A
j

j
a aβ β

<

− > −∑ ; 

当 2 3i S S∈  时 

11 1 5 0Bb β− = > , 22 2 5 0Bb β− = > , 33 3 4 0Bb β− = > , 

( ) ( )1 1 1 5z Br B n k β+ − = , ( ) ( )2 1 2 4z Br B n k β+ − = , ( ) ( )3 1 3 3z Br B n k β+ − = ,  

( )1 2 2, 2
2

4B B
j p

j p
n k bβ β−

− <

− + − =∑ , ( )1 3 3, 3
3

3B B
j p

j p
n k bβ β−

− <

− + − =∑ ,  

11 1
Bb β> , 22 2

Bb β> , 33 3
Bb β> ,  

( ) ( )11 1 1 1 1
B z Bb r B n kβ β− = + − , 

( ) ( )22 2 2 1 2
B z Bb r B n kβ β− > + − , 

( ) ( )33 3 3 1 3
B z Bb r B n kβ β− > + − ; 

( )22 2 1 2 2, 2
2

B B B
j p

j p
b n k bβ β β−

− <

− > − + −∑ , 

( )33 3 1 3 3, 3
3

B B B
j p

j p
b n k bβ β β−

− <

− > − + −∑ . 

故矩阵 ,A B 满足定理 3.5 的条件(1)-(3)，于是由定理 3.5 知 ,A B 的 2-子直和 M 为 MB-矩阵。 
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