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Abstract 
In this paper, we study the finite Abelian subgroup of special linear group ( )2,SL R  by using the 
eigenvalue theory of λ-matrix and the solution method of constant coefficient linear homogeneous 
recursive relations. We get the structure of cyclic group for arbitrary order n of ( )2,SL R , that is 

to say, all the solutions of the 2 order matrix equation: nA I=  and kA I≠  ( , ,n k N k n+∈ < ) are 
given out. Furthermore, we hope to determine the structure of finite Abelian subgroup of special 
linear group ( )2,SL R  by discussing the commutativity between generators of arbitrary order 
cyclic group. 
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摘  要 

本文运用λ-矩阵的相关理论和常系数线性齐次递归关系的求解方法，对特殊线性群 ( )2,SL R 的有限

Abelian子群进行了研究，给出了其任意阶循环群的结构，即2阶矩阵方程： nA I= 且 kA I≠ ，其中
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, ,n k N k n+∈ < 的全部解。进一步，我们希望通过探讨各阶循环群生成元的交换性来确定 ( )2,SL R 的有

限Abelian子群结构。 
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1. 引言 

n 阶一般线性群是由 n 阶可逆矩阵组成的群，矩阵的元素取自 R 群运算，为通常的矩阵乘法，记为

( ),GL n R ；特殊线性群是 ( ),GL n R 中行列式为 1 的全体矩阵，它们对于矩阵乘法构成 ( ),GL n R 的一个

子群，记为 ( ),SL n R 。一般线性群 ( ),GL n R 和特殊线性群 ( ),SL n R 都是经典的李群，它们与群论和几何

的研究有着密切的联系，在几何分析中有如下深刻的结果：特殊线性群 ( ),SL n R 的有限 Abelian 子群是紧

黎曼曲面的微分同胚不变量。这一结论将几何和代数(群理论)紧密联系起来，本文以此为出发点，结合群

理论中对有限 Abel 群结构的完整刻画，如：有限 Abel 群可以分解成阶为素数的方幂的循环群(循环 p-群)
的直积[1]等，对特殊线性群 ( )2,SL R 的有限 Abelian 子群进行研究，从而进一步加深对紧黎曼曲面的认

识。 

2. 基本概念、定理和方法 

2.1. 基本概念和定理 

下面列出一些与群和矩阵相关的概念和定理(可参考文献[1] [2])，方便后面章节使用。 
定义 2.1.1 [1] 设 G 为非空集合，“ ”为 G 上的一个代数运算，若 G 的运算满足： 
1) “ ”满足结合律，即 , , GA b c∀ ∈ ，都有 ( ) ( )A b c A b c=    ； 
2) G 中有元素 e，使对每个元 GA∈ ，有 e A A e A= =  ； 
3) 对 G 中每个元素 A，存在元素 Gb∈ ，使得 A b b A e= =  。 

则 G 关于运算“ ”构成一个群(Group)，记为 ( )G, ，在不产生混淆的前提下，简记为 G。 
定义 2.1.2 [1] 如果对群 ( )G, 中任两个元素 A，b 均有 

A b b A=  , 

即 G 的代数运算满足交换律，则称 G 为交换群(commutative Group)或 Abel 群(Abelian Group)。 
定义 2.1.3 [1] 群 ( )G, 中的元素个数叫做群 G 的阶(order)，记为 G 。如果 G 有限，称 G 为有限群

(Finite Group)，特别地，当 G n= 时，称 G 为 n 阶群，否则称 G 为无限群(infinite Group)。 
定义 2.1.4 [1] 设 G 为群，H 是 G 的一个非空子集，如果 H 关于 G 的运算也构成群，则称 H 为 G 的

一个子群(subgroup)，记作H G≤ 。 
定义 2.1.5 [1] 元素在实数域 r 中全体 n 阶可逆矩阵对于矩阵的乘法构成一个群，这个群记为

( ),GL n R ，称为 n 阶一般线性群， ( ),GL n R 中全体行列式为 1 的矩阵对于矩阵的乘法也构成一个群，这

个群记为 ( ),SL n R ，称为 n 阶特殊线性群。特别地，当 n = 2 时有 
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( )2, : , , , , 1a bSL R a b c d R ad bcc d
  = ∈ − =    

且 . 

定义 2.1.6 [1] 设 G 为群，如果存在 Ga∈ 时 

{ }G ka k Z= ∈ ,  

则称 G 为循环群，并称 A 是群 G 的一个生成元(Generator)。习惯上记为 ( )G a= ，当 G 中的元素个数是

无限时，称 G 为无限循环群；当 G 中元素的个数为 n 时，称 G 为 n 阶循环群。 
定义 2.1.7 [1] 一般地，我们称下列形式矩阵为多项式矩阵，或λ-矩阵： 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11 12 1

21 22 2

1 1

n

n

m m mn

a a a
a a aA

a a a

λ λ λ
λ λ λλ

λ λ λ

 
 
 =
 
 
 





   



 

其中 ( )ija λ 是以 λ 为未定元的数域 k 上的多项式。λ-矩阵的加法、数乘及乘法与数域上的矩阵运算一样，

只需在运算过程中将数的运算代之以多项式运算即可。 
定义 2.1.8 [2] 设 ( )A λ 是一个 n 阶λ-矩阵，k 是小于等于 n 的某个自然数。如果 ( )A λ 的所有 k 阶子

式的最大公因子(它是首一多项式)不等于零，则称这个多项式为 ( )A λ 的 k 阶行列式因子，记为 ( )kD λ ，

若 ( )A λ 的所有 k 阶子式都等于零，则规定 ( )A λ 的 k 阶行列式因子等于零。 
定义 2.1.9 [2] 设 ( ) ( ) ( )1 2, , , rD D Dλ λ λ 是λ-矩阵 ( )A λ 的非零行列式因子，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1, , , r r rg D g D D g D Dλ λ λ λ λ λ λ λ−= = = 称为 ( )A λ 的不变因子。 

定义 2.1.10 [2] 若 ( )A λ ， ( )B λ 都是 -λ 矩阵且 ( )A λ 经过初等变换后可变为 ( )B λ ，则称 -λ 矩阵

( )A λ 与 ( )B λ 相抵。 
定理 2.1.1 [2] 设 A 是数域 k 上的 n 阶矩阵，则 A 的特征矩阵 nI Aλ − 必相抵于 

( ) ( ){ }11, ,1, , , ,mdiag d dλ λ   

其中 ( ) ( ) ( )1| 1, 2, , 1i id d i mλ λ+ = − 。 

定理 2.1.2 [2] 下列 r 阶矩阵 

1 2 1

0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1
r r r

F

a a a a− −

… 
 
 =  
 
 − − − − 



    





 

的行列式因子等于 

( )1, ,1; f λ , 

其中共有 r − 1 个 1， ( ) 1
1

r r
rf a aλ λ λ −= + + + ，F 的不变因子组也由 ( )1, ,1; f λ 给出。 

定理 2.1.3 [2] 设 A 是数域 k 上的 n 阶方阵，A 的不变因子组为 

( ) ( )11, ,1; , , kd dλ λ  , 

其中 ( )deg i id mλ = ，则 A 相似于下列分块对角矩阵： 
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1

2

k

F
FF

F

 
 

=  
 
  



 

其中 iF 的阶等于 im ，且 iF 是形如定理 2.1.2 的矩阵， iF 的最后一行由 ( )id λ 系数(除最高次项)的负值组成。 

2.2. 常系数线性齐次递归关系的求解方法[3] 

本节我们介绍常系数线性齐次递归关系的求解，相关内容请参考文献[3]。 
常系数线性齐次递归关系，其形如 

( ) ( ) ( ) ( )1 21 2 rH n a H n a H n a H n r= − + − + + −  

或 

1 1 2 2n n n r n rH a H a H a H− − −= + + +                          (2.2.1) 

这里 1 2, , , ra a a 全部是常系数。例如 

1 23n n nH H H− −= +  

就是一个常系数线性齐次递归方程。假定 0ra ≠ ，则递归关系(2.2.1)称为是 r 阶的。为了不失一般性，如

果序列中 r 个相邻的 H 值 1 1, , ,k r k r kH H H− − + − 对某一 k 已知，则可用(2.2.1)算出 kH 的值，于是 1 2, ,k kH H+ + 

的值也可递归地算出。这就推出，(2.2.1)的解唯一地由 r 个相邻的 H 值(边界条件)所决定。因此，(2.2.1)
的解的一般形式包含有 r 个待定常数，这些常数可由序列中相邻的 r 个 H 值来决定。我们把(2.2.1)改写成

如下形式 

( ) ( ) ( ) ( )1 21 2 0rH n a H n a H n a H n r− − − − − − − =                   (2.2.2) 

这里 , 1,n r r= + 。 
我们把与递归关系(2.2.1)或(2.2.2)相联系的方程 

1 2
1 2 0r r r

rx a x a x a− −− − − − =                            (2.2.3) 

称为(2.2.1)或(2.2.2)的特征方程。方程(2.2.3)有 r 个根 1 2, , , rq q q ，这些根称为方程(2.2.1)的特征根。因为

0ra ≠ ，这些特征根必定全不为零。这些根可能是互异的，也可能有重根，还有可能是复根。关于常系

数线性齐次递归关系的求解如下： 
1) 若特征方程有 r 个不同的特征根 
定理  设递归关系 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 21 2 , 0 , 1,r rH n a H n a H n a H n r a n r r= − + − + + − ≠ = +  的特征根 1 2, , , rq q q 互不相同，

则 

( ) 1 1 2 2
n n n

r rH n c q c q c q= + +  

是一般解。 
2) 若特征方程有重根 
定理  设 1 2 3, , , , tq q q q 是递归关系 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 21 2 0 , 1,r rH n a H n a H n a H n r a n r r= − + − + + − ≠ = + ，  

的特征方程互异的根。 iq 是特征方程的 ie 重根 ( )1,2, ,i t=  ，那么这个递归关系对应 iq 部分的一般解是 
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( ) ( )1 1
1 2 1 2

i i
i i

e en n n n
i i i e i e iH n c q c nq c n q c c n c n q− −= + + + = + + +   

而这个递归关系的一般解是 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 tH n H n H n H n= + + + . 

3) 若特征方程出现复根 
当特征方程的诸系数是实数，但某些特征根是复数时，齐次解则写成另一种形式。因为复数根总是

成对出现的，故设 

1 iα δ ω= + , 2 iα δ ω= −  

是一对共轭复根，则对应的齐次解为 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 2cos sinn n n n n nA A A i A i B n B nα α δ ω δ ω ρ θ ρ θ+ = + + − = +  

其中， ( )2 2 1
1 1 2 2 1 2, tan , ,B A A B i A Aωρ δ ω θ

δ
−  = + = = + = − 
 

 

注意，这里的 1B 和 2B 是由边界条件决定的常数。 

3. SL(2, R)的有限 Abelian 子群的结构 

由群理论相关的结论我们有：有限循环群一定是有限 Abelian 群，故我们可以先寻找到特殊线性群

( )2,SL R 的有限循环子群，即对任意的 n N +∈ ，我们需要找到所有满足条件 ( ), , 1n kA I A I k n A= ≠ < = 的

矩阵。 

3.1. 特殊例子的讨论 

由 nA I= ，知 A 的特征根满足 1nλ = ，其特征根集为 

2 π 2 πcos sin , 1, 2,3, ,k
k ki k n
n n

λ = + =  . [4] 

(此处 A 的特征根解集参考文献[4]) 
特别地，就 1,2,3n = 我们有如下的结论： 
1) 当 n=1 时，若要 A I= ，则 A 为单位阵； 
2) 当 n=2 时，若要 2A I= ， A I≠ 且 1A = ，则此时无解。分析如下： 
① 考虑特征值 1 21, 1λ λ= = − ，A 特征多项式为 ( ) ( )( ) 21 1 1f λ λ λ λ= + − = − ， ( )I Aλ − 的 2 阶行列式

因子就是矩阵 A 的特征多项式 2 1λ − ，由定理 2.1.1 可以得到 I Aλ − 相抵于 2
1 0
0 1λ
 
 − 

，矩阵 A 的不变因

子为 
21, 1λ − . 

于是，由定理 2.1.3，矩阵 A 的有理标准型为
0 1
1 0F  =   

，即
0 1~ 1 0A  
  

，此时 2 , 1A I A= = − ，不符

合 1A = 之要求。 

② 考虑特征值 1 2 1λ λ= = ，其特征多项式为 ( ) ( )2 21 2 1f λ λ λ λ= − = − + ， ( )I Aλ − 的 2 阶行列式因

子就是矩阵 A 的特征多项式 2 2 1λ λ− + ，于是由定理 2.1.1 可以得到 I Aλ − 相抵于 2
1 0
0 2 1λ λ
 
 − + 

，矩阵

A 的不变因子为 
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21, 2 1λ λ− + . 

由定理 2.1.3，矩阵 A 的有理标准型为
0 1
1 2F  =  − 

，即
0 1~ 1 2A  

 − 
，此时 2A I≠ ，也不符合要求。 

③ 考虑特征值 1 2 1λ λ= = − ，其特征多项式为 ( ) ( )2 21 2 1f λ λ λ λ= + = + + ，( )I Aλ − 的 2 阶行列式因

子就是矩阵 A 的特征多项式为 2 2 1λ λ+ + ，由定理 2.1.1 可以得到 I Aλ − 相抵于 2
1 0
0 2 1λ λ
 
 + + 

，矩阵 A

的不变因子为 

21, 2 1λ λ+ + . 

由定理 2.1.3，矩阵 A 的有理标准型为
0 1
1 2F  =  − − 

，即
0 1~ 1 2A  

 − − 
，此时 2A I≠ ，也不符合要求。 

3) 当 n = 3 时，要求 ( )3 , 3 , 1kA I A I k A= ≠ < = ，此时有解
0 1~ 1 1A  

 − − 
。分析如下： 

由 3A I= 知矩阵 A 的特征值为
1 31,
2 2

iλ = − ±  

① 当 1 2 1λ λ= = 时，讨论的情况与 2A I= 相同，可知此时无解。 

② 当 1 3
2 2

iλ = − ± 时(复根成对出现，相互共轭)，A 的特征多项式为 

( ) 21 3 1 3 1
2 2 2 2

if iλ λ λ λ λ
      

= − − + − − − = + +                  
， ( )I Aλ − 的 2 阶行列式因子就是矩阵 A 的特征多

项式 2 1λ λ+ + ，由定理 2.1.1 可以得到 I Aλ − 相抵于 2
1 0
0 1λ λ
 
 + + 

，矩阵 A 的不变因子为 

21, 1λ λ+ +  

由定理 2.1.3，矩阵 A 的有理标准型为
0 1
1 1F  =  − − 

，即
0 1~ 1 1A  

 − − 
，满足条件 

( )3 , 3 , 1kA I A I k A= ≠ < = ，为我们所求的解。 

3.2. 一般形式的归纳和证明 

3.2.1. 一般情形的讨论 
下面考虑 4n ≥ 的情形。通过对 1,2,3n = 的特殊情形进行的讨论，我们发现一般情形下的讨论可以类

似的进行，主要从特征根(复根成共轭对)入手，结合相关的定理(定理 2.1.1、定理 2.1.3)，通过解常系数

线性齐次递归方程最终给出一般情形下的结果。 

考虑 nA I=  ( 4n ≥ )，此时若 A 存在一组共轭特征根 ( )e niθ
λ = 和 ( )e niθ

λ
−

= ，这里 

( )
2 π , 1,2, , 1n

k k n
n

θ = = −  (若 n 为偶数，则
2
nk ≠ )，则 A 的特征多项式为 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
2e e 2cos 1n ni i

nf θ θ
λ λ λ λ θ λ

−
= − − = − + ， ( )I Aλ − 的 2 阶行列式因子就是 A 的特征多项式 

( )
2 2cos 1nλ θ λ− + ，于是由定理 2.1.1 可以得到 I Aλ − 相抵于

( )
2

1 0
0 2cos 1nλ θ λ
 
 − + 

，A 的不变因子为 

( )
21, 2cos 1nλ θ λ− + . 
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由定理 2.1.3，A 的有理标准型为
( )

0 1
1 2cos n

F θ
 

=  − 
，即

( )

0 1
~ 1 2cos n

A θ
 
 − 

，此时有 1A = ，由前

面的讨论我们知道，若能证明 F 满足 nF I= ，则可以得到 nA I= 。 

3.2.2. nF I= 的证明 

证明：由于矩阵 A 的特征多项式为 ( ) ( )
2 2cos 1nf λ λ θ λ= − + ，而

( )

0 1
~ 1 2cos n

A F θ
 

=  − 
，故

( ) ( )
2 2cos 0nf F F F Iθ= − + = ，即 ( )

2 2cos nF F Iθ= − ，不妨令 ( )2cos na θ= ，则： 

1F F= ⋅                                                  (1) 
2 1F aF I= − ⋅ ,                                            (2) 

( )3 2 1F a F aI= − − ,                                       (3) 

( ) ( )4 3 22 1F a a F a I= − − − ,                                 (4) 

( ) ( )5 4 2 33 1 2F a a F a a I= − + − − ,                            (5) 

  

经过观察我们发现，等式(2)中 F 的系数 1 0a a= ⋅ − ，等式(3)中 F 的系数 2 1 1a a a− = ⋅ − ，等式(4)中 F
的系数 ( )3 22 1a a a a a− = − − ，等式(5)中 F 的系数 ( ) ( )4 2 3 23 1 2 1a a a a a a− + = − − − ，我们把每一等式中 F

的系数看成数列{ }ta 中的元素则有： 1 1 1 2, 1,t t ta a a a a a a+ −= ⋅ − = = 。这是一个常系数线性齐次递归方程，

故根据相应的常系数线性齐次递归关系的求解方法，我们可以解得 ta ，过程如下： 

由 1 1t t ta a a a+ −= ⋅ − 可以得到它的特征方程为 
2 1 0x ax− + = , 

因为 ( )2cos na θ= ， ( )
2 24cos 4na θ= < ，所以 2 4 0a∆ = − < ，由常系数线性齐次递归关系可知，特征

方程存在 2 个复根
2

1
4

2 2
a ax i−

= + ，
2

2
4

2 2
a ax i−

= − 则 

1 2cos sint t
ta B t B tρ β ρ β= + ，其中

22 24 1
2 2
a aρ

 −   = + =      
， 

( )

( )
( )( ) ( )

2
2

1 1 1

4
4 4cos2tan tan tan tan

2cos
2

n
n n

n

a

a
θ

β θ θ
θ

− − −

 −
  −
 = = = =
 
 
 

, 

所以 ( ) ( )1 2cos sint n na B t B tθ θ= + ，把 1 21,a a a= = 代入 ta 得： 

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

cos sin 1
cos 2 sin 2

n n

n n

B B
B B a

θ θ
θ θ

+ =
 + =

, 

解之得： 

( )

1

2 2

0
2 1

sin4 n

B

B
a θ

=

 = = −

, 
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故
( )

( )

sin

sin
n

t
n

t
a

θ

θ
= ，( ( )

2 π , 1,2, , 1n
k k n
n

θ = = − 且若 n 为偶数，则
2
nk ≠ )， 

从而
( )

( )

( ) ( )

( )
1

sin sin 1

sin sin
n nn

n n
n n

n n
F a F a I F I

θ θ

θ θ−

−
= − = − ，即有 

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

sin 1 sin

sin sin
sin 2cos sin sin 1

sin sin

n n

n nn

n n n n

n n

n n

F
n n n

θ θ

θ θ
θ θ θ θ

θ θ

− − 
 
 

=  − − − 
 
 

, 

由和差化积公式得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2sin 1 sin 2sin cos

2 2n n n n
n nn θ θ θ θ−

− + = , 

又  

( )
2 πsin sin sin π 0

2 2n
n n k k

n
θ  = ⋅ = = 

 
, 

所以  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2sin 1 sin 2sin cos 0

2 2n n n n
n nn θ θ θ θ−

− + = = . 

即  

( ) ( ) ( )sin 1 sinn nn θ θ− = − , 

( ) ( )

( )

sin 1
1

sin
n

n

n θ

θ

−
=

−
, 

又  

( )
2 πsin sin sin 2 π 0n

kn n k
n

θ  = ⋅ = = 
 

, 

所以  

( )

( )

sin
0

sin
n

n

nθ

θ
= , 

故  

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

2cos sin sin 1 sin 1
1

sin sin
n n n

n n

n n nθ θ θ θ

θ θ

− − −
= − = , 

从而
1 0
0 1

nF I = =  
，证毕。 

3.2.3. SL(2, R)的有限循环子群的结构 

由前面的讨论，我们已经找到了满足 1A = 且 nA I= 的所有矩阵，即：
( )

0 1
~ 1 2cos n

A θ
 
 − 

，进一步为
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了在这些矩阵中找出符合条件 ( )kA I k n≠ < 的矩阵，我们需要确定符合条件 ( ),n kF I F I k n= ≠ < 的 ( )nθ 。 

例如，当 6n = 时， ( )6θ 的取值为
π 2π 4π 5π, , ,
3 3 3 3

，其中
2π 4π 1cos cos
3 3 2
= = − ，

π 5π 1cos cos
3 3 2
= = ， 

0 1~ 1 2cosA θ
 
 − 

，解得 1
0 1~ 1 1A F  =  − − 

和 2
0 1~ 1 1A F  =  − 

，此时这两组解均满足 1iF = 且 6
iF I= ，但

对 1
0 1
1 1F  =  − − 

而言，有 3
1F I= ，即 1

0 1
1 1F  =  − − 

为 3n = 时的一个解，重复出现。下面我们找出符合条

件 ( ),n kF I F I k n= ≠ < 的所有 ( )nθ  ( 3n ≥ )，使得最后的结果不会重复，也不会遗漏。 

对任意的 ( )3n n ≥ ， ( )
2 π , 1,2, , 1n

k k n
n

θ = = − ，当 k 取1,2, , 1n − 中不同的值时， cosθ 总会出现一

对相同的值(仅有一对)，如
2π 4π 1cos cos
3 3 2
= = − ，这是因为，若 1 2 2πθ θ+ = ，则 1 2cos cosθ θ= 。由此我 

们可以缩小 k 的取值范围。 
当 n 为奇数时， 1,2, , 1k n= −

，θ 可取 1n − 个值中，且首尾的值相加恰好等于 2π，故我们只需取前 

面
1

2
n −

个值即可，即
11, 2, ,

2
nk −

=  。由于 n 是奇数，而 2k 是偶数，所以
2k
n

一定是一个最简分数，此

时

12 π
2 π 2 π

n
k
n n

θ

− 
 
 = ≤ < ， cosθ 互不相等。 

当 n 为偶数时， 1,2, , 1, 1, , 1
2 2
n nk n= − + −  ，与前面的讨论类似，我们可以将 k 的取值范围限定在

前面 1
2
n
− 个值，即 1,2, , 1

2
nk = − 。进一步，由于2k是偶数时，而n也是偶数(不妨设 2n m= )，则有

2k k
n m
= ，

当 k 为奇数时，
k
m

是一个最简分数，不会导致解的重复；而当 k 为偶数时，由于m n< ，
k
m

一定在前面

的取值中出现过，从而导致解的重复，此时 k 只取1,2, , 1
2
n
− 中奇数的那一部分值。 

综上所述， ( )2,SL R 的有限 Abelian 子群中所有满足条件 ( ), , 1n kA I A I k n A= ≠ < = 的矩阵如下： 

当 n = 1 时，则 A 为单位阵； 
当 n = 2 时，则此时无解； 

当 ( )2 1 2,3,n m m= − =  时，
( )

0 1
~ 1 2cos n

A θ
 
 − 

， ( )
2 π 1, 1, 2, ,

2n
k nk
n

θ − = = 
 


； 

当 ( )2 2,3,n m m= =  时，
( )

0 1
~ 1 2cos n

A θ
 
 − 

， ( )
2 π , 1,2, , 1

2n
k nk
n

θ = − 
 

取 中的奇数 。 

4. 进一步的问题 

特殊线性群 ( )2,SL R 的 3 阶有限循环子群的生成元是
0 1
1 1

 
 − − 

，4 阶有限循环子群的生成元是

0 1
1 0

 
 − 

，5 阶有限循环子群的生成元是
0 1

21 2cos
5
π

 
 
− 
 

和
0 1

4π1 2cos
5

 
 
− 
 

，……，n 阶有限循环子群的生

成元是
( )

0 1
1 2cos nθ

 
 − 

 ( ( )
2 π

n
k
n

θ = ， k 取1,2, , 1
2
n
− 中的奇数)，这些生成元所构成的循环子群能否做成
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特殊线性群 ( )2,SL R 的子群的直积，目前本人还没有好的方法去解答，值得进一步探讨。 
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