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Abstract 
Based on the basic idea of empirical mode decomposition method, this paper presents a new fil-
tering method by using the significant differences between the noise curvature curve and the dis-
crete Frechet distance of the signal curvature curve. Using this method to analyze the simulation 
data, the results show that the new filtering method is an effective denoising method. Compared 
with the traditional empirical mode decomposition (EMD) method, this method can denoise the 
signal and have high signal to noise ratio. This method can effectively reduce the influence of noise 
on the signal, then extract useful information from the noisy signal. 
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摘  要 

基于经验模态分解方法的基本思想，本文利用噪声曲率曲线与信号曲率曲线的离散Frechet距离有显著差

异这一特性，提出了一种新的滤波法。采用该方法对模拟数据进行分析，结果表明新的滤波法是一种有

效的去噪方法，与传统的经验模态分解(Empirical Mode Decomposition, EMD)方法相比，该方法能够

实现对信号的去噪，具有较高的信噪比。该方法可有效地削弱噪声对信号的影响，进而从含噪信号中提
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取出有用信息。 
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1. 引言 

目前常用的去噪方法只适用于分析线性、平稳的时间序列。为了克服这些方法的局限性，可以利用

小波变换域系数进行去噪[1] [2]。由于小波方法的基函数是固定的，所以，该方法具有非自适应性，一旦

确定好小波基，它将被用于分析所有数据。美国工程院院士黄锷博士于 1998 年提出了研究非线性非平稳

信号的经验模态分解(Empirical Mode Decomposition, EMD)方法[3]。该方法依据输入信号自身的特点，无

须预先设定任何基函数，可以自适应地将信号分解成若干个本征模态函数，是一种自适应的数据处理或

挖掘方法。但是，当信号的时间尺度存在跳跃性变化或中断时，对信号进行 EMD 分解，会出现模态混

叠的现象。为了更好地解决模态混叠问题，Z. Wu 和 N. E. Huang 在 2009 年提出了总体经验模式分解

(Ensemble Empirical Mode Decomposition, EEMD)方法[4]，这是一种噪声辅助的数据分析方法(Noise As-
sisted Data Analysis, NADA)。由于平均次数的限制，该方法中添加的白噪声并没有被完全中和。因此，

为了减小由白噪声引起的重构误差，文献[5]提出了互补集合经验模态分解(Complementary Ensemble 
Empirical Mode Decomposition, CEEMD)方法。CEEMD 方法很大程度上减少了重建信号中的残余噪声，

但如果参数选择不合适，会出现伪分量，导致最后获得的本征模态函数(Intrinsic Mode Function，IMF)不
能真正满足 IMF 的定义条件。为了克服这个问题，文献[6]提出了自适应噪声的总体集合经验模态分解

(Complete Ensemble Empirical Mode Decomposition with Adaptive Noise, CEEMDAN)方法。基于 CEEMDAN
方法，文献[7]提出了改进的自适应噪声总体集合经验模态分解(Improved CEEMDAN, ICEEMDAN)方法。

本文采用该方法来获得准确的原始信号重构，以期达到对 GPS 时间序列去除观测噪声的目的。 

2. EMD 及其改进方法 

2.1. EMD 以及相关方法 

EMD 方法依据输入信号自身的特点，自适应地将信号分解成若干个本征模态函数(intrinsic mode 
function, IMF)之和。每个 IMF 分量必须满足以下两个条件：1) 在整个时间范围内，局部极值点和过零点

的数目必须相等，或最多相差一个；2) 在任意时刻点，局部最大值的包络(上包络线)和局部最小值的包

络(下包络线)的平均值必须为零[5]。 
EMD 方法实际上是一种循环迭代算法，该算法的具体过程如下： 
1) 分别找出原数据序列 ( )X t 所有的极大值点和极小值点，并用三次样条插值函数拟合形成原数据

的上包络线和下包络线。 
2) 计算上包络线和下包络线的均值，记作 ( )1m t ，用原数据序列 ( )X t 减去该均值，即可得到一个去

掉低频的新数据序列 ( )1h t ： 
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( ) ( ) ( )1 1X t m t h t− =  

3) 由原数据序列减去均值后得到的新数据序列 ( )1h t ，若满足 IMF 的条件，则作为第一个 IMF 分量

序列，否则，需要对它重复进行上述处理过程。重复进行上述处理过程 k 次后，直到 ( )1h t 符合 IMF 的定

义要求，所得到的均值趋于零为止，这样就得到了第 1 个 IMF 分量 ( )1c t ，它代表信号 ( )X t 中最高频率

的分量： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 11 1

1 1

k kk

k

h t m t h t

c t h t
− − =

=
 

4) 将 ( )1c t 从 ( )X t 中分离出来，即得到一个去掉高频分量的差值信号 ( )1r t ，即有： 

( ) ( ) ( )1 1r t X t c t= −  

将 ( )1r t 作为原始数据，重复步骤(1)~(3)，即可得到第二个 IMF 分量 ( )2c t ，重复 n 次，得到 n 个 IMF
分量，则有： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 2

1n n n

r t c t r t

r t c t r t−

− =


 − =

  

当 ( )nr t 满足给定的终止条件(通常使 ( )nr t 成为一个单调函数)时，循环结束。原始信号 ( )X t 经过 n
次分解后可以写成以下表达式： 

( ) ( ) ( )
1

n

j n
j

X t c t r t
=

= +∑  

其中， ( )nr t 为残余分量，代表信号的平均趋势，而 ( ) ( ) ( )1 2, , , nc t c t c t 分别为包含了信号不同频率的 IMF
分量。 

EEMD 方法、CEEMD 方法以及 CEEMDAN 方法如图 1 所示。 

2.2. ICEEMDAN 方法 

为了减少模态中所包含的噪声总量，文献[7]进一步提出了 ICEEMDAN 方法，该方法能够避免杂散

模态的产生。定义 ( )jE ⋅ 为由 EMD 分解产生的第 j 个模态分量， ( )M ⋅ 为信号的局部均值。该算法的具体

分解过程如下： 
1) 对信号 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1

i iX t X t E w tβ= + 进行 I 次 EMD 分解，计算出局部均值，得到第一个剩余分量，

即 ( ) ( ) ( )( )1
ir t M X t= 。其中， ( )( ) ( ) ( )( )( )0 0 1

istd X t std E w tβ ε= 。 

2) 当 1k = 时，计算出第一个固有模态分量为 ( ) ( ) ( )1 1IMF t X t r t= − 。 
 

 
Figure 1. EMD and related methods 
图 1. EMD 以及相关方法 
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3) 对信号 ( ) ( ) ( )( )1 1 2
ir t E w tβ+ 进行 I 次 EMD 分解，计算出局部均值，得到第二个剩余分量，即

( ) ( ) ( ) ( )( )( )2 1 1 2
ir t M r t E w tβ= + 。则第二个固有模态分量为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )2 1 2 1 1 1 2
iIMF t r t r t r t M r t E w tβ= − = − +  

4) 计算出第 k 个剩余分量和第 k 个固有模态分量 ( )3, ,k K=  ： 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 1
i

k k k kr t M r t E w tβ− −= +  

( ) ( ) ( )1k k kIMF t r t r t−= −  

5) 重复步骤(4)，计算出下一个 k。直到获得的残余分量不能被 EMD 进一步分解，即残余分量为一

个单调函数为止。 

3. 基于曲率–离散 Frechet 距离的重构分量选择 

3.1. 曲线的曲率 

曲率是指在一条曲线或不同曲线上不同点的弯曲程度[8]。曲率的倒数就是曲率半径，即
1R
k

= 。设

曲线方程为 ( )y f x= ，且 ( )f x 具有二阶导数，则曲率 k 为： 

( )
3

2 21

yk
y

′′
=

′+
                                        (1) 

3.2. Frechet 距离 

Frechet 距离(Frechet Distance, FD) [9]是法国数学家 Maurice Rene Frechet 在 1906 年提出的一种空间

路径的相似性描述，指利用两个目标的路径以及两条曲线上所有离散点的距离，量化两条曲线的相似度。

这种方法直观，而且与 Hausdorff 距离等其他相似度量化方法相比，其可以更好地刻画折线曲线的相似度。

设定 t 是时间点，该时刻，曲线 A 上的采样点为 ( )( )A tα ，曲线 B 上采样点为 ( )( )B tβ 。如果使用欧氏

距离，则容易定义 ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ),d A t B t A t B tα β α β= − 。在每次采样中 t 离散的遍历区间 [ ]0,1 ，得

到该种采样下的最大距离 ( )( ) ( )( )( ){ }
[0,1]

max ,
t

d A t B tα β
∈

。Frechet 距离就是使该最大距离最小化的采样方式

下的值。在离散方式下，我们不可能得到真实的 Frechet 距离，而可以无限的趋近。离散 Frechet 距离

( ),F A B 定义为： 

( ) ( )

( )( ) ( )( )( ){ }
1

1

,max 0

,max 0 , [0,1]

, lim ,

lim inf max ,
k k

k k

n

n t t

n

n t t t

F A B F A B

d A t B t
α β

α β

+

+

→∞ − →

→∞ − → ∈

=

=



                      (2) 

3.3. 重构分量的选择 

对于信号 ( ) ( ) ( )y t x t n t= + ， ( )x t 为原信号， ( )n t 为噪声信号。信号 ( )y t 可以被分解为 n 个本征模态

分量 ( )1 2, , , nIMF IMF IMF 和一个残余分量，所有的本征模态分量按照从高频到低频依次排列。一般情况

下，前几个 IMF 分量为噪声，后几个 IMF 为原信号，因此信号 ( )y t 可以表示为： 

( ) ( )
1

1

k n

i i n
i i k

y t IMF IMF r t
−

= =

= + +∑ ∑                                  (3) 
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由于所有的本征模态分量都有它固有的特性，所以每个本征模态分量的曲线曲率均不相同。为了简

化，将本征模态分量的曲率记为 Cur_IMFs。原信号的曲率波形与信号 ( )y t 的曲率波形相似，而噪声信

号的曲率波形与信号 ( )y t 的曲率波形不同。因此，可以通过本征模态分量的曲率波形的突变来区分噪声

信号和原信号。计算出各个本征模态分量的曲率曲线与信号 ( )y t 曲率曲线的离散 Frechet 距离，则可以

找出重构分量的模态序号 k 值。具体步骤如下： 
1) 运用 EMD、EEMD、CEEMD、CEEMDAN 和 ICEEMDAN 5 种方法分解信号 ( )y t ，得到本征模

态分量。 
2) 分别计算出信号 ( )y t 和每个本征模态分量的曲率。 
3) 计算信号 ( )y t 的曲率和每个本征模态分量曲率之间的离散 Frechet 距离。 
4) 取离散 Frechet 距离的最小值所对应的本征模态分量的序号为 k 值。 
5) 信号 ( )y t 可以重构为： 

( ) ( )
n

i n
i k

y t IMF r t
=

= +∑                                      (4) 

4. 仿真实验 

为了比较 EMD、EEMD、CEEMD、CEEMDAN 和 ICEEMDAN 5 种方法的分解效果，不失一般性地，

考察仿真信号 ( )iy t ，通过公式(5)模拟了 5 年的坐标序列。图 2 所示为原信号和原信号的曲率，图 3 为含

噪信号。 
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Figure 2. Signal and curvature 
图 2. 信号和曲率 
 

 
Figure 3. Noisy signal waveform 
图 3. 含噪信号波形 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

cos 2π sin 2π cos 2π sin 2π cos 4π sin 4π

  cos 4π sin 4π
i i i i i i i i i i

i i i i i

y t a bt d t e t c t t c t t f t g t

c t t c t t n t

= + + + + + + +

+ + +
     (5) 

其中， ( )iy t 时变信号的模拟数据，数据长度为 1825； 0.5a = ， 2b = ， 2.5d = ， 2e = ， 1.5g = ， 0.5f = ；

it 是 GPS 年积日格式的时间； ( )in t 是信噪比为 5 dB 的高斯白噪声； ( )ic t 是振幅变化因子，其形式如下： 

( ) ( )0.3sin0.5e it
ic t =                                        (6) 

分别运用 5 种方法对加噪信号进行分解，每个本征模态分量的曲率曲线如如图 4 和图 5 所示，通过 
 

 

 
Figure 4. Intrinsic mode component waveform 
图 4. 本征模态分量波形 
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Figure 5. Curvature curve waveform 
图 5. 本征模态分量的曲率曲线波形 

 

计算每个本征模态分量的曲率曲线与原始信号曲率曲线的离散 Frechet 距离可以获得 k 值(如图 6 所示)。
原信号和去噪后的重构信号如图 7 所示。 

采用这 5 种方法对含噪的模拟信号 ( )y t 进行重构，并比较 5 种方法的重构效果。为了保证能够准确

地评判出本文所提方法的去噪效果，选择信噪比(Signal-Noise Ratio, SNR)、均方根误差(Root Mean Square 
Error, RMSE)和相关系数(Correlative Codfficient, CC)作为衡量去噪效果的评价指标，评价标准是 SNR 越

高越好，RMSE 越小越好，CC 越大越好。 
图 8 和表 1 的实验结果表明，CEEMDAN 和 ICEEMDAN 方法的信噪比较高，均方根误差较小，则 

https://doi.org/10.12677/aam.2017.67106


牛淑文  
 

 

DOI: 10.12677/aam.2017.67106 889 应用数学进展 
 

 
Figure 6. Discrete Frechet distance 
图 6. 离散 Frechet 距离 

 

 
Figure 7. Original signal and reconstructed signal waveform 
图 7. 原信号和重构信号波形 
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Figure 8. Signal reconstruction effect of 5 kinds of methods 
图 8. 5 种方法的信号重构效果 
 
Table 1. Signal reconstruction effect of 5 kinds of methods 
表 1. 5 种方法的信号重构效果 

方法 SNR RMSE CC 

EMD 32.3771 0.1652 0.9992 

EEMD 26.0948 0.3406 0.9966 

CEEMD 31.4251 0.1844 0.9990 

CEEMDAN 34.4146 0.1307 0.9995 

ICEEMDAN 35.2221 0.1191 0.9996 

 

这两种方法的重构误差较小，精度相对更高。但是，这五种方法的相关系数比较接近，不能判定重构效

果。表 1 分别给出了这 5 种方法的信噪比、均方根误差和相关系数。综合信噪比、均方根误差和相关系

数的结果可知，ICEEMDAN 方法在信号去噪及重构中具有较强的鲁棒性，该方法去噪能力强，重构误差

小。 

5. 结论 

本文首先采用 EMD、EEMD、CEEMD、CEEMDAN 及其 ICEEMDAN 5 种方法对仿真信号进行分解，

其次求出原始信号及分解后的本征模态分量的曲率曲线，并根据原始信号的曲率和分解后的本征模态分

量曲率间的离散 Frechet 距离选择包含有用信号的相关模态分量，最后用这些相关模态分量进行信号重构。

根据模拟数据的实验结果，可以得出，经 ICEEMDAN 方法处理后的数据结果优于其它 4 种方法，因此，

该方法的去噪效果更好。 
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