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Abstract 
A vertex of the Archimedean tiling (3.6.3.6) is called a D-point. In this paper, we first investigate 
the number of D-points lying on any given line in the plane, and prove that all the lines can be clas-
sified into three categories according to the numbers of D-points lying on them, namely, no D-point, 
one and only one D-point and an infinitely many D-points. We also give the whole characteriza-
tions of those three types of lines by some necessary and sufficient conditions. Furthermore, we 
consider the broadest paths that contain no D-points in their interiors in any given direction 

[ ),∈ 0θ π . 
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摘  要 

阿基米德铺砌(3.6.3.6)的顶点称为D-点。论文首先研究了平面内任意给定直线上的D-点数，证明了所有

直线按其所含D-点数可分为三类，即不含D-点、含且仅含一个D-点与含无穷多个D-点，同时给出了刻画

这三类直线的充要条件，进而探讨了 [ ),∈ 0θ π 方向上内部不含D-点的最宽路径问题。 
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1. 引言 

平面铺砌 是指由可数个闭集构成的集族 { }1 2, ,T T=  ，满足 2
1  i iT∞
==  与 ( )int  int   i jT T i jφ= ≠ 。

每个闭集 ( )1,2,iT i =  称为铺砌 的铺砌元。一个平面铺砌 中有限个(至少两个)铺砌元的交或为空集，或为

孤立点，或为一段弧，称孤立点为铺砌顶点，弧为铺砌边。 
若铺砌  的每个铺砌元均为多边形且每个铺砌元的顶点和边恰好是整个铺砌的顶点和边，则称  为

边对边铺砌[1]。平面铺砌中与某一个铺砌顶点关联的所有铺砌元的个数、类型及彼此的邻接顺序，统称

为该铺砌顶点的顶点特征。若平面铺砌  是以正多边形为铺砌元、各顶点的顶点特征均相同的边对边铺

砌，则称  为阿基米德铺砌[1]。阿基米德铺砌有且仅有 11 种，如图 1 所示。 

设 u，v 为二维平面内两个线性无关的向量，称点集 { }: ,x y x yΛ = + ∈u v  为由向量 u 与向量 v 生成

的一般格Λ，一般格 Λ中的点称为格点。特别地，若 u 与 v 是两个单位正交向量，则称Λ为整数格。显

然，铺砌元的边长为 1 的阿基米德铺砌(44)的顶点集即为整数格。因此，将数的几何中关于格点的研究方

法和相关理论推广到阿基米德铺砌中是一个有意义的研究课题。 
在文献[2]中，Olds 等人首先讨论了平面内任意给定直线上所含整数格点的个数问题，指出所有直线

按其所含整数格点的个数可以分为三类，即不含任何整数格点、含且仅含一个整数格点与含无穷多个整

数格点。文献[3]中创造性地将此结果推广到了一般格与铺砌(36)中，文献[4]中将相应的结果推广到了铺

砌(33.42)中。 
阿基米德铺砌(3.6.3.6)与一般格的联系十分紧密，本文将一般格中直线上的顶点计数的相关理论和方

法推广到铺砌(3.6.3.6)中，按照所含 D-点数对直线进行分类，同时给出刻画各类直线的充要条件；并进

一步利用此结果讨论了内部无 D-点的最宽路径问题。 

2. 预备知识 

阿基米德铺砌(3.6.3.6) (下记为 )由正六边形与正三角形铺砌元构成，为讨论方便，设其铺砌边的长

为 1。设 D 为铺砌 的顶点集，C 为由铺砌 的所有正六边形铺砌元的中心构成的集合，并称 D 中的点

为 D-点，C 中的点为 C-点。D 不具有一般格结构，但其可划分为 3 个一般格的不交并。不失一般性，以任

一铺砌顶点为原点 O，以过 O 及与 O 关联的正六边形的中心的直线为 x-轴，建立如图 2 所示的坐标系。 

设 0D 为由向量 ( )2,0=u 与向量 ( )1, 3=v 生成的一般格，则有 

{ }0
4 2 2 3: , , : , .

2 2
p q qD p q p q p q

  + = + ∈ = ∈      
u v    

由 0D 分别沿向量
1 3,
2 2

 
  
 

和
3 3,
2 2

 
  
 

平移得到 
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Figure 1. Archimedean tilings 
图 1. 阿基米德铺砌 

 

 
Figure 2. Coordinate system 
图 2. 坐标系 

 

( )
1

2 1 31 3 4 2 1, : , , : , ,
2 2 2 2

qp qD p q p q p q
     ++ +   = + + ∈ = ∈                

u v    

( )
2

2 1 33 3 4 2 3, : , , : , .
2 2 2 2

qp qD p q p q p q
     ++ +   = + + ∈ = ∈                

u v    

显然有 0 1 2D D D D=   。由 0D 平移向量 ( )1,0 可得到 C，故有 
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( ){ } 4 2 2 2 31,0 : , , : , .
2 2

p q qC p q p q p q
  + + = + + ∈ = ∈      

u v    

进而根据顶点坐标的特征化简整理可得 

( ) ( )0
3, : , ,  0 mod  4 ,  0 mod  2 ,

2 2
m nD m n m n n

   = ∈ + ≡ ≡      
  

( ) ( )1
3, : , ,  2 mod  4 ,  1 mod  2 ,

2 2
m nD m n m n n

   = ∈ + ≡ ≡      
  

( ) ( )2
3, : , ,  0 mod  4 ,  1 mod  2 ,

2 2
m nD m n m n n

   = ∈ + ≡ ≡      
  

( ) ( )3, : , ,  2 mod  4 ,  0 mod  2 .
2 2
m nC m n m n n

   = ∈ + ≡ ≡      
  

铺砌元的边长为 1 的铺砌(36)的顶点集即为特殊的一般格，亦称为三角格 T，称 T 中的点为 T-点。而

三角格 T 可由向量(1,0)与向量
1 3,
2 2

 
  
 

生成，即 

( ) 1 3 2 31,0 , : , , : , ,
2 2 2 2

p q qT p q p q p q
      +   = + ∈ = ∈                  

   

进一步化简可得 

( )3, : , ,  0 mod  2 .
2 2
m nT m n m n

   = ∈ + ≡      
  

因此T D C=  。我们称集合 ( )0,1,2iD i = 中的点为 iD -点，用符号 ( )( )0,1,2l iN D i = 与 ( )lN C 分别表示任

意给定直线 l 上的 iD -点数与 C-点数。 
引理 2.1：若点 0P D∈ ，则 0P Dγ ∈ ，其中 γ ∈。 

证明：已知点 0P D∈ ，不妨设
3,

2 2
m nP

 
=   
 

，其中 ( ) ( ), ,  0 mod  4 ,  0 mod  2m n m n n∈ + ≡ ≡ ，则

3,
2 2
m nP γ γγ

 
=   
 

，显然有 ( ), ,  0 mod 2m n nγ γ γ∈ ≡ 且 ( )0 mod  4m nγ γ+ ≡ ，因此 0P Dγ ∈ 。 

引理 2.2：设 α为奇数，β为偶数，则有 
(a) 若点 1P D∈ ，则 1 0,P D P Dα β∈ ∈ 。 
(b) 若点 2P D∈ ，则 2 0, P D P Dα β∈ ∈ 。 
(c) 若点 P C∈ ，则 0,P C P Dα β∈ ∈ 。 

证明：设点 1P D∈ ，则可设
3,

2 2
m nP

 
=   
 

，其中 ( ) ( ), ,  2 mod  4 ,  1 mod  2m n m n n∈ + ≡ ≡ 。不妨

设 4 2,  m n s s+ = + ∈。 

因为 α 为奇数，故可设 2 1,  t tα = + ∈ ，则
( ) ( )2 1 2 1 33, ,

2 2 2 2
t m t nm nP α αα

   + +
= =         

，从而由
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( ) ( ) ( )2 1 2 1 4 2 2t m t n ts t s+ + + = + + + 可得 ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 mod  4t m t n+ + + ≡ ，且易得 ( ) ( )2 1 1 mod  2t n+ ≡ ，

因此 1P Dα ∈ 。 

因为 β为偶数，故可设 2 ,  t tβ = ∈，则
3 2 2 3, ,

2 2 2 2
m n tm tnP β ββ

   
= =      
   

，从而由 ( )2 2 4 2tm tn ts t+ = +

可得 ( )2 2 0 mod  4tm tn+ ≡ ，且易得 ( )2 0 mod  2tn ≡ ，因此 0P Dβ ∈ 。 
对于 2P D∈ 或 P C∈ ，同理可证结论成立。 
引理 2.3：若点 ( )0,1, 2iP D i∈ = ，则点 iP D− ∈ ；若点 P C∈ ，则点 P C− ∈ 。 
证明：对点 P− 综合应用引理 2.1 与引理 2.2 立即得证。 

引理 2.4：设点
3,

2 2
m nQ T

 
= ∈  
 

，则有 

(a) 若 0Q D∈ ，则 iD -点 Q→ iD -点 ( )0,1,2i = ，C-点 Q→ C-点。 

(b) 若 1Q D∈ ，则 0D -点 Q→ 1D -点， 1D -点 Q→ 0D -点， 2D -点 Q→ C-点，C-点 Q→ 2D -点。 

(c) 若 2Q D∈ ，则 0D -点 Q→ 2D -点， 2D -点 Q→ 0D -点， 1D -点 Q→ C-点，C-点 Q→ 1D -点。 

(d) 若Q C∈ ，则 0D -点 Q→ C-点，C-点 Q→ 0D -点， 1D -点 Q→ 2D -点， 2D -点 Q→ 1D -点。 
(e) 若点 P T∉ ，则点 P Q T+ ∉ 。 

其中， QP P′→ 表示 P 沿向量 OQ 平移后变为 P′，即 P P Q′ = + 。 

证明：任取三角格 T 中的点 ( )0,1,2i iP D i∈ = ， 3P C∈ ，不妨设其相应坐标为 ( )3
, 0,1,2,3

2 2
i im n

i
 

=  
 

，

其中 ,i im n ∈ 且满足 ( )0 0 0 mod  4m n+ ≡ ， ( )0 0 mod  2n ≡ ； ( )1 1 2 mod  4m n+ ≡ ， ( )1 1 mod  2n ≡ ；

( )2 2 0 mod  4m n+ ≡ ， ( )1 1 mod  2n ≡ ； ( )3 3 2 mod  4m n+ ≡ ， ( )3 0 mod  2n ≡ 。令点 

( ) ( )
3

,  0,1, 2,3
2 2

ii
i i

n nm m
P P Q i

 ++′= + = =  
 

。 

(a) 若 0Q D∈ ，则 ( )0 mod  4m n+ ≡ ， ( )0 mod  2n ≡ 。于是 ( ) mod  2i in n n+ ≡ ， 

( ) mod  4i i i im m n n m n+ + + ≡ + ，故点 iP′与点 iP 属于同一类型。因此，平移 OQ 后， iD -点变为 iD -点，

C-点变为 C-点。 
(b) 若 1Q D∈ ，则 ( )2 mod  4m n+ ≡ ， ( )1 mod  2n ≡ 。由于 ( )0 1 mod  2n n+ ≡ ， 

( )0 0 2 mod  4m m n n+ + + ≡ ，则点 0 1P D′∈ ；由于 ( )1 0 mod  2n n+ ≡ ， ( )1 1 0 mod  4m m n n+ + + ≡ ，则点

1 0P D′∈ ；由于 ( )2 0 mod  2n n+ ≡ ， ( )2 2 2 mod  4m m n n+ + + ≡ ，则点 2P C′∈ ；由于 ( )3 1 mod  2n n+ ≡ ，

( )3 3 0 mod  4m m n n+ + + ≡ ，则点 3 2P D′ ∈ 。故平移 OQ 后， 0D -点变为 1D -点， 1D -点变为 0D -点， 2D -
点变为 C-点，C-点变为 2D -点。 

情形(c)，(d)类似于(b)可证。 
(e) 记点 P P Q′ = + ，则点 ( )P P Q′= + − 。根据引理 2.3，由点Q T∈ 可得点 Q T− ∈ ，于是综合(a)~(d)

可得，若点 P T′∈ ，则 ( )P Q T′ + − ∈ ，即点 P T∈ ，与条件点 P T∉ 矛盾，故 P Q T+ ∉ 。 

3. 平面内任意直线上的 D-点数及其分布 

设 l 为平面内任意一条直线，若直线 l 的斜率 k 不存在，可设其方程为 ( ) x a a= ∈ ，则显然有下述定理： 
定理 3.1：设直线 :l x a= ，则 

(a) ( )lN D = ∞当且仅当
2
ma = ，其中 m∈。 
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(b) ( ) 0lN D = 当且仅当
2
ma ≠ ，其中 m∈。 

注意到，对于直线 ( ):
2
ml x m= ∈ ，当 m 为奇数时，l 上含无穷多个 1D -点与 2D -点， 1D -点与 2D -

点交替出现且距离为 3 ；当 m 为偶数时，l 上仅含 0D -点且相邻两个 0D -点的距离为 2 3 。 

现在我们考虑斜率存在的直线，不失一般性，可设直线 l 的方程为 y kx b= + 。下面首先考虑 0b = 即

l 的方程为 y kx= 的情形。 
定理 3.2：设直线 :l y kx= ，则 ( )lN D = ∞当且仅当直线 l 上至少含有一个非原点的 T-点。 
证明：必要性显然成立。下证充分性：设直线 l 上含有非原点的 T-点 P，令点 P Pλ λ= ，其中 λ为偶

数，显然有点 P lλ ∈ ，进而综合引理 2.1 与引理 2.2 可得点 0P Dλ ∈ 。因此 ( )0lN D = ∞，即 ( )lN D = ∞。 
推论 3.3：设直线 :l y kx= ，若 ( )lN D = ∞，则 ( )0lN D = ∞。 
证明：由定理 3.2 及其充分性的证明立即可得。 

定理 3.4：设直线 :l y kx= ，则 ( )lN D = ∞的充要条件是 { }3 :k λ λ∈ ∈ 。 

证明：必要性：已知 ( )lN D = ∞，则直线 l 上至少含有一个非原点的 T-点 P，不妨设
3,

2 2
m nP

 
=   
 

，

其中 ,m n∈， ( )0 mod  2m n+ ≡ 。根据条件可知直线 l 的斜率 k 存在，则 0m ≠ ，于是
3nk

m
= ，故

{ }3 :k λ λ∈ ∈ 。 

充分性：已知 { }3 :k λ λ∈ ∈ ，则可设
3nk

m
= ，其中 ,m n∈， ( )gcd , 1m n = 。于是直线 l 的方程

为
3ny x

m
= 。令点

2 2 3,
2 2
m nP

 
=   
 

，易知点 P l∈ 且 P O≠ ，又由 2 ,2m n∈且 ( )2 2 0 mod  2m n+ ≡ 可

得点 P T∈ ，进而由定理 3.2 可得 ( )lN D = ∞。 

定理 3.5：设直线 :l y kx= ，则 ( ) 1lN D = 的充要条件是 { }3 :k λ λ∉ ∈ 。 

证明：通过定理 3.2 分析可得，对于直线 :l y kx= 而言，要么含无穷多个 D-点，要么只含一个 D-点
即 ( )0,0O ，进而根据定理 3.4 立即可得定理 3.5 成立。 

直线 ( ): 0l y kx b b= + ≠ 可由直线 :l y kx′ = 平移得到，接下来考虑直线 ( ): 0l y kx b b= + ≠ 上的 D-点数。 

定义 3.6：称直线 :l y kx b= + 具有性质 bD ，若存在 ,m n∈满足 ( )1 mod  2n ≡ ， ( )0 mod  2m n+ ≡

或 ( )0 mod  2n ≡ ， ( )0 mod  4m n+ ≡ ，使得
3
2

n kmb −
= 。 

引理 3.7：设直线 :l y kx b= + ，则 ( ) 0lN D > 的充要条件为直线 l 具有性质 bD 。 

证明：必要性：由于 ( ) 0lN D > ，可设 l 上含有 D-点 3,
2 2
m nP

 
=   
 

，其中 ,m n∈， ( )1 mod  2n ≡ ，

( )0 mod  2m n+ ≡ 或 ( )0 mod  2n ≡ ， ( )0 mod  4m n+ ≡ ，将其坐标代入直线方程 y kx b= + 可得

3
2

n kmb y kx −
= − = 。因此直线 l 具有性质 bD 。 

充分性：设直线 l 具有性质 bD ，则可设
3
2

n kmb −
= ，其中 ,m n∈， ( )1 mod  2n ≡ ， ( )0 mod  2m n+ ≡

或 ( )0 mod  2n ≡ ， ( )0 mod  4m n+ ≡ ，从而直线 l 的方程为
3 3
2 2 2

n km m ny kx k x−  = + = − + 
 

。显然，点
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3,
2 2
m nP l

 
= ∈  
 

，当 ( )1 mod  2n ≡ ， ( )0 mod  2m n+ ≡ 时， 1P D∈ 或 2P D∈ ；当 ( )0 mod  2n ≡ ，

( )0 mod  4m n+ ≡ 时， 0P D∈ ，故点P D∈ 。因此，l 上至少含有一个D-点，即 ( ) 0lN D > 。 
由上述引理立即可得下述定理： 
定理 3.8：设直线 :l y kx b= + ，则 ( ) 0lN D = 当且仅当直线 l 不具有性质 bD 。 

定理 3.9：设直线 :l y kx b= + ，若直线 l 上含有 D-点 P，则有 

(a) ( )lN D = ∞当且仅当 { }3 :k λ λ∈ ∈ 。 

(b) ( ) 1lN D = 当且仅当 { }3 :k λ λ∉ ∈ 。 

证明：已知直线 :l y kx b= + 上含有点 P D∈ ，令直线 :l y kx′ = ，则 l l P′ = − ，于是 l l P′= + 。 
(a) 必要性：由于 ( )lN D = ∞，则直线 l 上必含不同于点 P 的 D-点Q 。令点Q Q P′ = − ，显然有点Q l′ ′∈ ，

根据引理 2.3 可得点 P D− ∈ ，从而由引理 2.4 可得点Q T′∈ 。因为Q P≠ ，所以Q O′ ≠ 。于是由定理 3.2

可得 ( )lN D′ = ∞，进而根据定理 3.4 可得直线 l′的斜率即直线 l 的斜率 { }3 :k λ λ∈ ∈ 。 

充分性：设直线 l 的斜率 { }3 :k λ λ∈ ∈ ，则由定理 3.4 可知 ( )lN D′ = ∞，于是根据推论 3.3 可得

( )0lN D′ = ∞，记直线 l′上的无穷多个 0D -点为 ( ) 1, 2,3,jQ j′ =  ，令点 ( ) 1, 2,3,j jQ Q P j′= + =  ，则点

jQ l∈ ，又由引理 2.4 可得，点 ( ) 1, 2,3,jQ j =  与点 P 为同类 D-点，因此 ( )lN D = ∞。 

(b) 必要性：假设直线 l 的斜率 { }3 :k λ λ∈ ∈ ，由(a)可得此时 ( )lN D = ∞，与已知条件 ( ) 1lN D =

矛盾，因此 { }3 :k λ λ∉ ∈ 。 

充分性：假设 ( ) 1lN D ≠ ，由于直线 l 上含有 D-点 P，则直线 l 上必含不同于点 P 的 D-点 Q，而由(a)

中必要性的证明过程可得，此时直线 l 的斜率 { }3 :k λ λ∈ ∈ ，与已知条件 { }3 :k λ λ∉ ∈ 矛盾，因此

( ) 1lN D = 。 

综上所述，可得下述定理： 
定理 3.10：设直线 :l y kx b= + ，则 ( )lN D = ∞当且仅当 

(1) 直线 l 具有性质 bD ； 

(2) { }3 :k λ λ∈ ∈ 。 

定理 3.11：设直线 :l y kx b= + ，则 ( ) 1lN D = 当且仅当 

(1) 直线 l 具有性质 bD ； 

(2) { }3 :k λ λ∉ ∈ 。 

注 3.12：直线 :l y kx= 显然也具有性质 bD ，从而定理 3.4 与定理 3.5 分别为定理 3.10 与定理 3.11 中

0b = 时的特殊情形。 

对于含有 D-点的直线 :l y kx b= + ，其中 { }3 : ,  k bλ λ∈ ∈ ∈ ，必含无穷多个 D-点。下面对直线

l 上 D-点类型的分布进行讨论，并依据所含的 D-点类型对此类直线进一步进行划分及刻画。 

定理 3.13：设直线
3: =

nl y x
m

，其中 ,m n∈， ( )gcd , 1m n = ，则有 

(a) 直线 l 上仅含无穷多个 0D -点当且仅当 ( )1 mod  2m n+ ≡ ；特别地，此时 ( )lN C = ∞。 

(b) ( ) ( )0 1l lN D N D= = ∞， ( )2 0lN D = 当且仅当 ( )2 mod  4m n+ ≡ ；特别地，此时 ( ) 0lN C = 。 
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(c) ( ) ( )0 2l lN D N D= = ∞， ( )1 0lN D = 当且仅当 ( )0 mod  4m n+ ≡ ；特别地，此时 ( ) 0lN C = 。 

证明：已知直线
3: nl y x

m
= ，其中 ,m n∈， ( )gcd , 1m n = ，则由定理 3.4 可得直线 l 上必含无穷多

个 D-点。由 ( )gcd , 1m n = 可得整数 m 与 n 或为两个奇数，或为一奇一偶，即有 ( )1 mod  2m n≡ ≡ 或

( )1 mod  2m n+ ≡ 。 

(a) 必要性：令点
3,

2 2
m nP

 
=   
 

，则点 P 在直线 l 上。若 ( )0 mod  2m n+ ≡ ，则 ( )1 mod  2n ≡ ，于

是当 ( )0 mod  4m n+ ≡ 时点 2P D∈ ；当 ( )2 mod  4m n+ ≡ 时点 1P D∈ 。从而直线 l 上必含 1D -点或 2D -点，

与条件直线 l 上仅含 0D -点矛盾，因此 ( )1 mod  2m n+ ≡ 。 

充分性：设直线
3: nl y x

m
= ，其中 ,m n∈， ( )gcd , 1m n = 且 ( )1 mod  2m n+ ≡ ，要证直线 l 上仅含

无穷多个 0D -点，只需证直线 l 上不含其它类型的 D-点。假设 ( )1 0lN D ≠ ，即可设直线 l 上含有 1D -点

1 1
1

3,
2 2
m nP

 
=   
 

，其中 1 1,m n ∈， ( )1 1 2 mod  4m n+ ≡ ， ( )1 1 mod  2n ≡ ，将其坐标代入直线方程可得

1 13 3
2 2

n mn
m

= ⋅ ，即 1 1mn nm= 。由于 1m 与 1n 均为奇数，而 m 与 n 必为一奇一偶，则乘积 1mn 与 1nm 必 

为一奇一偶，二者不可能相等，产生矛盾，因此 ( )1 0lN D = 。同理可证 ( )2 0lN D = 。综上可得，直线 l
上仅含无穷多个 0D -点。 

特别地，下证此时 ( )lN C = ∞。令点
2 2 3,
2 2
m nP

 
′ =   

 
，则易知点 P l′∈ 且 2 ,2m n∈， ( )2 0 mod  2n ≡ ，

又由 ( )1 mod  2m n+ ≡ 可得 ( )2 2 2 mod  4m n+ ≡ ，从而点 P C′∈ 。令点 tP tP′= ，其中 t 为奇数，则易知

点 tP l∈ ，进而由引理 2.2 可得点 tP C∈ ，因此 ( )lN C = ∞。 

(b) 必要性：由于 ( ) ( )0 1l lN D N D= = ∞，即直线 l 上不仅含 0D -点，则由(a)可得 ( )1 mod  2/m n+ ≡ 。

于是有 ( )0 mod  2m n+ ≡ ，此时 ( )1 mod  2m n≡ ≡ ，从而有 ( )0 mod  4m n+ ≡ 或 ( )2 mod  4m n+ ≡ 。易

验证点
3,

2 2
m nP

 
=   
 

在直线 l 上，若 ( )0 mod  4m n+ ≡ ，则点 2P D∈ ，与已知条件 ( )2 0lN D = 矛盾，因

此 ( )2 mod  4m n+ ≡ 。 

充分性：设直线
3: nl y x

m
= ，其中 ,m n∈， ( )gcd , 1m n = 且 ( )2 mod  4m n+ ≡ ，易得 ( )1 mod  2n ≡ 。

对于点
3,

2 2
m nP

 
=   
 

有 P l∈ 且 1P D∈ 。令点 P Pλ λ= ，其中λ ∈，则点 P lλ ∈ 。根据引理 2.2 可知，当 λ

为奇数时，点 1P Dλ ∈ ；当λ 为偶数时，点 0P Dλ ∈ 。因此 ( ) ( )0 1l lN D N D= = ∞。假设 ( )2 0lN D ≠ ，即可设

直线 l 上含 2D -点 2 2
2

3,
2 2

m nP
 

=   
 

，其中 2 2,m n ∈ ， ( )2 2 0 mod  4m n+ ≡ 且 ( )2 1 mod  2n ≡ ，将其坐标代

入直线方程可得 2 23 3
2 2

n mn
m

= ⋅ ，即 2 2mn nm= 。于是有 2 2 2 2mn nn nm nn+ = + ，即 ( ) ( )2 2 2n m n n m n+ = + 。

由于 ( )2 24 m n+ ，则 ( )24 n m n+ ，而由 ( )2 1 mod  2n ≡ 可得 ( )2gcd 4, 1n = ，于是 ( )4 m n+ ，与已知条件

( )2 mod  4m n+ ≡ 矛盾，因此 ( )2 0lN D = 。综上可得 ( ) ( )0 1l lN D N D= = ∞且 ( )2 0lN D = 。 
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特别地，下证此时 ( ) 0lN C = 。假设 l 上含有C-点 3 3
3

3
,

2 2
m nP

 
=   
 

，其中 3 3,m n ∈， ( )3 3 2 mod  4m n+ ≡ ，

( )3 0 mod  2n ≡ ，将其坐标代入直线方程可得 3 33 3
2 2

n mn
m

= ⋅ ，即 3 3mn nm= 。于是有 3 3 3 3mn nn nm nn+ = + ，

即 ( ) ( )3 3 3n m n n m n+ = + 。由 ( )2 mod  4m n+ ≡ 可得 ( )2 m n+ ，又由 32 n 可得 ( )34 n m n+ ，于是

( )3 34 n m n+ ，进而由 ( )1 mod  2n ≡ 可得 ( )gcd 4, 1n = ，从而有 ( )3 34 m n+ ，与已知条件 ( )3 3 2 mod  4m n+ ≡

矛盾，因此 ( ) 0lN C = 。 

情形(c)类似于情形(b)可证。 

定理 3.14：设直线 ( )3:  0nl y x b b
m

= + ≠ ，其中 ,m n∈， ( )gcd , 1m n = 。若 l 上含有 0D -点 0P ，则

有 
(a) 直线 l 上仅含无穷多个 0D -点当且仅当 ( )1 mod  2m n+ ≡ 。 
(b) ( ) ( )0 1l lN D N D= = ∞， ( )2 0lN D = 当且仅当 ( )2 mod  4m n+ ≡ 。 

(c) ( ) ( )0 2l lN D N D= = ∞， ( )1 0lN D = 当且仅当 ( )0 mod  4m n+ ≡ 。 

证明：已知直线
3: nl y x b

m
= + 上含有点 0 0P D∈ ，令直线

3: nl y x
m

′ = ，则 0l l P′ = − ，于是 0l l P′= + ，

即直线 l 可由直线 l′平移向量 OP0 得到。由引理 2.4 可知，直线 l 与 l′上 D-点的类型及分布情况一致，进

而根据定理 3.13 立即得证。 

定理 3.15：设直线 ( )3:  0nl y x b b
m

= + ≠ ，其中 ( ), ,  gcd , 1m n m n∈ = 。若 l 上含有 1D -点 1P ，则有 

(a) 直线 l 上仅含无穷多个 1D -点当且仅当 ( )0 mod  4m n+ ≡ 。 
(b) ( ) ( )1 0l lN D N D= = ∞， ( )2 0lN D = 当且仅当 ( )2 mod  4m n+ ≡ 。 

(c) ( ) ( )1 2l lN D N D= = ∞， ( )0 0lN D = 当且仅当 ( )1 mod  2m n+ ≡ 。 

证明：已知直线
3: nl y x b

m
= + 上含有点 1 1P D∈ ，令直线

3: nl y x
m

′ = ，则 1l l P′ = − ，于是 1l l P′= + ，

即直线 l 可由直线 l′平移向量 OP1 得到。因此，可根据 l′上 D-点的类型及分布情况，利用引理 2.4 讨论 l
上 D-点的类型及分布情况。 

(a) 由定理 3.13 可知 ( ) ( )0 2l lN D N D′ ′= = ∞ ， ( )1 0lN D′ = 当且仅当 ( )0 mod  4m n+ ≡ ，且此时

( ) 0lN C′ = ，即 l′上除了 0D -点及 2D -点以外，其它点均为非 T-点。由引理 2.4 可得，将直线 l′平移至直

线 l 后， l′上的 0D -点与 2D -点分别变为 l 上的 1D -点与 C-点，而 l′上的其它点均变为 l 上的非 T-点，亦

为非 D-点，于是直线 l 上仅含无穷多个 1D -点。因此，直线 l 上仅含无穷多个 1D -点当且仅当

( )0 mod  4m n+ ≡ 。 

(b) 由定理 3.13 可知 ( ) ( )0 1l lN D N D′ ′= = ∞ ， ( )2 0lN D′ = 当且仅当 ( )2 mod  4m n+ ≡ ，且此时

( ) 0lN C′ = ，即 l′上除了 0D -点及 1D -点以外，其它点均为非 T-点。由引理 2.4 可得，将 l′平移至 l 后，l′
上的 0D -点与 1D -点分别变为 l 上的 1D -点与 0D -点，而 l′上的其它点均变为 l 上的非 T-点，亦为非 D-点，

于 是 ( ) ( )1 0l lN D N D= = ∞ 且 ( )2 0lN D = 。 因 此 ( ) ( )1 0l lN D N D= = ∞ ， ( )2 0lN D = 当 且 仅 当

( )2 mod  4m n+ ≡ 。 

(c) 由定理 3.13 可知直线 l′上仅含无穷多个 0D -点当且仅当 ( )1 mod  2m n+ ≡ ，且此时 ( )lN C′ = ∞，

即 l′上除了 0D -点及 C-点以外，其它点均为非 T-点。由引理 2.4 可得，将 l′平移至 l 后， l′上的 0D -点与

C-点分别变为 l 上的 1D -点与 2D -点，而 l′上的其它点均变为 l 上的非 T-点，亦为非 D-点，于是
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( ) ( )1 2l lN D N D= = ∞且 ( )0 0lN D = 。因此 ( ) ( )1 2l lN D N D= = ∞， ( )0 0lN D = 当且仅当 ( )1 mod  2m n+ ≡ 。 

类似地可得下述定理： 

定理 3.16：设直线 ( )3:  0nl y x b b
m

= + ≠ ，其中 ,m n∈， ( )gcd , 1m n = 。若 l 上含有 2D -点，则有 

(a) 直线 l 上仅含无穷多个 2D -点当且仅当 ( )2 mod  4m n+ ≡ 。 

(b) ( ) ( )2 0l lN D N D= = ∞， ( )1 0lN D = 当且仅当 ( )0 mod  4m n+ ≡ 。 

(c) ( ) ( )2 1l lN D N D= = ∞， ( )0 0lN D = 当且仅当 ( )1 mod  2m n+ ≡ 。 

4. [ ),∈ 0θ π 方向上内部无 D-点的最宽路径 

通过对于任意直线上所含 D-点数的讨论可知，存在不含 D-点的直线。因而，可进一步探究是否存在

由两条平行线所界定的带形区域满足其内部不含 D-点，若存在那么进一步刻画其最大宽度。 
定义 4.1：设直线 l 与 l′是平面内倾斜角为 ( )0θ θ≤ < π 的两条平行直线，则称直线 l 与 l′所夹的带形

区域为θ 方向上的路径，称直线 l 与 l′间的垂直距离为该路径的宽度。 
注 4.2：在三角格 T 中， [ )0,θ ∈ π 方向上内部不含 T-点的路径的最大宽度记为 θ 。在铺砌 中，

[ )0,θ ∈ π 方向上内部不含 D-点的路径的最大宽度记为 dθ 。 

根据铺砌 的特征，显然有： 

定理 4.3：当 0θ = 时，
3

2
dθ = ；当

2
θ π
= 时，

1
2

dθ = 。 

当 0, ,
2 2

θ π π   ∈ π   
   



时，按 tanθ 是否具有形式 ( )3λ λ ∈ 可以分为两种情形讨论。首先考虑

( )tan 3θ λ λ≠ ∈ 的情形，对于直线 :l y kx b= + ，其中 { }3 :k λ λ∉ ∈ ，其至多含一个 D-点，下面考

虑 l 附近的 D-点分布情况。 
引理 4.4 [2]：设 α为任意的无理数， , , 0r ε ε∈ > ，则存在一对整数 ( )1 1,p q 满足不等式 

1 1 .r p q rα ε< − < +                                       (1) 

类似地，存在另一对整数 ( )2 2,p q 满足不等式 

2 2 .ε α− < − <r p q r                                       (2) 

定理 4.5：设直线 :l y kx b= + ，其中 { }3 : ,  k bλ λ∉ ∈ ∈ ，则对任意给定的 ε ∈ 且 0ε > ，在直

线 l 的两侧均存在无穷多个 D-点到直线 l 的距离小于 ε。 

证明：令
3

k
α = ，

2
br
k

= 。因为 { }3 :k λ λ∉ ∈ ，所以α 为无理数，显然 r∈。下面根据 k 的取

值分为两种情形。 
情形 1： 0k >  

因为 0ε > ，故存在 1ε ∈且满足 10 ε ε< < 。令 1
0 0

2k
ε

ε = > ，由引理 4.4 可得，存在一对整数 ( )0 0,m n

满足 0 0 0r m n rα ε< − < + ，即 

1
0 0

30 ,
2 2

ε
< − − <

bm n
k k k

 

于是有 

( )0 0 10 2 3 2 .m k n b ε< − ⋅ + <  
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令点 ( )1 0 02 , 2 3P n m= ，易知点 1 0P D∈ 。设 1P 到 l 的垂直距离与竖直距离分别为 1d 和 1δ  (如图 3)，从而

( )1 0 0 10 2 3 2m k n bδ ε< = − ⋅ + < ，又由于 1 10 d δ< < ，所以点 1P 在 l 的上方且满足 1 10 d ε ε< < < 。 

根据引理 4.4 可得，对于任意给定的实数 0ε > ，均存在一对整数 ( ),p q 满足不等式(1)。因此，对于任意

给定的无穷递减序列 1 2 0ε ε ε> > > > ，可以运用上述的构造方法，给出无穷多个 D-点 1 2 3, , ,P P P ，满足每

个 iP 均在 l 的上方且到 l 的垂直距离 i id ε ε< < 。因此证得在 l 的上方存在无穷多个 D-点到 l 的距离小于 ε。 
另一方面，若在上述证明过程中用引理 4.4 中的不等式(2)替换不等式(1)，则同理可得在 l 的下方存

在无穷多个 D-点到 l 的距离小于 ε。 
情形 2： 0k <  

由于 10 ε ε< < ，不妨令 1
0 0

2k
ε

ε = − > ，根据情形 1 同理可证。 

由上述定理分析可得，当 ( )tan 3 θ λ λ≠ ∈ 时，对于 θ方向上的直线 l 而言，在其两侧均存在无穷

多个 D-点无限逼近 l，故此时 θ方向上不存在内部不含 D-点的路径。 
接下来考虑当 { }( )tan 3 \ 0θ λ λ= ∈ 时，θ方向上内部不含 D-点的最宽路径。 

引理 4.6：设直线 :l y kx b= + ，其中 { }3 :k λ λ∈ ∈ ，若 l 上含有 C-点，则 ( )lN C = ∞且 ( )lN D = ∞。 

证明：不妨设直线 :l y kx b= + 上含有 C-点 P，令直线 :l y kx′ = ，则 l l P′ = − ，于是 l l P′= + ，即直线

l 可由直线 l′平移向量 OP 得到。由于 { }3 :k λ λ∈ ∈ ，则根据定理 3.13 可得， l′含无穷多个 0D -点，且

含有无穷多个点 ( )1,2,3,jQ j =  满足 0\jQ T D∈ 。进而根据引理 2.4 可得，将直线 l′平移至直线 l 后，l′上

的 0D -点变为 l上的C-点且 l′上的点 ( )1,2,3,jQ j =  均变为 l上的D-点，由此可得 ( )lN C = ∞且 ( )lN D = ∞。 

定理 4.7：设直线 :l y kx b= + ，其中 { }3 :k λ λ∈ ∈ ，若直线 l 上含 T-点，则 l 上必含 D-点。 

证明：不妨设直线 l 上含点 P T∈ ，则点 P D C∈  。若点 P D∈ ，则结论显然成立；否则，点 P C∈ ，

由引理 4.6 可得，此时直线 l 上含 D-点。因此直线 l 上必含 D-点。 

引理 4.8 [5]：在三角格 T 中，设
3tan n

m
θ = ，其中 ,m n∈， ( )gcd , 1m n = ， 0mn ≠ 。若 m 和 n 均 

 

 
Figure 3. Constructing D-point 
图 3. 构造 D-点 
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Figure 4. The broadest paths containing no D-points in their interiors 
图 4. 内部无 D-点的最宽路径 

 

为奇数，则
2 2

3
3n m

θ =
+

 ；否则，
2 2

3
2 3n m

θ =
+

 。 

定理 4.9：在铺砌 中，设
3tan n

m
θ = ，其中 ,m n∈， ( )gcd , 1m n = ， 0mn ≠ ，则 dθ θ=  ，即 

2 2

2 2

3 ,
3

3

,  

,,
2 3

 

若 均为奇数

若 有一个为偶数

θ




+= 

 +

n md

n m

m n

m n

 

       

. 

证明：在铺砌 中，对于任意斜率为
3n

m
的直线 l，由定理 4.7 可知，若直线 l 上含 T-点，则直线

l 上必含 D-点。因此，在铺砌 中，θ方向上内部无 D-点的路径的最大宽度即为 θ方向上内部无 T-点的

路径的最大宽度(如图 4)，故 dθ θ=  。由引理 4.8 可得，当 m 和 n 均为奇数时，
2 2

3
3

d
n m

θ θ= =
+

 ；当

m 和 n 有一个为偶数时，
2 2

3
2 3

d
n m

θ θ= =
+

 。 
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