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Abstract 
In this paper, based on the introduction of the basic theory of Iterative Function System(IFS), the 
first application of IFS code to a given image can reveal the shrinkage characteristics of internal 
affine transformation. The influence of the numbers and parameters of affine transformations on 
the generation of fractal tree is analyzed. Thus it can generate fractal trees with different mor-
phologies by modifying the IFS code. Using pseudo-affine transformation to achieve the interpola-
tion of the attractor image, the triangular maple leaves and the pentagon maple leaves are gener-
ated. Meanwhile, controllable fractal leaves can be obtained through adjusting interpolation 
points. Finally, some examples of fractal images are given with Matlab. 
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摘  要 

本文在介绍迭代函数系统(IFS)基本理论的基础上，根据IFS码对给定图像的第一次应用来揭示内部的仿

射变换收缩特性，分析了仿射变换个数以及参数对生成分形树的影响，从而修改IFS码，生成了具有不同

形态的分形树。利用拟仿射变换实现吸引子图像的插值，并生成三角枫叶、五角枫叶等，通过调整插值
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点生成形状可控的分形树叶。最后，结合Matlab给出分形图的若干实例。 
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1. 引言 

自然景物模拟是计算机图形学中一个重要研究课题，其中植物形态仿真模拟引起了广泛的关注。许

多学者对其进行了大量的研究，目前常见的方法有 L-系统[1] [2]、迭代函数系统[3] [4] [5]、粒子系统[6] 
[7]、扩散受限凝聚(DLA)模型[8]等。迭代函数系统(Iteration Function System，简称 IFS)是绘制植物分形

图的主要方法，利用该方法既可以模拟自然界存在的物种也可以创造新物种。1999 年郝小琴[9]提出了基

于树木的分枝模式与叶序模式的三维 IFS 建模法并生成了槐树和雪松。2004 仲兰芬、王琰等[10]给出了

生成单轴分枝和合轴分枝两类树木的递归算法。2008 年潘陆益[11]提出了基于 IFS 的分形图的拟仿射变

换模型。2012 年韩江萍、周敏等[12]利用拟仿射变换实现树木成行、树木成林。2016 年仲兰芬、王文忠

等[13]提出了一种通过包含边缘轮廓和主叶脉的树叶草图生成三维树叶的方法。在利用迭代函数系统生成

植物的过程中，大多数文献是直接给出 IFS 码，鲜有文献分析 IFS 码中各参数对分形图生成的影响。本

文通过 IFS 码对给定图像的第一次应用来揭示内部的仿射变换收缩特性，分析了各仿射变换参数对分形

图的影响效果，根据需求可以人为地设定仿射变换的个数以及参数继而得到相应的 IFS 码，生成单轴、

合轴以及树冠的个数不同的分形树。通过 IFS 码生成的分形图的拟仿射变换即对分形图的平移、旋转、

缩放、错切等变换生成具有相似性的多片叶瓣的树叶如三角枫叶、五角枫叶等。 

2. 预备知识 

仿射变换是指在不同的方向上变化的比率可以不同的一种比例变换。使一个图形产生它的复制品，

于是可以将原图分解为几个部分，每个部分可看作是在不同仿射变换下的复制品，而这种分解与尺度无

关，即原图经仿射变换后仍可对其局部图形进行类似的分解，这种整体与局部相似的性质正是分形的特

征。 
定义 1 [8]：变换 2 2:W R R→ 具有形式为 

,
x a b x e

W
y c d y f
       

= +       
         

其中 , , , , ,a b c d e f 为实数，则称W 为一个(二维)仿射变换。 
当 2x R∈ 时，上式常改写为 

( ) ,W x Ax t= +  

其中 ,
a b e

A t
c d f
   

= =   
   

。 

定义 2 [8]：度量空间 ( ),X ρ 上的变换 :f X X→ 称为压缩映射或压缩，如果存在一常量0 1s≤ < ，使得 
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( ) ( )( ) ( ), , , , ,f x f y s x y x y Xρ ρ≤ ∀ ∈  

数 s 称为 f 的压缩因子。 
定义 3 [8]：(迭代函数系统 IFS)一个迭代函数系统由一个完备度量空间 ( ),X ρ 和一个有限的压缩映射集

:nW X X→ 及相应的压缩因子 , 1, 2, ,ns n N= � 所组成，每个 nW 有一个伴随概率 ,0 1n np p< < 且 1np =∑ 。

迭代函数系统 IFS 记为：{ }; , 1, 2, ,nX W n N= � ，随机迭代函数系统 IFSP 记为：{ }; , , 1, 2, ,n nX W p n N= � ，

且其压缩因子都是 { }max : 1,2, ,ns s n N= = � 。IFS 若满足条件 31 2
1 2 3 1Np pp p

Ns s s s⋅ ⋅ <� ，则称之为一个 IFS 码。 

定理 1 [8]：设{ }; , 1, 2, ,nX W n N= � 是拥有压缩因子 s 的 IFS 码，则定义变换 ( ) ( ):W H X H X→ 为 

( ) ( ) ( )
1

, ,
N

n
n

W B W B B H X
=

= ∀ ∈∪  

且W 是完备空间 ( ) ( )( ),H X h ρ 上具有压缩因子 s 的压缩映射，即 

( ) ( )( ) ( ) ( ), , , , ,h W A W B sh A B A B H X≤ ∀ ∈  

它的唯一不动点集 ( )P H X∈ 满足 

( ) ( )
1

,
N

n
n

P W P W P
=

= =∪  

且 ( ) ( )lim ,n

n
P W B B H X

→∞
= ∀ ∈ 。不动点集 ( )P H X∈ 被称为 IFS 的吸引子。 

定理 2 [14] ： ( 拼贴原理 ) 设 ( ),X ρ 为度量空间，给定 ( )L H X∈ 和 0ε > ，选定一个 IFS

{ }; , 1, 2, ,nX W n N= � ，其压缩因子 0 1s≤ < ，使得 ( )
1

,
N

n
n

h L W L ε
=

 
≤ 

 
∪ ，则有 ( ),

1
h L A

s
ε

≤
−

。这里， A 是

该 IFS 的吸引子， h 为 Hausdorff 距离。 

3. 不同形态分形树的生成 

利用 IFS 方法生成分形图的关键是找出其相应的 IFS 码，即仿射变换的系数。下面就介绍仿射变换

的一些概念，从而更好地确定 IFS 码。 

3.1. 简单的变换 

图形的基本变换包括平移变换、缩放变换、旋转变换、反射变换、错切变换等。利用仿射变换进行

分形模拟往往需要连续进行多次基本变换，将整体图形映射为局部图形，称之为组合变换或连续变换。

仿射变换对一个图像的第一次应用，通常会揭示其内部的仿射线性收缩特征[15]。但是我们还必须注意到，

选择一个具有合适结构的图像是非常重要的，只有这样才能够鉴别出其独特的变换，不然就不能够确切

地检测出一些可能发生了的旋转和反射。在本文剩下的这些图像中，我们都代表性地使用一个在左上角 
镶嵌了一个“L”的 [ ] [ ]0,1 0,1× 单位正方形作为初始图像。图 1 给出了图形的 4 个基本变换。 

仿射变换是由 6 个系数所决定的，为了更方便地探讨压缩变换。将矩阵 A 改写为以下形式： 
cos sin
sin cos

a b r s
c d r s

θ ϕ
θ ϕ

−   
=   

   
 

只须令 
2 2

2 2
arccos

r a c

a

a c
θ

= +

 
=   + 
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初始图像           缩放                  错切                     旋转                 反射 

Figure 1. Basic transformation of graphics 
图 1. 图形的基本变换 
 

即可，用类似的式子可以得到 s 和ϕ 。其中 ,r s 分别表示沿 ,x y 轴方向缩放的倍数， ,θ ϕ 分别表示 ,x y
轴逆时针方向的旋转角度。因此对于任意一个仿射变换都可以用 , , ,r s θ ϕ来表示。 

3.2. 分形树的算法实现 

上一小节已经介绍了各参数的意义，当给定对应的参数值就可以得到每个仿射变换的系数，而每一

个仿射变换被调用的概率不一定相同，随机迭代函数系统{ }; , , 1, 2, ,n nX W p n N= � 绘制 IFS 吸引子的实质

是按照概率来选择不同仿射变换，即落入图形各部分中点的数目不一定相同。其中： 

( )1, 0 1, 1,2, , ,n np p n N= < < =∑ �
 

一般情况下， np 由下式给出[16]： 

1 1

,n n n n n
n N N

n n n n n
n n

A a d b c
p

A a d b c
= =

−
= =

−∑ ∑
 

其中 , , ,n n n na b c d 为第 n 个仿射变换的系数。 
本文采用随机迭代算法，通过 Matlab 提供的随机数 rand()，用随机生成的概率选择一个仿射变换 nW

作为迭代规则迭代一次，不断重复此迭代过程，产生的极限图形就是所要绘制的分形图形。设计的算法

步骤如下： 
(1) 定义 IFSP 为{ }; , , 1, 2, ,n nX W p n N= � ，设定初始点 ( )0 0,x y 和迭代次数 level ； 

(2) 利用 rand()函数生成在区间 [ ]0,1 的随机数 R ，以概率 np 选取仿射变换 nW ； 

(3) 以 nW 作用点 ( )0 0,x y ，得到新坐标 ( )1 1,x y ； 

(4) 令 0 1 0 1,x x y y= = 并在屏幕上打出 ( )0 0,x y ； 

(5) 重返第(2)步，进行下一次的迭代，直到迭代次数大于 level 为止。 
下面就根据 IFS 对给定图像的第一次应用来揭示内部的仿射变换收缩特性，从而调整已有的 IFS 码

中仿射变换的参数，生成形态各异的分形树。 
在图 2 中，图 b~图 e 是在 a 的基础上修改 IFS 码中参数得到的图像，a 图对应的 IFS 码见附录的附

表 1。图 b，图 c 是修改 IFS 码中的参数 ,θ ϕ 生成的，从第一行可以看出，b 图的旋转角度相对于 a 图变

小，从而生成的树各枝干较紧凑，相反地，c 图是旋转角度变大，从而生成的树枝干较分散。图 d，图 e
是修改 IFS 码中的参数 ,r s 生成的，其中图 d 是增大 y 轴的缩放系数 s ，生成树的枝干较笔直，图 e 是增

大 x 轴的缩放系数 r ，树枝较弯曲。 
在此基础上，我们还可以通过修改仿射变换的个数来改变分形树的形态。在图 3 中图 a 通过 3 个仿

射变换生成嫩枝，图 b 用 4 个仿射变换生成了枝干繁多的单轴[10]分形树，图 c 用 5 个仿射变换生成一棵 
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Figure 2. Fractal trees of affine transform with different parameters. The first figure of the first line is the given original im-
age, the last five figures are the images after the first affine transformation of the initial image, and the second line corres-
ponds to the attractor of the IFS code 
图 2. 仿射变换不同参数的分形树。第一行第一个是给定的原始图像，后面五个是对初始图像经过一次仿射变换的图

形，第二行对应 IFS 码的吸引子 
 

 
Figure 3. Fractal trees of affine transform with different numbers. The first figure of the first line is the given original image, 
the last four figures are the images after the first affine transformation of the initial image, and the second line corresponds to 
the attractor of the IFS code 
图 3. 仿射变换个数不同的分形树。第一行第一个是初始图像，后面四个是对初始图像经过一次仿射变换的图形，第

二行是对应 IFS 码的吸引子 
 

合轴[10]的枯树，图 d 用 6 个仿射变换生成具有 4 个树冠枝叶[3]的分形树，图 a~图 d 的 IFS 码分别对应

于附录的附表 2~附表 5。 
我们分析了仿射变换的个数以及相应参数对分形树形状的影响，因此可以根据 ,θ ϕ 来调整树枝之间

的紧凑程度， ,r s 调整树枝的笔直和弯曲程度，还可以通过仿射变换个数及拼贴方法来决定树的形状，单

轴、合轴以及树冠的个数。该方法的优势是利用第 1 级的映射可以直观地预测分形树的形状，根据我们

的需要可以人为地设定仿射变换的个数以及相应的参数，从而得到 IFS 码并生成对应的分形树。 
在自然界中，我们经常会看到具有多片叶瓣的树叶，例如枫叶、三叶草。若还使用上述方法模拟，

一片叶瓣需要 3~4 个仿射变换，当叶片个数较多时，需要拼贴的仿射变换较多，不方便计算。由于这些
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叶片一般都具有相似的结构，我们采用拟仿射变换的方法可以有效快速地生成树叶。 

4. 采用拟仿射变换生成三角枫叶、五角枫叶 

4.1. 拟仿射变换 

IFS 是以仿射变换为框架，经过迭代生成的，但迭代生成的整体分形图却不能简单地使用几何学上

的仿射变换的方法实现。我们将分形图整体平移、缩放、旋转、错切等几何变换称为拟仿射变换。其原

因在于分形图是一组仿射变换所确定的不动点集，对这些不动点集的拟仿射变换过程就是使这些不动点

集从一个状态换到另一个状态的过程，变换后分形图的结构、状态和点的分布密度仍然受 IFS 码的控制，

即在具体算法中，对迭代生成的点进行平移、旋转、缩放、错切等变换操作之后，必须将变换之前的点

作为下一次迭代的初值，从而就可以实现分形图整体的仿射变换。在下节中介绍从分形图的拟仿射变换

迭代产生的拟仿射变换模型，进而实现分形图的拟仿射变换。 

4.2. 分形图的拟仿射变换 

为了描述迭代系统的迭代过程，给出如下记号： 

变换矩阵： i i
i

i i

a b
A

c d
 

=  
 

，位移矩阵： i
i

i

e
E

f
 

=  
 

，变换后的矩阵：
x

X
y
 

=  
 

，初始值： 0
0

0

x
X

y
 

=  
 

，

则 IFS 的迭代模型用数学表达式表示为： 

1 ,k i k iX A X E−= × +   

用矩阵形式表示为： 

1

1

.k i i k i

k i i k i

x a b x e
y c d y f

−

−

       
= × +       

       
 

(1) 分形图的平移变换 

分形图的平移就是将原分形图沿坐标轴移动一个分量，记平移矩阵为
x

y

d
D

d
 

=  
 

， 

平移变换模型为： ( )1 ,k i k iX A X D E D−= − + +  

用矩阵形式表示为： 

1

1

.x xk i i k i i i

y yk i i k i i i

d dx a b x a b e
d dy c d y c d f

−

−

            
= − + +            

            
 

(2) 分形图的旋转变换 

如果分形图绕坐标原点逆时针旋转角度为θ ，则旋转矩阵为
cos sin
sin cos

R
θ θ
θ θ

− 
=  
 

， 

旋转变换模型为： ( )1
1 ,k i k iX R A R X E−
−= × × +  

用矩阵形式表示为： 

1

1

cos sin cos sin cos sin
.

sin cos sin cos sin cos
k i i k i

k i i k i

x a b x e
y c d y f

θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ

−

−

− −            
= +            −            

 

(3) 分形图的缩放变换 

设在 ,x y 轴方向的放大或缩小的因子为 ,x yK K ，则缩放矩阵为
0

0
x

y

K
R

K
 

=  
 

， 

https://doi.org/10.12677/aam.2018.71016


李彩云 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2018.71016 134 应用数学进展 
 

缩放变换模型为： ( )1
1 ,k i k iX R A R X E−
−= × × +  

用矩阵形式表示为： 

1

1

0 1 0 0
.

0 0 1 0
x x xk i i k i

y y yk i i k i

K K Kx a b x e
K K Ky c d y f

−

−

            
= +            

            
 

(4) 分形图的错切变换 

沿 x 轴方向的切变系数为 xS ，则错切变换矩阵为
1
0 1

xS
R  
=  
 

， 

错切变换模型为： ( )1
1 ,k i k iX R A R X E−
−= × × +  

用矩阵形式表示为： 

1

1

1 1 1
.

0 1 0 1 0 1
k i i k ix x x

k i i k i

x a b x eS S S
y c d y f

−

−

−            
= +            
            

 

同理，可以得到沿 y 轴方向的切变系数为 yS 对应的矩阵形式： 

1

1

1 0 1 0 1 0
.

1 1 1
k i i k i

y y yk i i k i

x a b x e
S S Sy c d y f

−

−

            
= +            −              

在具体的算法中，将迭代部分用这四个迭代方程替换就可以得到分形图的平移，旋转，缩放，错切

变换。这里我们生成具有相似的多片叶瓣的树叶如三角枫叶、五角枫叶。通过对原始的分形图作不同的

拟仿射变换，实现分形图的可控性。不妨假设其中一片叶子的顶点坐标为 ( )1 1,a b ，用户指定的插值点为

( )2 2,a b ，则这两点之间夹角为： 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 22 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

arccos ,
2

a b a b a a b b

a b a b
α

 + + + − − + − =  × + × + 
 

 

对原分形图进行旋转角度为α 的旋转变换，其旋转矩阵为
cos sin
sin cos

R
α α
α α

− 
=  
 

， 

并计算其长度比为： 
2 2
2 2

2 2
1 1

,
a b

L
a b

+
=

+
 

在上步的基础上再将原图进行缩放，其缩放矩阵为
0

0
L

S
L

 
=  
 

，从而实现分形图的插值。 

4.3. 可控枫叶的算法实现 

在这一节中我们展示生成枫叶的具体过程，三角枫叶和五角枫叶的叶瓣之间具有相似的结构，在这

里用分步处理的方法来生成枫叶。先生成其中一片叶子作为目标枫叶，然后利用拟仿射变换对原图像进

行变换从而生成我们想要的图像。这里可控性分为两个部分，一是叶片的个数 m，二是插值的控制点位

置。下面给出生成 m 片枫叶的算法步骤： 
(1) 给定初始插值点 ( ) ( ) ( )2 2 3 3, , , , , ,m ma b a b a b� ； 
(2) 用上节给出的随机迭代算法生成目标树叶； 
(3) 对目标树叶运用拟仿射变换模型，调用 m 次旋转变换以及缩放变换。 
现取 3m = ，图 4 给出在三个不同插值点下生成的三角枫叶，其目标枫叶的 IFS 码见附录的附表 6。 
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Figure 4. The triangular maple leaves generated by the given three interpolation points 
图 4. 给定三个插值点生成的三角枫叶 
 

 
Figure 5. Fractal leaves. The first two figures are triangular leaves by changing the IFS code, and the last two are pentagonal 
leaves by changing the number of leaves 
图 5. 分形树叶。前两幅图是改变 IFS 码的三角叶，后两幅是改变叶子数得到的五角叶 
 

为了使图形更加丰富多彩，可以通过修改 IFS 码或者改变叶子的个数来生成其他形状的分形叶。在

图 5 中，图 a，图 b 是通过修改 IFS 码得到的。图 c，图 d 是修改叶瓣数即令 5m = ，其中 c 图中旋转角

度分别为
π π 5 5, , π, π
6 6 12 12
− − ，其中 d 图中旋转角度分别为

π π 5 5, , π, π
3 3 4 4
− − 。 

5. 结论 

在利用 IFS 方法进行树木模拟过程中，通过 IFS 码对给定图像的第一次应用可以揭示仿射变换的收

缩性质，分析了各仿射变换参数对分形图的影响效果，根据需求可以人为地设定仿射变换的个数以及相

应的参数继而得到相应的 IFS 码，生成形态各异的分形树。但在生成具有相似叶瓣的分形树叶的时候，其中

的仿射变换个数较多，不易于实现。根据其叶片的相似性，利用拟仿射变换可以实现分形图的平移、旋转、

缩放、错切变换，生成了三角枫叶和五角枫叶。通过不同的变换组合方式，可以生成各式各样的图案。 
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附  录 

文章各图所用到的数据以及 IFS 码如附表 1 至附表 6 所示： 
 
Table 1. Affine transformation parameters of Figure 2(a)  
附表 1. 图 2 中 a 的仿射变换参数 

W  
平移 旋转 尺度伸缩 

e  f  θ  ϕ  r  s  

1 0 0 0 0 0.05 0.4 

2 0 0.35 0 0 0.5 0.5 

3 0 0.15 −45 −45 0.5 0.5 

4 0 0.15 30 30 0.5 0.5 

 
Table 2. Affine transformation parameters of Figure 3(a)  
附表 2. 图 3 中 a 的仿射变换参数 

W  
平移 旋转 尺度伸缩 

e  f  θ  ϕ  r  s  

1 0.4 0.4 14 −53 0.48 0.03 

2 0.256 0.522 48 48 0.59 0.59 

3 0.421 0.505 −1 −16 0.44 0.33 

 
Table 3. Affine transformation parameters of Figure 3(b)  
附表 3. 图 3 中 b 的仿射变换参数 

W  
平移 旋转 尺度伸缩 

e  f  θ  ϕ  r  s  

1 −0.12 0.3 78 0 0.19 0.47 

2 0.06 1.56 0 0 0.65 0.56 

3 0.46 0.4 −44 −37 0.57 0.76 

4 −0.48 0.38 26 25 0.58 0.82 

 
Table 4. Affine transformation parameters of Figure 3(c)  
附表 4. 图 3 中 c 的仿射变换参数 

W  
平移 旋转 尺度伸缩 

e  f  θ  ϕ  r  s  

1 0.4431 0.2452 60 48 0.4 0.65 

2 0.2511 0.5629 −29 −49 0.53 0.55 

3 0.5976 0.0969 −83 73 0.46 0.13 

4 0.4884 0.5069 86 73 0.47 0.07 

5 0.8562 0.2513 0 -85 0.64 6.02 
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Table 5. Affine transformation parameters of Figure 3(d)  
附表 5. 图 3 中 d 的仿射变换参数 

W  
平移 旋转 尺度伸缩 

e  f  θ  ϕ  r  s  

1 0 0 0 −90 0.05 0.6 

2 0 1 0 90 0.05 0.5 

3 0 0.6 89 0 40 40 

4 0 1.1 89 −1 20 20 

5 0 1.0 −89 1 30 30 

6 0 0.7 −89 1 40 40 

 
Table 6. Affine transformation parameters of Figure 4 
附表 6. 图 4 的仿射变换参数 

W  
平移 旋转 尺度伸缩 

e  f  θ  ϕ  r  s  

1 0 0 0 0 0 0.18 

2 0 1.6 −1 −5 0.85 0.86 

3 0.01 1.6 36 39 0.3 0.35 

4 0 0.44 −60 −49 0.3 0.37 
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